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Ueber  bestiinmte  Integrale. 

(Fortsetzung  and  Schlnss  von  Thl.  XL.  Nr.  XXX.) 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oetttnger^ 

Grosshersoglirh    BadiKchem   Hofrathe   und   ordentlichem    Profetflor   der 

Mathematik  an  der  Universität  zu  Frei  bürg  i.  B. 


Tl. 


§.  67. 


Eine  besondere  Classe  von  Integralen  bilden  die  wiederhol- 

Büc 
ten  Integrale.    Verbindet  man  lg(l-f  ^"')  mit  —  und  integrirt,  so 

erhält  man: 

ii  0 

1  ^*"       X^"*       X^^ 

Wird  diese  Darstellung  wiederholt  mit  /  —   verbanden  und  in- 
tegrirt,  so  entsteht: 

/'hx    /*8arlg(l+ar»») 
X  J  X 

o 

/*  1 .         ,      ar*»-*      ar»»-i      j;4»-i 

o 

\_  a^     «■■•     ^*» 


Theü  XU. 
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2  Oettinger:    (Jeder  bestimmte  Integrale. 

Eben  so  erhält  man 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  entsteht: 

1) 


J        xj    X  ""J 


1  j.gm        xtm        a^ 

=  ^r  V^"—  2rH^l  ^  3'-+l'^4'^+*  +  ••••;• 

Hier  soll  der  links  oben  an  das  Integralseichen  angeschriebene 
Buchstabe  r  die  rnial  wiederholte  Division  mit  x  und  Integra- 
tion andeuten.  Wird  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  integrirt^ 
so  geht  Nr.  1.  über  in 

2) 

0 

Tü?»^  ist,  so  erhfilt  man  aus  Nr.  I) 
und  2)  durch  EinfOhrung  dieses  Werthes: 

3) 

-     r^^P'dx   Pdx         Pdx   Px^dx 
J       xJ    x""J    xJ    1+0^ 

0 

4) 

Hieraus    lassen   sich    eine    Menge    Integrale   ableiten.      Für 
m=:1  ist: 
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/»i  Zx  Pix  /*3j;lg(l+a?)       P^hx  Pix  Pix  P  dx    _7«^ 
J      xj    xj  X         -J      xj    xj    xj   l  +  «-720' 


••  0 


dx 

-X 


Par  m  =  2  ist: 

6) 


/' '  hx  Phx\%{\-Vx-')  _  P^dx  Pdx  P  xBx        , 

n  o 

/»»  8a:  /•a«  PBx,   ,.  .     „       P^dx  Pdx  Pdx  P  x8x 

0  -         o 

—  8. 720' 

U.    8.    VV. 

Behandelt  man 

lg(l-ar«)  =  -(^"+-2j-  -I-  -3-  +  ....) 

auf  gleiche  Welse,   so  erhält  man  durch  wiederholte  Verbindung 

/dx 
—  folgende  Darstellung: 

7) 

0 

8) 

0 

Ferner  ist: 
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9) 


J         xj     X'''J     xj     l-x'»"-OTr+i(^"'  +  2r+l  +  3r+l+  -^^ 
o 

10) 

u 

Auch  hieraas  lässt  sich  eine  beliebige  Menge  von  Integralen 
ableiten.  Setzt  man  r=l,m  =  l,29  3....so  ergeben  sich  fol- 
gende Integrale: 

11) 
X  """    c/       xJ    1— a;*^       6  ' 

0  0 

/"Hg(l— a:^)8a?    _  /"  ^  8^  /*  a:8a;  7t« 

o  0 

•I  0 

/**  lg(l— a;"')8a:__       /* ^  8j;  Px'^-^dx _  _  ^g* 
,/  X  "^        J       xJ     I— o:»"  6m' 

0  0 

Aus  Nr. 8)  und  10)  ergibt  sich  folgende  Beziehung: 

12) 

/»  hx  rdx        rdx\^{l—x^) 
xJ     X    '"J  X 

0 

Ferner  ergibt  sich  hieraus  und  aus  Nr.  5)  und  6)  folgender 
Zusammenhang : 

13) 
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O  O 

o  o 

Diess  rechtfertigt  sich  leicht,  wenn  man  r=  1  in  Nr. 2)  und  r=:l, 
2fli  statt  m  in  Nr.  8)  setzt. 


§.  68. 
Behandelt  man 

auf  dieselbe  Weise,  wie  in  §.  67.  geschab,  so  entsteht : 

0 

—  vervielfacht  und  integrirt,  so  er- 
halt  noian 

1) 

o 

O 

Behandelt  man  die  Gleichung 

o 

wiederholt  auf  dieselbe  Weise,  so  ergeben  sich  hieraus  folgende 
IntegraiformeD : 

3) 
r^^P'ZxPhx        Pdx  Pif«-^dx         1     .       .a:""      «*".    ^ 
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4} 

Diese  üarstellongen  stehen  io   fols^endem  Zusammenhang: 

5) 

•J       x^    x""J    X  ^1 — ar«  •{      xJ   X  '"*•'  I  —  a**"»' 

'         Hieraus   leiten  sich  folgende   Integrale  ab,   M'enn  man  r=l 
und  iit  =  1,  2,  3 setzt : 

/'  a:r.    1  +a«        .  f  ^^  f  xdx         «« 

/•»  aar,    H-ar»       ^  /•»  dx  f^dx       3P« 
./     ;^  'ßr=^3  -  oy     ^./  IZI^o  -I2 ' 

f^dx     i±^  _f.  f  Sx  f^  X^_7^ 

/•*  8ar     l  +  ar"»  f  ^^  f  **""*    _  ^* 

Diese  Ableitungen  lassen  sich  beliebig  fortsetzen.  Aus  den 
Gleichungen  Nr.  6)  und  denen  in  Nr.  13)  §.  67.  angegebenen  er- 
hält man  folgende  bemcrkensiverthe  Beziehungen: 

7) 

„    ^ig(i+*«)=-^    -jig(i-^)=^    ¥'8r:::F«=2i' 
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Diese  Methode  lässt  sich  ooch  auf  andere  und  mehrgliedrige 
Fooetionen  von  x  anwenden.  Diese  soll  an  folgenden  Fällen  ge- 
zeigt werden. 

Entwickelt  man  i  ■  „,  i  gm  '■"  Reihen  nach  den  steigenden 
Potenzen  von  x^  so  erhält  man: 

^m— 1 

=  arm-l_f.^j^-l  ^^7m-1^^10m-l 


—  (ar«»»-»  +  ^*"  ~H  ^^ ~*  + . . .  .)• 
Wird  die  Darstellung  mit /dj?  verbunden  und  integrirt,  so  entsteht: 


/' 


^in— ig^  1  a?**"       x"^^       a?*®*" 


=  .-;:(^"  +  -x-  +  -T-  +  Tn-  +  -) 


l+ar-'  +  o;«""».^*    ^    4    ^    7    ^    10 

\/x^      £*»      £*«      a;""»  \ 

"mV  2+5+8    +    11     +  •  •/ 


Wird  diess  Verfahren  wiederholt  angewendet,  so  erhält  .man  fol- 
gende Integralformen : 

8) 

O 

\(x^^     :^     x^^  \ 

"^  m\  2»^  +  5r   +  «r  +••  -y» 

Auf  ganz  gleiche  Weise  erhält  man  auch  folgende  hierher  ge- 
hörige Integralformen: 

10) 

/*dx  Pdx        p    a^-*dx     _  I  .  „     jAm    ^     £^. 
^J    X    "J    l-ar"+:r8"-»i'-^'^         4'-  +  ?••  ~  10^  +-> 

o 

+^^"2'    "5-^" +"8^    n^+' -7' 

11) 
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*) 

Diese  Darstellungen  stehen  in   folgendem  Zusammenhang: 

5) 

/'dxrBx     rdx   i+x'» _   ^^i^r'dx rdx    rx'-^dx 
^        X^     X  ""•'      X       I — X^"^  •{        X^    X  **"«^    1 — o.***"' 

'         Hieraus  leiten  sich  folgende   Integrale  ab,  wenn   manr=l 
und  rn  =  1,  %  3 . . . .  setxt : 

6) 
fix.    \^x        ,,f'ixf    Bx  ,„^,    -^,      «» 

/■a*     1  +a*  _.  f  Sx  f  xdx     _  n* 
/•'  dx     1  +  ar»  _(.  f'Bx  f  x^x       n* 

/'Ifi   l  +  a-*   __f,  fdx  f^  x*Sx       »« 
„      a;'S|-a;*-    .f      x-f,      l-x»~  \6' 

/••  8a;     l+a:"  /•'  Ba;  /*  a;""-»         »* 

Diene  Ableitungen  lassen  sieb  beliebig  fortoetsen.  Aus  den 
Gleichungen  Nr.  6)  und  denen  in  Nr.  13)  §.  67.  angegebenen  er- 
hält man  folgende  bemcrkenswerthe  Beziehungen: 

7) 
^      -Igd  +  a:)  =-^      -»g(I-**)=y      :i-'8ni^=l2' 

^    -igd+ar«)  =-^    -ig(i-^)=^     x'8r:::^«=2i' 

.   fi«(i+«^=-/  ^iisa-^')=./  |i»i^.=»- 


/•■>.-)  =-/'^^<.-«-)=/'^%}SS= 


12m' 
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Diese  Methode  l§6st  sich  noch  auf  andere  and  mehrgliedrige 
Fooctioneti  von  x  anwenden.  Diess  soll  an  folgendeD  Fällen  ge- 
zeigt werden. 

Entwickelt  man  i  .  „,  .  om  >n  Reihen  nach  den  steigenden 
Potenzen  von  x,  so  erhält  man: 


Wird  die  Darstellung  mit /9j?  verbunden  und  integrirt,  so  entsteht: 


/' 


1  /'^2m        j^önt         ^8m         j-llm  \ 

"toV  2"  +  "6"  +  "T^  +  "TT  +  ••7 


Wird  diess  Verfahren  wiederholt  angewendet,  so  erhält  ^man  fol' 
gende  Integralformen : 

8) 

0 

~  ^V"F^  +  &^~  +  »r-  +  •  •  •  y  • 

,9) 

Auf  ganz  gleiche  Weise  erhält  man  auch  folgende  hierher  ge- 
hörige Integralformen: 

10) 

/»dx  Pdx        P    a^-^dx     _  i  ,  „     x^    xj^     ^wto 
^J   ^    "J   l-a^+ar*»-«''^'^         4r   ^  7r  -^  IQr  +•'"> 

o 

1  /ar*"     a:*"      a:*"      a:*'"  '\ 

11) 
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Setzt  man  m  =:  1  und  r  =  1,  2«  3....,  so  leiten  sich  aus 
Nr.  9)  folgende  Integrale  ab,  weno  man  die  Gleichungen  in  §.25. 
benutzt: 

12) 


nW^ 


U.    8.    W. 


Aus  Nr.  11)  leiten  sich  folgende  ab»   wenn   die  Gleichungen 
in  §.  27.  benutzt  werden : 

13) 

o 


_  17.ggV3 
■"      4.3^     ' 

U.   8.   W. 


Setzt  man  m  =  2,  r  =  1,  2,  3....  in  Nr.  9)  und  11),  so  er- 
geben sich  folgende  Integrale: 
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0 
0 
0 


0 

_«V3 

U.   8.    W. 


15) 

o 

0 

17.ffV3 

U.   8.   W. 

■ 

Diese  DarsteUungeo  lassen  sich  nach  der  gezeigten  Methode  leicht 
weiter  verfolgen.    Auf  demselben  Wege  erhält  man: 

16) 


!♦ 
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17) 

0 

U.   8.    W. 

§.  69. 

Nicht  so  einfach  lassen  sich  die  Ausdrücke  mit  fiiederh ölten 
Integralen  darstellen,  wenn  sie  mit  Factoren  in  Verbindung  ge- 
bracht werden.  Es  ergeben  sich  jedoch  anch  Fälle,  welche  sich 
nach  der  angegebenen  Methode  behandeln  lassen. 

Verbindet  man  den  Ausdruclc 

n^m         npO         fgA 

mit /a?^""*3a?  und  integrirt,  so  entsteht:  * 

O 

Durch  wiederholte  Integration  erhält  man: 

0 

-'"U(»i  +  l)(2m+l)+2(m  +  2)(2m  +  2)+  •  7 
Wird  dieses  Verfahren  rmal  wiederholt,  so  entsteht: 

l' «"-»a^y  a:"-»3as....y  a:"-Mg(l— a:)8a: 

0 

lr+l|«i  +  2r+l|«i  +  3r+l|«i+-   ••^' 

2) 
J     x'^^dx  I  a^-^x....  rai^-^\g(l—x)Bx 

0 
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j^^  Ist: 


3) 

dx 


•X 


o 

=  lr+1 1  m  +  2r+l  |  m  +  gr+l  |  m+  • ' ' ' 

Die  Integrale  in  Nr.  2)  and  3)  führen  auf  eine  reciproke  Facul- 
tSten- Reihe  von  (r-|-l)  Factoren,  deren  Grundfactoren  die  natör- 
liehen  Zahlen  sind  und  deren  Zunahme  m  ist.  Die  Reihen  las- 
sen sich  summiren^  wenn  sie  folgendem  bekannten  Gesetze  un- 
terliegen : 

4) 

xP\^'^{x-{'d)v\^'^  {x  +  1d)v\A'^ (p— l)d.ari»-M.d* 

Diesem  Gesetze  kann  man  die  in  Nr.  2)  und  3)  auftretende  Reihe 
unterwerfen,  wenn  man  sie  nach  der  Zunahme  nt  in  m  verschie- 
dene»  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihen  zerlegt,  welche  dem  in 
Nr.  4)  aufgestellten  Gesetze  gehorchen.  Diess  geschieht,  wenn 
man  r-|-l  statt  p,  m  statt  d  und  statt  x  allmälig  .die  Werthe 
1,  2,  3....m  nach  Nr. 4)  setzt.  Diese  Bemerkungen  führen  zu 
folgender  Darstellung: 

Ir+l  I ».  T  2r+i  1 « -r  3,^4.^  I « t- .  •  • 

__!_. 1,1,      -      1 

1  1  1  1 

+  2H-»I"  +  (2  +  iii)'+»I»  +  (2  +  2bi)'+»I"»'*" r.m.2'1" 

,1,1,         1        . L_ 

,1.1.1, L_. 

Zählt  man  nSmIich  die  Glieder  dieser  nt  Reihen  in  vertikaler 
Richtang  durch,  so  fallen  sie  mit  den  Gliedern  der  Reihe  in  Nr.  2) 
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und  3)  zusammen.  Auf  der  rechten  Seite  finden  sich  nach  dem 
Gesetze  von  Nr.  4)  die  Glieder  der  horizontalen  Reihen  summirt. 
Hiemach  gehen  die  Integrale  in  Nr.  2)  und  3)  in  folgende  über: 

6) 

o 

_    1  /  1        1        1  1  \        1  ^  1 

7) 

o 

-.LfJL+J-.-L..     _J_Y 

Die  Richtigkeit  dieser  Darstellungen  bestätigt  sich,  wenn  man 
auf  den  Fall  zurückgeht,  wo  r  =  1  ist.    Man  erhält  dann : 

8) 

O  O 

wie  schon  früher  auf  anderem  Wege,  §•  4.  Nr.  3),  gefunden  wurde. 


§70. 

Die  in  §.69.  gefundenen  Gleichungen  lassen   mancherlei  An- 
wendungen zu.    So  ist,  wenn  m  =  2,  r  =  1,  2,  3 gesetzt  wird : 


1) 

/l  Q 

x\g(l  —  x)Bx  =— j » 

o 

/     xdx  i  a:lg(l  — a:)9a:  =  — gg, 
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/     xdx  I  xdx  I  a?lg{l — Ä)8a?  =  — TöQj 


/    xBxJ  xdx....J  x\g(l--x)dx='--^ — j5;rp[ — • 

Setzt  man  m  =  3^  so  entsteht: 

2) 

/>              /»                    /»                                        lr|»+2»'l»-|-3»'l» 
x»dxj ai^....J a^lgO-xydxz:: 3,1  2.3.  .  3r  ' 

O 

u.  s.  w. 

Doch  Terireilen  wir  hierbei  nicht  länger^  sondern  machen  eine 
Anwendung  auf  Integrale  mit  höheren  und  gebrochenen  Exponen- 
ten. Setzt  man  m  =  1 ,  so  verschwindet  x  in  der  Gleichung 
Nr.  6)  und  7)  §.  69  und  es  tritt  nur  die  rmal  wiederholte  Integra- 
tion, also  das  rte  Integral  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  auf. 
Bezeichnet  man  nun  das  rte  Integral   zwischen  den  Grenzen  0 

und  I  durch  das  Zeichen  /     ,  was  ganz  im   Einklänge  mit  der 

eiDgefSfarten  BezeicbnuDgsweise  steht,  so  erh&lt  man  aus  Nr.  6) 
und  7)  §.6».: 

3) 


m 


0,1 

Hierin  kann  r  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bedeuten.    Setzt 

man  r  +  —  statt  r,  so  leitet  sich  hieraus  folgendes  Integral  ab: 
fii 

"Ig(i-^)O^)   -=- 

n^+i 

-II 
(fiir  +  n)(iii  +  n)'^i"«,i« 

nfij2, 

l|i' 
(mr  +  w)  (m  +  n)  (2m  +  n) . . . .  {rm + n) .  l"* 


"^,1  (rro  +  n).!     "»'^ 


Digitized  by 


Google 


U  0eniM§er:    Ct^er  bemmmu  hUefrmU, 

Sem  tum  BOi   -=h  90  M  U^^^iVx.     Hierav  ergeben 


mA  (Mr  r=0,  h%""  Mgeode  integrale: 

5) 

^'  Igd-^Xa^)*  =-7.3.6^7. V«' 

/r+l  2»"+* 

0,  i 


n 


Wird  ~  =i  gesetzt,  so  erhält  man  folgende  Integrale: 

6) 

y*'ig(i-«)Ox)i=-j^,. 


0,  t 


^*  ig(i-^)0^)j  =-7.4J'„n' 

/r+i  3r+l 

Ig  (1  -xXBxy+i  =-(3^^.i).4.7.io....(3r+l).l*ii ' 


0,4 

n.  s.  w. 


H  M  =  0,8929795116 ig  H  <  *  =  0,9508414945945 .... 

§.71. 
Behandelt  man  den  Ausdruck: 
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a?*     af'     j?* 
Ig(l +  a?)  =  a?  - -2  +  3— j  + .. .  • 

auf  die  angegebene  Weise,  so  wird  man  nach  dem  Vorgange  von 
§.  69.  auf  folgende  Integrale  darch  wiederholte  Integration  geführt: 

^  r '  x»-^x  /«"-»a« . . .  •/«""*  •«  (1  +  «)33' 

0 

x"»+*        j:rm+«        a:""+* 
=  Ir+I  I  m  —  2r+l  |  m  +  3r+l  |  m""  •  •'  ' 

2) 

I     ar«-iSa: /af»-»3a:.... /a:"-Mg(l+a?)8a: 

0 

L^^_L_._i ^. 

3) 

o 

Diese  Integrale  führen  aaf  reciproke  Facultäten- Reihen  mit  ab- 
wechselnden Zeichen.  Man  kann  nun  diese  Reihen  nach  der 
in  §.  69.  angegehenen  Weise  zerlegen,  um  sie  summirbar  su  ma- 
chen. Geschieht  diess,  so  hat  man  zwischen  einem  geraden  und 
ungeraden  m  zu  unterscheiden.  Für  ein  gerades  m,  also  fSr  2f?i, 
erhält  man  Reihen,  die  sich  nach  Nr.  6)  §.69.  behandeln  lassen, 
fOr  ein  ungerades  ist  diess  nicht  der  Fall  Hiernach  erhält  man 
für  eine  gerade  Zahl  folgende  Zerlegung,  da  alle  Glieder  der 
Reibe,  die  mit  einem  geraden  Grundfactor  heginnen,  negativ  sind : 

4) 


1,1,1  1 

/      1        .  1  .  1  \  1 

V2^+i|i«  +  (2+2mr+*i«^  +  (2+4m)«'+if*»  ••7""""r.2?Ä.2^|2"' 
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1  1  1  1 


""  V(2iii)H^*  I  *" + (imy^^  I «- + (6iii)'-+i  I  a« + ""7^  ~"r.2m.(2m)«'HSi- 

Für  eine  uogerade  Zahl»  also  wenn  2m -fl  statt  m  gesetzt  wird, 
erhält  man  folgende  Zerlegung: 

5) 

1  1.1 


-.  _i ? .  __J__^ 

—  lr+1 1  «m+1     (2  -1-  2m)'-+*  I  *~+i  ^  (3  +  4m)^+i  l  *»+»  •'" 
_/_J L__4.__i__      ^ 

._!_    ___L__. ]_ 

+  3^+1 1  »w+i  ■"  (4  +  2m)''+i  I  ««+1  "•■  (5  +  4m)''+M  a*f  i  •   • 

,  1  1_ ,  1 

■*"  (2m  +  l)''+i  I  ««+^     (4m  +  2)'-^-i  I  ««+i  "*"  (6m  +  3)'-+i  i  ^*«»+i  •- 

Diese  Reihen  unterliegen  dem  In  Nr.  4)  §.69.  aufgestellten  Ge- 
setze nicht»  und  mflssen  daher  nach  den  Vorschriften  behandelt 
werden»  welche  in  der  Abhandlung  des  26.  Bandes  dieses  Ar- 
chivs angegeben  sind.  Wendet  man  nun  die  Darstellung  Nr.  4) 
auf  die  Gleichungen  Nr.  2)  und  3)  an»  so  gehen  dieselben  in  fol* 
gende  über: 

6) 

y*'  afl^^dx  fxt^-^x ....  /*«•»- »lg(I  +  x)dx 


r|««  +  '--— '(2m)'-|a"y' 


J.fJi L-._L._ 

7) 


X 


0  o 

""2mVra'»     2^l«mi-3ri«ii.      •••     (2m)M2m/ 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  bestätigt  sich,  wenn  man  auf 
den  specielleo  Fall  zurflckgeht,  worin  r  =  \  ist.  Man  erhalt. aus 
Nr.  6): 

8) 

o 

Wie  auch  in  §.  3.  Nr.  4)  auf  aoderni  Wege  gefunden  wurde. 

Auch  diese  Gleichungen  laseen  leicht  Anwendungen  zu.    Setzt 
man  in=  I  und  r  =  1,  2,  3,....,  so  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

9) 
y"xlg(l+a;)aa  =  J. 

0 

/     xdx  j  x\g(\'\-x)da:  =gg> 

o 

/     xdx  j  xdx  f  x\g(l  ■{•x)dx  =  \Ajn * 


xdx  I  xdx.,,.  I  x\%{\  +  x)dx  =   -a     h^  | t 


Für 

«  =  2,  r=l,  2,.... 

entsteht: 
10) 

/■ 

x*dx\g(\-[-x)  =  l^. 

/■ 

x^xfxHi(\-^xybx 

149 

-89«0' 

J    x»BxJ  x'dx....Jx»\g(l+x)dx=  4^(iFT4-FT*'''JFi«~4M4)' 


u.  s.  w. 


§.  72. 
Durch  Verbindung  der  bisher  aufgefundenen  Resultate  unter- 


Theil  XLI. 
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einander  lassen  sich  noch  viele  Integrale  gewinnen.  Setzt  man 
2?»  statt  m  in  Nr.  6)  §.69.  und  zieht  das  erhaltene  Resultat  ron 
Nr.  6)  S.  71.  ab,  so  erhält  man : 

1) 

0 

Werden  beide  Darsteliungen  zusammengesihlt,  so  entsteht: 

2) 

y*^ x^^*dxfx*»-^x....  /a;*"-Mg(l  —x*fix 

O 

wenn  der  allen  Gliedern  gemeinscbartliche  Factor  2'  ausgescble- 
den  wird.    Eben  so  erhält  man  aus  Nr.  6)  §.71.  und  Nr.  7)  §.  69.,  da 

3) 


ist 


1+1 /»i 


Y*  ^  x^'-^dxfx^^^x ....  A*»- >a«/^^ 

0 

-JL/_L..J_+     __L_^ 

""  2mVl'' •  *"  ^  S«- 1 «» "»^    •  •  (2i»  —  1)' I W 


4) 

r+l/>l 


o 

^L./ L.^i.._j^.    .J_^ 

■"  rm .  2''V  l»* ""  ^  2»^  I  "•  ^  »■  I «  ^  •  •  •  mM  « y  • 

Hieraus  lassen  sich  eine  Reihe  specieller  Fälle  ableiten.  Der 
einfachste  ist,  wenn  711=  1  und  r='l,  2,  3....  gesetzt  wird. 
Aus  Nr.  1)  ergibt  sich  dann: 
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5) 

o 

O 

/      '^'J  ^3*- -y  «'Sllli»«  =  FlM«  =  r.l.3.5....(2r-l) * 

Aas  Nr.  2)  ergeben  sich  folgende  Integrale  für  fti=l: 

6) 
f^  x\iii\-x'^dx==-\, 

o 

/      aPÖW  araW  arlg (1  — a:*)8a?  =  — 3  2».1.2.S ' 

o 

/     xdx I xdx I xdx I x\%(}  — a?»)8a?=-~^  24i4|i^ 
y*'a8xy';r8x...y';rl8(l-:r«)8a:  =  -jr^:^=-^^^^^^ 

ü 

H.    8.    W. 

Die  Richtigkeit  der  oben  angegebenen  Integralformen  bestätigt 
sich  dadurch,  dass  man  sie  aaf  einen  schon  bekannten  Fall  zu- 
rückbringt. Setzt  man  zu  dem  Ende  r  =  I  in  Nr.  1)  und  2)>  so 
erhält  man: 

7) 
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y*' «»— Mg(l -a:«)3a:  =-^(1+4+*  +  . ...  i). 

0 

Beide  Integrale    worden    schon    §.  7.  Nr.  3)   and  §.  8.  Nr.  3)  auf 
anderem  Wege  gefunden. 

§.  73. 

Ausser  diesen  Darstellungen  tbeilen  wir  noch  folgende  mit 
Verbindet  man 

4.9fn       ^*M       stfl^^ 

Iga-ar")  =- (ar"  +  -Y- + -3- + -4-+  ...) 
mit  fa^'*~^x  and  integrirt»  so  entsteht: 

o 

Wird  dieses  Verfahren  wiederholt,  so  ergibt  sich: 

/x  /^  1   /  X^"*  S^^  3tfi^  \ 

:r"->8x/^-Mg(l-^)ax--.(j^  +  5j^+CT+-)- 

0 

Bei  r maliger  Wiederholung  erhält  man: 

y  '  x^-^x  I  af^^dx . . . .  /  «»-1  Ig  (1 — ai^)dx 
0 

•"  '~m^^l'-+»n  +  2»^+*  11"*"  3r+i|  i+*-/' 

2) 

/    x'^^x  fx^^ix . . . .  /  x^-^  Ig  (1  -  a^)dx 
0 

_       1/1  1  1  \ J_        1 

m\  lr+ 1 1 » "^  2^+  M  1  +  3r+ 1 1 1  +    •  7  —      m*- '  r .  1»- 1 » ' 

wie  ans  Nr. 4)  §.69  folgt.     Setxt  man  m  =  I,  2,  3....  in  Nr. 2), 
so  erhSit  man  folgende  Integralfornien : 
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3) 

y  lg(l  -  X){lixy -  -  ^-pq-, . 


0,1 


J     Xdxj  Xdx...  .jx\%  (\—X^X  =  -  2r.,.|r|I  =—,.2.4.«...^ 

0 


U.    8.    W. 

Setzt  man  für  m  eine  gebrochene  Zahl,  so  wird  an  der  GOltig» 
keit  dieses  Verfahrens  nichts  geändert.  Man  erhält  daher,  wenn 
m=i  in  Nr. 2)  geschrieben  wird»  folgende  Integrale: 

4) 
»  lg(l  — Va?)8jr  ^ 


(1- 

Vx  — ~2.1.2' 


/ 

O 

/'8a?    P\^{l—Vx)dx  __     V 
VxJ  Vx  —     2.1. 

n 

VarJ    VorJ  V«  ~     3.1.2.3' 

o 

Va^/  Vx""J  Vx  —     r.M»- 


O 

Behandelt  man  den  Ansdrack 


4»2in        ^'"i        iw^^^ 

anf  die  nämliche  Weise»  wie  oben,  so  erhält  man : 

5) 

^ i    af^^dx ja^-^x..., I x^'-H^(\-{^x^)dx 

o 

Die  Answerthung  dieser  Integrale  beruht  auf  der  Darstellung  des 


Digitized  by  VjOOQ IC 


22  Oettinger:    üeber  öestimmie  Integrale. 

Summen- Ausdrucks  der  reciproken  FacultSten  -  Reihen  mit  ab- 
wechselnden Zeichen.  Dieser  Ausdruck  findet  sich  in  der  oben 
angefahrten  Abhandlung  (s.  d.  Archiv  26.  Bd.  8.  31)  angegeben. 
Er  ist  in  entwickelter  Darstellung  folgender: 

6) 

^ L_    _jL_._L_       I     . 

2'le2       2^  1111 

=  -pfr-pM('+4+i+....;)+i;-rn  +  p=«rii:2('+i> 

+  iWiTi3('+*+*>+i^iIX3T4<'+*+*+')+-- 

+  rTi<'+*+*+  •  ;>• 

Die  hieraus  sich  ergebenden  Zahlen -Werthe  sind  folgende: 

7) 
K^  =:  0,386294361 119890618834, 
Kt  =  0,136294361119890618834. 
Kt  =  0,035307351857704857001 , 
Ki  =  0,007237009262185761833, 
Kt  =  0,001228137038207638066, 
Kr  =  0,000177897631 254397874 , 
ÄTg  =0,000022483194870871047. 
u.  s.  w, 

in  den  frflber  angegebenen  Wertben  haben  sich  einige  Fehler 
eingeschlichen,  welche  hiernach  zu  berichtigen  sind.  Fdbrt  man 
nan  die  Werthe  aus  Nr.  6)  in  die  Gleichung  Nr.  5)  ein,  so  leiten 
sich  hieraus  ffir  tn=l  und  r  =  1,  2,  3  folgende  Integrale  ab : 

f'lg(l+a:)Bx      =*r,  =  2lg2-l. 


r  ig(i  +  x){dxy^  =  *r,  =  2ig2-j. 

0,< 
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r  lg  (1  +  x){dx)*  =  AT.  =  '^  -  Ig . 

0,« 

/•|g(l+:r)(&r)«=Ar.  =  ^-^. 

0,1 


0,1 

U.   8.    W. 


Für  m=2,  r=l,  2,  3....  ergeben  sich  folgende  Integrale: 

Ö) 

y  *  xlgfl+a:«)8ar=  i/fa  =  lg2-5 . 

y*  '  xBxJ*x\g(l  +  x*)dx  =  i/f,  =  ilg2  -  ^ . 

O 


Q.   S.    W. 


Die  ersten  Integrale    in  Nr.  8)  and  9)  wurden  schon    oben  §«3. 
Nr.  6}  und  §.  10.  Nr.  7)  auf  anderm  Wege  gefunden. 


§.  74. 

Verbindet  man   die  Integrale  in  Nr.  2)  und  5)  §.  73.  mit  ein. 
ander,  so  erhSit  man  durch  Subtraction  und  Addition  folgende: 

1) 

0 

2) 

0 

Setzt  man  hierin  m  =  l,  so  lassen  sich    die  hierher   gehörigen 
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buher«7u  Integrale  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  ableiten.     Hier- 
nach entsteht  aas  Nr.  1),  wenn  t?t=:l  gesetzt  wird: 

.3) 

n.  s.  w. 
Aus  Nr.  2)  erhält  man  ffir  m  =  1 : 

/**  lg(l— jr«)aar      =  2lg2— 2, 


0,0 


/*'lg( 
/*'«g( 
/**«g( 
/*"lg( 
/*'lg( 

/'lg( 


-;t>)0«)»  =  5lg2-}g. 
-^)(aa:)«  =  |lg2-^. 
_,.)0x)»  =  l|g2-^. 
-;r«)0*)«  =  ^Ig2-^, 

U.    8.    W. 
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Eben  so  lässt  sich  eine  Menge  Integrale  von  anderer  Form  ab- 
leiten. Setit  man  eipe  gebrochene  Zahl  ftir  m  in  Nr.  2),  so  er- 
bSlt  man  ßir  den  Werth  m  =  i  aus  Nr.  2)  folgende  Integrale: 

ß) 

o 

/•   dx    Pdx    /»lg(l-a;)ac_32,         69 

O 

/'  ^    /»8£  phx    Plg(l—x)dx     32  67 

0 

/»  a«    /»a«    fBx    fSx^  flga-x)dx_12dlf(2     S336 
VJfJ  VxJ  VxJ  yxj         V»       "~     16  900  ' 

o 

U.  S.   W. 

Fär  m  =  i  entstehen  folgende  Integrale  : 

6) 

0 

I     V^3^/varlg(l--a:*)8a:=— I g, 

/»/*/•  32ljr2      68 

Vara«/  Va:3W  Vap|g(l  - x^)^x  =  -^  ~ i^ , 

o 

y**  VaAxJVxhxJvxhxJVx\g(y--x^)dx^^\^'l-;;i^s 


U.    8.   W. 


Die  Darstellungen  lassen  sich,  wie  man  sieht,  beliebig  fortsetzen 
und  durch  andere  vermehren. 
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II. 

Bemerkungen  aber  Curvenreihen  yon  befiebigem  Index. 

VOB 

Herrn  6.  Battaglint^ 
ProfeMor  der  Mathematik  in  NeapeL 

[Nach  dem  „Bendiconto  della  B.  Accademia  detle  Science  Fisiche 

e  Matematiche  di  Napoli,  Fascicolo  6.  —  Gingno  1868*'  deutsch 

voA  Herrn  Maximilian  Cnrtse  ans  Bernbnrg.] 


Nachdem  der  berfihmte  Geometer  Herr  E.  de  JonqnUres 
darauf  aufmerksam  gemacht  hat,  dass  einige  seiner  Lehrsätze  in 
Bezug  auf  Curvenreihen  von  beliebigem  Index  in  gewisser 
Weise  zu  modificiren  seien*),  sind  wir,  um  von  diesen  Verände- 
rungen Rechenschaft  zu  geben,  auf  die  felgeDden  Betiachtungen 
geführt  worden. 

Es  sei  ü  =  0  die  in  .r,  y^  z  homogene  Gleichung  einer  Curve 
Cn  des  n-ten  Grades,  und  es  seien  ferner  die  CoeflGcienten  der 
in  beliebiger  Ordnung  geschriebenen  Glieder  dieser  Gleichung 
durch 

gegeben,  wobei  der  Kürze  wegen  |n(n-4-3)  s=  m  gesetzt  ist. 

Die  Curve  Cn  setzen  wir  als  m— 1  Bedingungen  unterworfen 
voraus,  die,  in  die  Sprache  der  Algebra  übertragen,  zwischen  den 
Coefficienten  Hi  folgende  homogene  Gleichungen: 

(1)  f7i=0,  f7,  =  0....,  f7<=:0,....  I7,„^i«0 

bezüglich  vom  Grade  nj,  n«,...,  nt,.,,,  nm-i  ergeben  mdgen. 


*)   Giornale    di    Matematiche   ad    dso    etc.   Napoli    1863, 
pag. 128. 
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lodem  wir  {etzt  dorch  $<  und  fit  und  durch  nr«  und  ßt  beliebig* 

Coefficienten  bezeichnen,  durch  -  und  3  aber  anbestlmiate   Para- 

n  P 

meier,  atdlea  wir  die  beiden  Gleichungen 

(2) 

Vm  ^  (liir-i?iöiifi+...+(&ir-i?<öÄ+ ...  +(6«+ii7-i?«-i-if)^»+i=0 

C7.H-1  =  («,/S- A«)iJi+..+(«i/3-ft«)i5W-..+  (a«K|-i/3-/Jm+ta)Ä«+i=0 

auf,  und,  nach  Elimination  der  m  +  l  Coefficienten  Hi  zwischen 
den  fR-|-l  homogenen  Gleichungen  (1)  und  (i),  bezeichnen  wir  die 
dadurch  entstehende  Endgleichung  in  £,  17  und  a,  ß  auf  folgende 
Weise : 

(3)       9[(Sci/-i?rf),  (^iß-ßi^)l  =  9>a.  v;  «,  ß)  =  0. 

Dieselbe  wird  in  Bezug  auf  die  Grossen  £,  rf  und  a»  ß  ho- 
mogen sein,  und  der  Grad,  in  welchem  sie  dieselben  enthalt,  Ist 
iV  SS  fi|  .n,. . .  .n«.!. 

Die  Gleichung  (3)  kann  man  benutzen,  um  die  Endgteichung 
zwischen  zwei  beliebigen  JBi  darzustellen,  welche  durch  Elimina- 
tion aller  anderen  Hi  zwischen  den  m  Gleichungen  17|=:0, 
{7«  =0,...,  C7m  =  0  entsteht»  indem  man  in  angemessener  Weise  alle 
ai  and  ßi  mit  Ausnahme  je  eines  von  ihnen  der  Null  gleich  setzt, 

80  dass  dann  offenbar  -3  das  Verbältniss  zwischen  zwei  der  Coef- 

P 
ficienten  Ht  vorstellt     Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  Coeffi- 
cienten i7{  mittelst  des  Parameters  -  ausdrficken,  und  damit  hat 

V 
mao  die  Gleichung  der  Curve  d,    welche  den  m — 1  gegebenen 
Bedingungen  genilgt,  und  der  Zahl  dieser  Bedingungen  gemäss 
einen  beliebigen  Parameter  haben  muss. 

In  der  soeben  nachgewiesenen  Gleichung  ist  im  Allgemeinen 

der  Parameter  -  nicht  rational  enthalten.    Um  die  Gleichung  von 

Cu  in  Bezug  auf  I  und  rj  rational  zu  bekommen ,  genfigt  es ,  in 
der  Gleichung  (3)  den  Coefficienten  oiß — ßta  von  Bi  in  der  Glei- 
chung (7»^i=5  0  in  das  Monom  vom  n-ten  Grade  zwischen  x,y, 
z  zo  verwandeln,  das  in  der  Gleichung  17=0  den  Coefficienten 
Hi  hat.  Die  hierdurch  entstehende  Gleichung,  die  wir  durch 
^^ffff  2;  &  ^)  =  0  bezeichnen  wollen,  ist  in  $,  17  vom  Grade  N, 
in  x,^,  z  aber  vom  Grade  iVln.  Dadurch  hat  man  folgenäen  Satz: 

l#t  eine  Curve  Cm  des  n-ten  Grades  M*^-l-^l.— *1  Be- 
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dingungen  unterworfen»  and  bezeichnet  NdhB  Product 
der  Grade  der  Gleichungen  zwischen  den  Coefficienten 
der  Gleichung  von  Cn,  die  algebraisch  diese  Bedin- 
gungen ausdrücken,  so  erhebt  sich  der  Grad  der  Glei- 
chung von  Cn  zwischen  den  Coordinaten,  die  einen  un- 
bestimmten Parameter  enthalten  muss,  sobald  sie  in 
Bezug  auf  diesen  Parameter  rational  ist  und  ihn  im 
Grade  iV  enthält,  auf  JV^.n. 

Die  Gleichung  der  Curve  Cn  wird  eine  von  0=0  verschie- 
dene Gestalt  annehmen,  wenn  man  für  -  einen  anderen  Parameter 

V 

6' 

—  einführt.     Es  sei   F'(5,  7/ ;  $',  i?')  =  0   eine   Relation  zwischen 

den  beiden  Parametern  und  zwar  für  £  und  17  vom  £-ten,  fär  £' 

und  fi*  vom  ^'-ten  Grade;  ellminirt  man  dann  -  zwischen    0=:O 

V 
und  V  =  0,  so  nimmt  die  Gleichung  für  Cn  die  Form  6'  =  0  an, 
die  in  |'  und  rj'  vom  Grade  N.k*  in  x,  y,  2  aber  vom  Grade  N.n*k  ist 

Augenblicklich  ist  nun  klar,  dass  unter  den  Curven  Cn»  welche 
den  gegebenen  Bedingungen  unterworfen  sind,  und  allgemein  durch 
die  Gleichung  0  =  0  repräsentirt  werden,  immer  N  sein  werden, 
die  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen.  Die  Curven  Cn  bilden 
daher,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  eine  Reihe  «S  vom  Index  N, 
Nimmt  man  an  Stelle  von  0=0  als  Gleichung  von  Cn  die  zweite 
Gleichung  0'=O,  so  erscheint  die  Reihe  S*  von  Curven  Cn  mit 
dem  Index  ^.k';  aber  eine  solche  Reihe  muss  als  aus  /r' Reihen 
gebildet  betrachtet  werden,   die  auf  einander  fallen.     Denn  der 

Relation  F'  =  ü  gemäss  gibt  es  k'  Werthe  von —,t  welche  einem 

und  demselben  Werthe  von  -  entsprechen,  und    demgemäss  gibt 

es  auch  k'  Curven  der  Reihe  S',  die  mit  ein  und  derselben  Curve 
der  Reihe  iS  zusammenfallen. 

Eine  Curvenreihe,  die  nicht  aus  Theilreihen  zusammengesetzt 
ist,  die  auf  einander  fallen,  heisst  eine  irreducible  Reihe. 
Der  wahre  Index  der  Reihe  von  Curven  Cn,  welche  den  gegebe, 
nen   Bedingungen  Genüge  leisten,  ist   durch    den  niedrigsten 

Grad  N  des  Parameters  -  gegeben,  der  in  die  Gleichung  dieser 

Curven  eintritt,  das  heisst,  der  wahre  Index  ist  der  Index  der 
irreduciblen  Reihe  von  Curven  Cn- 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Wurzeln  gderGleichungCS) 
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t 
sich  rational  durch  -  ausdrücken  lassen,  gilt  dasselbe  auch  ßir  die 

Coefficienten  Hi\  und  die  Gleichung  von  d  lässt  sich  dann  durch 
Si  =  0  darstellen^  die  in  or,  y,  i  vom  n-ten  Grade,  in  £  und  17  aber 
▼OD  einem  gewissen  Grade  Ni  sein  wird;  die  Note  t  bezieht  sich 

hierbei  auf  die  verschiedenen  Wurzeln  ^  der  Gleichung  (3).     Die 

Reihe  S  nennt  man  in  diesem  Falle  rational.  Man  kann  dieselbe 
als  aus  mehreren  einfachen  Reihen  St  vom  Index  Ni  zusam- 
mengesetzt betrachten,  so  dass  dann  der  Index  von  S  die 
Summe  der  Indices  der  Partialreihen  Si  ist.  Jede  der  Reihen 
Si  kann  nun  irreducibel  oder  nicht  sein.  Sind  alle  Reihen  St  ir- 
redacibel,  so  heisst  auch  die  Reihe  S  irreducibel. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Reihen  S'  und  S"  von  Curven  C«' 
und  Cn*  bezöglich  vom  Grade  n'  und  n"  und  vom  Index  N'  und 
JS",  Die  Curven  Cn*  und  Cn'  seien  im  Allgemeinen  durch  die 
Gleichungen 

^{x,y,  i;  S',  7f)  =  0,       e"(x,y,  t;  r,  ly")  =  0 

gegeben,  die  in  x,y,z  bezfiglich  vom  Grade  iVV  und  N'^n^^  fCfr 
I',  V  und  i",  nf  aber  bezüglich  vom  Grade  N*  und  N"  seien. 
Stehen  die  Curven  Cn*  und  C^r  unter  sich  in  einem  Verhältniss 
der  Abhängigkeit  erster  Ordnung,  das  heisst,  entsprechen  sie  sich 
in  der  Art,  dass  zu  jeder  Curve  der  ersten  Reihe  eine  einzige 
Curve  der  zweiten  Reihe  gehört,  und  umgekehrt,  so  muss  zwi- 

sehen  den  Parametern    — .  und  —7,  eine  Relation  bestehen,  die  für 

n  V 

beide  vom  ersten  Grade  ist,  und  die  wir  durch  IF(S,'i;';  S'',i^")=0 
bezeichnen  wollen. 

Den  Ort  F  der  Durchnittspunkte  der  entsprechenden  Curven 

Cn'  und  Cn^  erhält  man,  indem  man  -;  und  -^  zwischen  den  drei 

V  V 

Gleichungen  8'=0,  6^  =  0,  TF  =0  eliminirt.  Es  entsteht  hier- 
durch zwischen  den  Coordinaten  eine  Gleichung  vom  Grade 

N'n'.  iV"+^'V' .  ^'  =  N\]S''(n*  +  n'^. 

Hieraus  folgt: 

Sind  zwei  Reihen  S'  und  S"  von  Curven  Cn^  und  Cn' 
bezfiglich  vom  Grade  n'  und  n"  und  vom  Index  N*  und 
N"  gegeben,  die  unter  sich  in  einem  Abhängigkeits- 
verhältniss  erster  Ordnung  stehen,    so  ist  der  Ort  F 
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der  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Curven 
Cn'  und  C„-  vom  Grade  iV'.J!V"(«'+«'0- 

Sind  die  Reihen  S*  und  S*  rational  und  zusaromeogesetst»  so 
ist  die  Curve  F  ebenfalls  aus  mehreren  Curven  Vi  zusammenge- 
setzt, welche  die  Orte  der  Durchschnittspunkte  der  correspondi- 
renden  Curven  Cnf  und  €%"  sind,  die  den  einfachen  entsprechen- 
den Reihen  ^iS/  und  Si*  angehören,  welche  Theile  der  vorgeleg- 
ten Reihen  bilden.  Sind  diese  einfachen  Reihen  vom  Index  Ni 
und  iV,-",  so  ist  der  Grad  von  Fi  gleich  Jilin**\Ni*n'.  Da  nun 
die  Indices  N*  und  N"  der  Reihen  &*  und  S**  die  Summe  der 
Indices  der  Partialreihen  Si  und  iS|^'  sind,  so  wird  die  Curve  F 
eine  Curven  -  Gruppe  des  (iVV-|- iW)  -  ten  Grades  bilden,  die 
aus  Partialcorven  Fi  vom  Grade  Nin**  ^  1Si*n*  zusammengesetzt 
ist.    Daher  entsteht: 

Der  Ort  der  Durchnittspunkte  der  entsprechenden 
Curven  Cn*  und  Cn'  bezüglich  vom  n'-ten  und  n'^-teo 
Grade  zweier  rationaler  Curvenreihen  S  und  iS'^  vom 
^Index  N*  und  1S*\  die  unter  sich  in  einem  AbhSngig- 
keitsverhältniss  erster  Ordnung  stehen,  ist  vom 
Grade  A^V  +  iV'V.  Die  Curve  F  zerfällt  in  Partialcur- 
ven  fl  vom  Grade  Nin'*\Ni*n\  wenn  die  Reihen  iS' und 
5"  aus  einfachen  Partialreihen  Si  und  Si*  bezüglich 
vom  Index  AV  und  Ni*  zusammengesetzt  sind. 

Die  Gleichungen  6'  =  0  und  B" -^^  der  Curven  d'  und  CV 
kann  man  in  der  Art  reduciren,   dass  sie  nur  einen  einzigen  der 

beiden  Parameter  — .  und  -7,  enthalten ,  indem  man    den   anderen 

mittelst  der  Gleichung  H^  =  0  eliminirt,  ohne  dass  dadurch  die 
Jndices  der  Reihen  S*  und  S**  irgendwie  verändert  werden.  Wir 
dürfen  also  fOr  das  Folgende  voraussetzen,  dats  die  Gleichungen 

(^'  =  0  und  6"  s=  0  einen  und  denselben  Parameter  -  enthalten. 

n 

Transformiren  wir  die  Reihen  &*  und  S"  in  zwei  andere  (S*)* 
und  {S'y^y  indem  wir  eine  Relation    F(S,  17;  £jb»  i^Jb)  ^  U  zwischen 

dem  Parameter  -  und  einem  andern  Parameter  —  voraussetzen,  die 

ffir  g  und  rj  vom  ersten  Grade,  fiir  ^  und  r^k  aber  vom  A-teo 
Grade  ist,  so  erscheint  der  Ort  (F)^  der  Durchschnittspunkte  der 
entsprechenden  Curven  Cn'  und  Cn'  vom  Grade  N'N*'(n' +  iif^k. 
Es  ist  aber  leicht  ersichtlich ,  dass  die  Curve  (F)^  nichts  weiter 
ist,  als  die  A:-mal  aufeinandergelegte,  durch  die  Rmhen  jS'  und 
S^  gegebene  Curve  F,  da  in  den  Reihen  (S')*  und  (5'0*  k 
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ander  entsprecheDde  Currenpaare  Cn»  und  Cn*  existireD,  die  be- 
zuglich mit  ein  nnd  demselben  Paar  entsprechender  Curven  Cn* 
und  Cn"  der  Reihen  S'  und  S"  zusammenfallen. 

Sind  die  Reihen  S'  und  Sf'  rational,  nnd  man  transformirt 
in  ähnlicher  Weise  die  Partialreihen  Si!  nnd  Si'  derselben  in 
(Ä.-0*  und  (S/O*  mittelst  der  Rclatf on  F=0.  fioist  der  Ort  (A)* 
der  Durchsehnittspunkte  der  entsprechenden  Curven  Cw  und  Cnr 
in  diesen  Reihen,  ohwol  sie  scheinbar  yom  Grade  {Nin"-\-Ni'n')k 
ist«  die  nämliche  Curve  Ilr»  die  durch  die  Reihe  Si  und  Sil'  ge- 
geben Ist,  nur  A:-mal  aufeinandergelegt  ^ 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass,  um  den  wahren  Grad 
der  Gurve  F  zu  erhalten,  man  zunächst  untersuchen  muss,  ob  die 
gegebenen  Reihen  auf  andere  Reihen  von  niederem  Index  reducirbar 
sind.  Der  gesuchte  Grad  von  J*  wird  dann  der  sein,  der  den 
irreduciblen  Reiben  entspricht.  Sind  die  Reihen  rational,  so  kann 
die  Beduction  sowol  für  eine  als  für  mehrere  Paare  von  entspre- 
chenden Partialreihen  eintreten,  entweder  indem  sie  sich  auf  einen 
niederen.  Index  reduciren,  oder  weil  mehrere  Partialreihen  auf 
einander  fallen.  In  jedem  dieser  Fälle  ist  leicht  zu  sehen,  um 
wieviel  der  Grad  von  J*  zu  erniedrigen  seiu  wird. 

Endlich  gibt  es  noch  eine  weitere  Reduction  des  Grades 
VOR  IT  sobald  nämlich  die  entsprechenden  Curven  Cn'  und  Chf 
au«  Partftftleurven  zusammengesetzt  sind,  von  denen  einige  unter 
einander  zusammenfallen,  sei  es,  dass  dieses  in  alten  beiden  Rei- 
hen S'  und  9*  Statt  hat,  oder  nur  in  einer  derselben,  ebenso 
wenn  dieser  Umstand  für  zwei  rationale  Refheo,  sei  es  in  ihrem 
gaazen  Verlaufe  oder  nur  für  einige  Partialreihen  derselben,  ein* 
tritt.  In  einem  solchen  Falle  muss  der  Grad  von  T  in  angemes- 
sener Weise  erniedrigt  werden,  da  dann  diese  Curve  au9  Partiiaf- 
curven  zusammengesetzt  ist,  von  denen  einige  ein-  oder  mehrmal 
unter  sich  zusammenfallen. 


Anmerkung  des  Herausgebers. 
Die  ITebersetanng  d««  vopstehenden  schönea  Aafaalses  von  Herrn 
Bafttaglini  in  Neapel  iit  au«sor  seine«  eigenen  Inteteases  wegen 
auch  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  im  Literar.  Der.  Nr.  CLXI. 
S.6«-S.9«  abgedruckten  Brief  des  Herrn  Jonquieres  ans  Vera  Grnz 
6.  Fevrier  1963  nnd  zugleich  mit  Beiug  auf  die  bei'm  Verleger  des 
Archivs  n&eheiens  erscheinende  denUcbe  Uebersetaung  der  tr«ff liehen 
Introduzione  ad  nna  Te  oria  geonietrica  delle  curve  piane 
von  Herrn  Cremona  in  Belog aa  hier  abgedruckt. 
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Ol. 

Ueber  die  Krümmung  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 
zo  Sulz  a.  N«  im  Königreich  Wärtemberg. 


Die  Untersuchungen  über  die  KrQmmnng  der  FlSchen  bernhen 
auf  der  Betrachtung  derjenigen  DifferentialcoefBcienten ,  welche 
sich  ans  der  Differenziation  der  allgemeinen  Gleichung  mit  drei  Ver- 
änderlichen ergeben.  Die  Differentialcoefficienten  erster  Ordnung 
föhren  zu  den  Eigenschaften  der  Tangential  -  Ebenen  und  Norma- 
len, der  Berübrungcylinder,  BerShrungskegel»  Pole,  Polaren  und 
Polar-Ebenen.  Die  Sätze  von  Euier  und  Meunler  über  die 
Krümmungshalbmesser  der  Normal-  und  schiefen  Schnitte,  von 
Bertrand  und  Joachimstbai  über  die  unendlich  nahen  Norma- 
len in  einem  Punkt  einer  Fläche,  und  Anderen,  sind  aus  den 
Eigenschaften  der  Differentialcoefficienten  zweiter  Ordnung  abge- 
leitet Um  weitere  Aufschlüsse  über  die  Krümmung  der  Flächen 
zu  bekommen,  muss  man  zur  dritten  Ordnung  fibergeben.  Das 
Folgende  ist  ein  Versuch,  Einiges  zur  Ausführung  dieses  Gedan- 
kens beizutragen.. 


§.  1.     Allgemeine  Formeln.    Der  Halbmesser  der  geo- 
dätischen Krümmung. 

Ans  der  allgemeinen  Gleichung  einer  Fläche  x=sf(x,y)  ent- 
stehen durch  partielle  Differenziation  folgende  DifferenzialcoefB- 
cienten : 

dz  dz .     ^_  ^^   ^^ 

dar""^*     dy^^*    Ar«-''*     dxdy^^'     dy^"^^' 

dH  _  dH    _  dH   _        dh 

dx^'^^*    dx'^dy'^^'     dxdy"^"^^*    dy^ 
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Diese  Ausdrücke  beraben  darauf,  dass  man  von  dem  gege- 
benen Punkte  M  der  Fläche  zu  anderen  unendlicb  nahen  M',  M"... 
übergeht,  die  so  liegen ,  dass  die  Projection  von  MM'/U'*  auf 
der  o:^- Ebene  entweder  parallel  der  x-Axe  oder  der  y-Axe  ist. 
Will  man  dagegen  von  M  zu  einem  beliebigen,  unendlich  nahen 
Punkte  der  Fläche  übergehen,  so  bedient  man  sich  folgender 
Gleichungen : 

») 

dt  =  pdLt-j-  qdy,     dp  =  rdx  +  idy ,     dq  =  sdx  +  tdy; 

und   will  man  von  M'  zu  einem  weitereu  Punkte  M"  übergehen, 
so  ist  zu  setzen: 

«^ = drdx  +  dsdy+rd^x  -f  sdhf,    d^q  =  dsdx  +  didy-^-  sd^x + &Py ; 

dr^sudx  +  tudy,     ds  =  uidx  +  vdy,     dt=:vdx  +  wdy; 
somit: 

1  d^  =  udx^+2uidxdy+vdy*  +  rcPa:  +  sd^y. 


2) 

]  iP  j  =  mdx*^ + 2vdxdy  +  tody*  +  id^x  +  td^y. 

Zur  Vereinfachung  der  Schreibweise  bediene  ich  mich  noch 
folgender  Buchstaben: 

k  =  Vl+pHV,    ^  =  dpdx  +  dqdy  =  rdx^+2sdxdy^  tdy^. 

Das  Linienelement  auf  der  Fläche  wird  mit  da  bezeichnet 
aod  als  constant  angesehen,  also  ist: 

Wir  nehmen  auf  der  Fläche  ein  weiteres  Linien -Element 
M'ßA^  an,  welches  senkrecht  ist  auf  MM!  und  mit  M'M"  einen 
uoendlicb  wenig  von  90^  abweichenden  Winkel  bildet,  dessen  Er- 
gänzung zu  90^  wir  n  nennen.  Die  Projectionen  der  Elemente 
MM  und  M'M!"  auf  den  Axen  sind  beziehungsweise  dx^  dy,  dz 
uod  dx',  djf^  dt* ;  a,  ßy  y  sind  die  Winkel,  welche  M'M*"  mit  den 
Axen  bildet  Da  ilf  Af'^  in  der  Tangential- Ebene  von  ilf  liegt,  so  ist: 

dt'  =  p€lx'  +  qdy', 
oDd  da  der  Winkel  MM'M"'-=:%0^  ist,  so  bat  man: 

dxdx* + dydy'  +  dzdz'  =  0. 
Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

Theil  XLL  3 


Digitized  by 


Google 


34  Bökien:   Ceöer  die  Krümmunp  der  Flächen. 

qdt  +  dy  ^  pdiA-dx    '  pdy  —  qdx 

indem  mao  bemerkt,  das»  der  Ausdraek: 

ist»  weil 

dz  =  pdx+gdy. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  ilfJlf'  mit  den  Axen  bildet,  sind  : 

{Lc       dy       dz  ^ 
de'     di*    de' 

die  Cosinus  der  Winkel,  welche  das  nächstfolgende  Element  M'JH" 
mit  den  Axen  bildet,  sind: 

dx        dx      dy         dy  dz         dz^ 

Tc^^Tc'    da^^Tc'  di-^^Tö' 
oder,  da 

,cte      dcd^x^dxd^c      d^x  .,     j« 

<'di= — 555 — =Är'  "«''  '^"  =  0' 

und  ebenso 

,dy      d^  .         ^rfz       d^z 

^Ta^-d^    ""^      ^rfa  =  -55 

ist: 

dx     d^x      ^»^i[       dz      dH 
da      de*    da     da  '    da     da' 

Somit  ist  nach  der  allgemeinen  Cosinusformel   der  Cosinus  stoi- 
schen den  Elementen  M'M*'  und  JWM'"  oder 

(dx     d^x\  .  fdy  .d^\        .  ,  /rft  ,  cPA 

3) 
sin  w  =  jQ^  t<i*ar(7d« + dy)  —  ii^(pdi  +  Ar)  +  d*r(pdy — ycte)  K 

Die  Grosse  sin  ai  =:  oo  ist  die  geodätische  Krümmung  (coor- 
bure  g^od^sique  nach  Liouville)  der  Linie  MM' AT;  und  der 
Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung,  welchen  wir  mit  Qg  be- 
zeichnen, ist: 
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de 

Wir  verlängern  das  Element  MM'  nach  A,  so  dass  die  drei 
Punkte  ilf»  M\  A  in  Einer  Normal-Ebene  der  Fläche  liegen,  oder, 
was  Dasselbe  ist,  einer  geodätischen  Linie  angeboren;  dann  ist 
nach  unserer  Erklärung: 

CO  =  M"M'A. 

Die  geodätische  Krümmung  einer  Linie  auf  einer  Fläche  gibt 
also  ihre  Abweichung  von  der  sie  berührenden  geodätischen  Linie 
an,  wie  die  Krümmung  einer  ebenen  Kurve  ihre  Abweichung  von 
der  sie  berührenden  Geraden  angibt  Letztere  Krümmung  ist  eine 
absolute,  während  die  geodätische  Krümmung  eine  relative  ist; 
unter  relativer  Krümmung  ist  die  Abweichung  einer  Kurve  von 
einer  sie  berührenden  asweiten  Kurve  zu  verstehen. 

Wir  verlängern  das  Element  MM*  in  gerader  Richtung  nach 
B,  so  dass  also  MB  Eine  gerade  Linie  ist,  und  nehmen 

MM'  =  ilfüf"  =  M'A^M'B  =  1 

an ;  so  bilden  die  drei  Punkte  M"AB  ein  unendlich  kleines  Dreieck, 
welches  bei  A  rechtwinklig  ist.  Nun  ist  M''B  die  absolute  Krüm- 
mung der  gegebenen  Linie  MM'M";  den  Krümmungshalbmesser  der- 
selben nennen  wir  g';  AM"  ist  die  geodätische  Krümmung  der 
gegebenen  Linie,  und  AB  ist  die  (absolute)  Krümmung  der  be- 
rührenden geodätischen  Linie  oder  des  Normalschnitts  der  Fläche, 
dessen  Krümmungshalbmesser  wir  g  nennen;  ferner  ist  der  Win- 
kel M"BA=sSl  der  Winkel  zwischen  der  Oskulations  -  Ebene 
MM'M"  der  gegebenen  Linie  und  der  Normal -Ebene  der  Fläche. 
Das  Dreieck  M"AB  liefert  nun  folgende    Relationen: 

M"B^=AB^^AM"^, 

oder,  da 

M"B=.^.     AB  =  ^    und     AJU=^ 
9  9  Qg 

ist: 

Das  Quadrat  der  absoluten  Krümmung  einer  Linie 
aaf  einer  Fläche  ist  gleich  dem  Quadrat  der  Krüm- 
mung der  tangirenden  geodätischen  Linie,  vermehrt 
am  das  Quadrat  der  geodätischen  Krümmung. 
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Ferner  ist: 

oder  nach  unserer  Bezeichnung: 

5)  Q*  =.  QcoaSl, 

Diess  ist  der  bekannte  Satz  von  Meunier. 


Weiter  ist: 

% 

AM"  =:  AB. tg AB IH", 

oder: 

6)' 

l=ltga. 

Die  geodätische  KriimmuDg  einer  Linie  auf  einer 
Fläche  ist  gleich  der  Krümmung  des  berührenden  Nor- 
malschnitts mal  der  Tangente  des  Winkels  zwischen 
diesem  Normalschnitt  und  der  Oskulations-Ebene  der 
gegebenen  Linie. 

Wie  bekannt,  ist 

Nach  dem  Obigen  ist  ^^  = — 9  oder^  da  0:=  sin  od  ist: 

kdo*         

V      Qg  —  fPa:^gdz  +  dy)  -  dhf(pdz  +  da:)  +  d^z(pdy  —  qda:)  * 

Hieraus  folgt,  weil  q  =  QgtgSl  ist: 

tg  i2  =  -^{d^aiqdi  +  dy)  —  dhf{pdz  +  dx)  +  d^z(pdy  —  qda:)\. 

Um  die  Werthe  von  d^x^dhf^d^i  zu  bestimmen,  haben  wir 
folgende  Gleichungen: 

dxd^x  +  dyd^y  +  dzd^z  =  0, 

pd^x+qd^y-'d^z^  — fi, 

(qdz+dy)d^x--(pdi  +  dx)d^  +  (pdy  — qdx)d^z  =  ^idcigSl. 

Die  erste  dieser  Formeln  ergibt  sich  durch  Differenziation 
von  dd^^^dx^+dy^  +  dz^t  da  d^a  =  0;  die  zweite  folgt  aus  der 
Differenziation  der  Gleichung  der  Tangential -Ebene: 

dz^^pdx-i-qdy. 
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Die  ElimioatioD  von  d^x»  d^,  d^z,  welche  eich  durch  Deter- 
minaoteD  sehr  leicht  bewerlosteljigen^läeet,  liefert  nachstehende 
Werthe: 

9)  j  d«y  =  ^l^^^^^^pdi+dx). 

Bei  dieser  Elimination  ist,  wie  oben,  zu  bemerken,  dass 

(gdz + dy)* + (pdz + cte)« + (pdy  -  gdx)*  =  Jfld(fl 
ist. 


$.  2.     Die    Poldistanz. 

Auf  einer  FlSche  liegt  eine  Linie»  von  welcher  JU,  M*,  M" 
drei  aufeinander  folgende  Punkte  sind.  Die  Tangential -Ebenen 
von  ifif  und  ilf'  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  der  konjugirten 
Tangente  des  Elements  MM'\  ebenso  schneiden  sich  die  Tan- 
gential -  Ebenen  von  M'  und  M"  in  der  konjugirten  Tangente  von 
M'W".  Die  beiden  konjugirten  Tangenten  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  P,  welchen  ich  den  Pol  der  Oskulations  *  Ebene 
MIIS'M**  nenne,  oder  auch  bloss  des  Punktes  ilf»  da  im  Allge- 
meinen jedem  Punkte  einer  Linie  auf  einer  Fläche  eine  besondere 
Osknlations-Ebene  entspricht.  Die  Entfernung  MP  ist  die  Pol- 
distanz. 

Die  konjugirte  Tangente  des  Elements  UW,  welche  auf  den 
Tangential-Ebenen  von  M  und  M'  zugleich  liegt,  muss  folgenden 
Gleichungen  entsprechen: 

dz-^pdx-^-qdy^ 
<f  z  =  (p  -f  dp)dx  +  (^  +  dq)dy 
oder: 

/.  =  0, 
^voraus  man  findet: 

Ai:+^«/x  =  0      und      d«-^d«  =  0, 

indem  man  zur  Abkürzung  m=^qdp — pdq  setzt. 

Die  Gleichungen  einer  durch  den  Ursprung  parallel  gezoge- 
nen Geraden  sind: 
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«+^'.  =  0.    ,»-*•  =  * 

Also  sind  die  Gieichangen  einer  durch  den  Ursprung  mit  der 
unendlich  nahen  konjugirten  Tangente  des  Elements  M'M"  pa- 
rallel gezogenen  Geraden: 

Den  Winkel  zwischen  diesen  beiden  unendlich  nahen  konju- 
girten Tangenten  nennen  wir  x  und  erhalten: 

Man  findet  durch  Differenziation : 

jdp        dpd^g  —  dgd!h>  '       dq        dpd^q^dqd^ 

k    dpd^q^dqd^ 
^        m*  A 

Da  In  dem  Ausdruck  von  A  die  Grossen  d—  und  d-^  neben 

m  m 

—  und  —  verschwinden.  %o  ist 
m  m 

also,  wenn  wir  für  m  seinen  Werth  setzen: 

10)  tßT  =  Ä ^P^9-dqd:^ 

lu;  igT  -  Ä^^,^^^,^  (qdp^pdq)*' 

Die  konjugirten  Tangenten  von  MM'   und  /Vilf"  schneiden 
sich  im  Pol  P,  somit  Ist: 

^„      MM'. sin  MM' P 

MH  = r . 

För  sin  MM'P  erhalten  wir  aber  aus   den  Gleichungen  der 
DurchschnittBlinie  der  Tangential- Ebenen  von  M  und  M',  und  weil 
dx        dy        dz 
WM'*  mW*  mW         Cosinus    der    Winkel  sind^  welche  MM' 

mit  den  Axen  bildet: 
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8inMM'P=:  ^  *^  . 

MM'.V^dp^+dgHigdp^pdq)^ 

Hiernach  ist: 

11)  MP  =  ^^P*  +  ^^*  +  i^^P-^P^V)^. 

dpcPq  —  dgd^ 

Um  diesen  Ausdruck  zu  entwickeln^  snbstituiren  wir  die  Weitbe 
von  dp,  dg,  d^,  d^g  aus  1)  und  2),  und  erhalten  : 

12) 

'^dj^^dq*  Mgdp  -  pdg)^  =  v[Kl  +  »»>'+(!  +p»)*«— 2p9r«|€te« 

+  2{(1  +  7»)w+  (l+p^ti'-pg(ri+t^\da:dyl 

13) 
dp  d^g  —  dg  rf*p  =  (mr  —  t«)Ar*  +  (2W  — «£—  tus)dafldy 

+  (w+wr — 2iii0dr#iy*+(w*— e<)rfy" 

+  ^^P\grdx*+(^gs-pr)dx^dyMqt--'2ps)dxdyHptdyH-(»datgSl^^ 

Bei  der  Entwicklung  dieses  Ausdrucks  hat  man  in  den  Wer- 
then  Yon  ePp  und  d^q  nach  2)  diejenigen  von  d^x  und  €{*y  nach 
9)  zu  snbstituiren ;  und  dann  ist  bei  der  Entwicklung  des  Faktors 
von  tgi2  zu  bemerken,  dass 

\s(gdz + dff)  —  t(pdz + da:)  \  (rdx + sdy) 
—  {rigdz+dy)'-s(pd2-{'da:)]isdx+tdy)  =  (*«-rO<^ö* 

wird,  wenn  man  die  Gleichungen 

dz*  =  (pdx+  gdy)*      und      dtfl  =  c2a?*+  dy*+dx* 
berücksichtigt. 

Somit  wSre  der  allgemeine  Ausdruck    der  Poldistaoz    eines 

Punktes  einer  Linie  auf  einer  Fläche  gefunden,   und  durch  die 

Differenzialcoefficienten  der  drei  ersten  Ordnungen  gegeben.     Sl  ist 

der  Winkel  zwischen  der  Oskulations- Ebene  der  Linie  und  der 

dx 
durch  ihre  Tangente  gehenden  Normal-Ebene  der  Fläche.    ^  und 

dy 

j-  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Tangente  mit  den 

X'  and  y-Azen  macht. 

Sämmtliehe  Differenzial-Quotienten  sind  ßir  einen  bestimmten 
Punkt  der  Fläche  konstant;  ihr  Werth  verändert  sich  nur  bei'm 
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Uebergang  zn  einem  anderen  Pnnkte  der  Fläche.    Für  alle  Linien 

der  Fläche,  welche  sieh  in  diesem  Punkte  berfihren,  hahen  aueb 

dx  dy 

-j-   und   t|  denselben  Werth.     Veränderlich    sind   dann  in    der 

Gleichung  11)  (mit  12)  und  13))  nur  die  Poldistanz  MP  und  der 
Winkel  Sl;  dividiren  wir  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  mit  dem 
Faktor  von  tg  Sl  und  bezeichnen  mit  C  und  O  zwei  konstante 
Grossen,  so  nimmt  die  Gleichung  11)  folgende  Form  an: 


14)  MP  = 


C+tgÄ* 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten : 

Bei  allen  Linien  auf  einer  Fläche,  welche  sieb  in 
einemPunkte  berahren,  sind  fär  diesenPunkt  diePole 
und  die  Oskulations-Ebenen  zwei  involutorische  Ge* 
bilde. 

Dieser  Satz,  welcher  bei  den  Flächen  zweiten  Grades  längst 
bekannt  ist,  bedarf  seiner  vorliegenden  Fassung  nach  einer  nähe- 
ren Erläuterung:  Ein  Ebenenbiiscbel  (Ebenen  mit  gemeinschaftli- 
cher Schnittlinie)  ist  in  Involution,  wenn  er  von  irgend  einer  Ge- 
raden in  einer  involutoriscben  Punktreihe  geschnitten  wird,  oder 
in  einer  solchen  Reihe  von  Punkten,  welche  die  Gleichung 

befriedigen;  C,  O,  O'  sind  Konstanten,  und  j?,  y  die  Abstände 
zweier  zusammengehürigen  Punkte  der  Punktreihe  von  zwei  festen 
Punkten  der  Geraden.  Man  sagt  auch,  ein  EbenenbGschel  ist  in 
Involution  mit  einer  Punktreihe,  wenn  diess  für  irgend  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  letzteren,  und  einer  den  EbenenbGs^el 
schneidenden  Geraden  der  Fall  ist.  Die  Oskulations-Ebenen  aller 
sich  in  Einem  Punkte  A  berfihrenden  Linien  auf  einer  Fläche  bil- 
den einen  Ebenenbiischel;  ^vir  ziehen  durch  A  die  Normale  der 
Fläche,  nehmen  auf  derselben  den  Punkt  B  an,  so  dass  AB  =  I 
ist,  ziehen  durch  B  eine  Linie  senkrecht  auf  der  durch  AB  und 
die  gemeinschaftliche  Tangente  der  Linien  gehenden  Ebene; 
letztere  bildet  mit  einer  der  Oskulations  -  Ebenen,  welche  von  der 
durch  B  gehenden  Geraden  in  D  geschnitten  wird,  den  Winkel 
SL,  80  ist  BD  =  tg  Sl.  Wir  verlängern  BD  dber  B  hinaus  nach 
£,  so  dass  BE  =  C  wird ,  so  ist : 

ßiE;  =  c+tgÄ. 

Die  Poldistanz,  welche  der  durch  A  und  D  gehenden  Oskula- 
tions-Ebene  entspricht,  sei  MP,  also: 
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üfP.(C+tgÄ)=:C. 

Dies8  ist  eine  besondere  Form  der  oben  aufgestellten^  etwas 
allgemeineren  Gleichung,  woraus  die  Richtigkeit  unseres  Satzes 
folgt,  d.  h.  die  Gerade  BD  schneidet  den  Büschel  der  Oskula- 
tions-Ebenen  in  einer  Reihe  von  Punkten  />....,  welche  mit  der 
Punktreihe  der  entsprechenden  Pole  P.,..  in  Involution  sind. 

Soli  die  Poldistanz  =  0  werden^  so  setzen  wir  in  11),  da  der 
Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen, -als  die  Summe  von  drei  Qua- 
draten, nicht  =  0  werden  kann, 

f*  =  riia;»  +  2*cird3^  +  %«  =  0, 

woraus  man  erhält: 

Dieser  Ausdruck  ist  nur  bei  den  ungleichartig  gekrümmten 
FiSchen  (z.  B.  bei'm  einmantligen Hyperboloid)  reell,  wo  i* — r<>0 
ist,  and  liefert  dann  zwei  Werthe  welche  bei  den  Flächen  zwei- 
ten Grades  den  geradlinigen  Erzeugenden  entsprechen. 

Soll  dagegen  die  Poldistanz  unendlich  gross  werden,  so  setzt 
man  dpd^g^dgtPp  =  0,  fOr  welchen  Fall  die  Gleichung  13),  da 

sie  in  Beziehung  auf  -f   vom  dritten  Grade  ist,  mindestens  Einen 

reellen  Werth  für  ^  liefert,  bei  jedem  Werthe  von  Sl.    Hieraus 
folgt  nachstehender  Satz: 

Unter  allenLinien,  welchedurch  einen  Punkt  einer 
Flache  gehen,  und  deren  Oskulations-Ebenen  densel- 
ben Winkel  mit  der  Flächen  -  Normale  (oder  Tan- 
^ential-Ebene)  bilden,  ist  mindestens  Eine,  deren  Pol- 
distanz unendlich  gross  ist.  In  dem  speciellen  Fall,  wo 
i$2=:0,  lautet  der  Satz:  Unter  allen  Normalsclinitten, 
welche  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  gehen,  ist  we- 
nigstens Einer,  dessen  Poldistanz  unendlich  gross  ist. 

Bei  den  Flächen  zweiten  Grades  lässt  sich  diese  Richtung 
leicht  finden;  man  darf  nur  fiir  einen  bestimmten  Werth  Sl  die- 
jenige Oskulatioos- Ebene  suchen,  welche  zugleich  durch  den 
Mittelpunkt  der  Fläche  geht. 

Wir  nehmen  nun  dasjenige  Coordinatensystem  an,  dessen 
z-Axe  die   Flächen -Normale,    und    dessen  X'   und  y-Axen  die 
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Tangenten  der  Krflmmangslinien  sind»  so  ist  in  den  Gleichungen 
11),  12)  and  13) 

zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 

15) 


MP  = 


iwrda^ — (m*— 2rr)rffl:*rfy+(«r-2iiif)€tedy*J 
I      —  ©«rfy»— rirf<y(rAr«+%«)tgÄ  ( 


Um  die  Poldistanzen  der  durch  die  Krfimmungslinien  gehen- 
den Normalschoitte 5  die  wir  y  und  — y  nennen,  zu  bekommen, 
setzen  wir  .$2=:0,  und  zugleich  entweder  <2iy  =  0  oder  dx^^O, 
und  erhalten: 

,6)  »=£.  r=|. 

Bezeichnen  wir  die  den  Krümroungslinien  c2^  =r  0  und  dx^=^0 
entsprechenden  Hauptkrflmmungshalbmesser  der  Fl&che  mit  R  und 
12',  so  ist 


R=\    und    R=\' 

also: 

17) 

^-Rui      "»•'     ^-R'v 

Somit  wäre  die  geometrische  Bedeutung  der  beiden  Differen- 
zialcoefficienten 

_     d»z 1_ 

^  ""  da^dy  •"  PÄ 

und 

dH V_ 

^^dxdy^'^V'R' 

ffir  das  angegebene  Goordinatensystem  gefunden. 


§«  3.    Die  Krümmungshalbmesser  von  den  Evoluten 
der  Flfichenschnitte. 

Durch  einen  Punkt  einer  FiSche  geht  eine  Ebene,  welche  mit 
der  Tangential -Ebene  den  Winkel  900  — il  bildet.    Diese  Ebene 
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schneidet  die  Fläche  in  einer  Karve,  deren  Krümmangshalhroesser 
wir  q'  nennen;  r'  ist  der  Krflmmangshalbniesser  der  Evolute 
dieser  Korve,  also,  wenn  das  Linien-Element  =5  de  gesetzt  nnd 
als  constant  angesehen  wird: 

Diese  Formel  beruht  darauf,  dass  die  gegebene  Kurve  und 
ihre  Evolute  gleiche  Contingenzwinkel  haben,  und  dass  das  Ele- 
ment der  letzteren  =€2^'  ist.    Nach  dem  Satze  von  Meunier  ist 

Q  ist  der  Krümmungshalbmesser  desjenigen  Normalschnitts,  wel- 
cher durch  den  Durchschnitt  des  schiefen  Schnitts  mit  der  Tan- 
gential -  Ebene  geht  und  der  mit  letzterem  den  Winkel  Sl  bildet. 
Allgemein  ist: 

kdi^ 


also: 


0'  = cos  A ,      dg'  =  aö*  cos  Sl- = — ~ 


oder,  weil 
also 


Ist: 


k 


dg'  =  da.cosÄ«i^^^±^=*!^. 


Femer  ist: 

fi  =  rdx^  -t-^sda^dy  +  /rfy*, 
also: 

fffi  =  drda:'^-{'2d8da:dif+dtdy*  +2(rda:+sdy)d^a+2(sdx+tdy)d^tf. 

Nun  ist: 

drzsudx  +  wdy,    di ss mdx  +  vdy ,    dt s=  vdx -i- wdy 
und  nach  9): 

also: 
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dfü  =  udx^ + 3utdx*dy  +  ^dxdy'^ + torfy« 
2 

—  j^f*l  (P»*  +  9*)^^  +  (P«  +  qt)dy 

+  -jj^f*{(rÄr  +  *<i^)(9'rf2+<^y)  -  {9dx^tdy){pdt  +  Är)|. 

Ferner  ist: 

pdp  +  ^rfy  =  (pr  +  qs)dx-\r  (ps  +  gt)dy, 
also: 

d&^ 
dg'  =  jT-j  cos  Ä  t  —  ü^(uda:^ + Smdx^dy  +  Zvdxdy*  +  wdy^) 

+  3fi  apr  +  y*)ciar  +  (p«  +  ^O^y) 

3uisSl 

-  -^^((rda:+*rfy)(9d2+rfy)-(*dar+%)(pdi  +  rfd:))}. 

IVlit  BerScksichtigi^nfi;  der  Gleichung 

dt  =  ;>dar  +  qdy 
finden  wir: 

(rrfa:  +  tdy)(qdx  +  rfy)  —  (*  Ar  +  tdy){pdz  +  rfar) 
=  (pqr—p^t^  $)dx'^  +  (7*r — p«<  +  r  —  t)dxdy  +  (9*5  —  /i^«  +  »)rfy*, 

mithin : 

18) 

diS^ 
r'  =  -^  co6*Ä|— A:*(w£teH3iiirfa:«rfy+3t?€ia:i^«+wrfy») 

+  3f*((pr  +  qi)dx  +  {ps^q1)dy) . 

d(ß 
—  3-2-8inÄco8Ä|(pr/r— p«f— «)da?»+(^«r— p«<+r— «)<ia:rfy 

Diess  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Krümmungshalb- 
messer der  Evolute  eines  schiefen  Flächeoschnitts,  dessen  Ebene 
die  TangentiaUEbene  in  einer  Linie  schneidet,  welche  mit  den  x^ 

und  ^-Axen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus    t-  und  ^  sind.  Der 

Winkel  zwischen  der  durch  diese  Schnittlinie  gehenden  Normal- 
Ebene  der  Fläche  und  der  Ebene  des  schiefen  Flächenschnitts 
ist  =  St.  Auf  eine  nähere  Entwicklung  dieses  Ausdrucks  in  sei- 
ner vorliegenden  Allgemeinheit  behalte  ich  mir  vor  zurückzukom- 
men, und  gehe  einstweilen  zu  speziellen  Anwendungen  über. 

Wir  setzen  in  18)  die  Coefficienten  von  cos^A  und  sini$2coSiS2L 
gleich  /i  und  — -  ß,  und  erhalten: 
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Setzen  wir  hier  zuerst  r'=0,  so  fioden  wir,  wenn  der  be- 
treffende Werth  von  Sl  gleich  Sl'  ist: 

dt* 
Suchen  wir  aber  die  Ableitung  ^r^t  so  Gnden  wir: 

^=  — ^8in2Ä+Äcos2Ä. 

Den  speciellen  Werth  von  Ä  för  ^7^  =  0,  oder  r*  =  Maximum, 
nennen  wir  Sl",  so  ist: 

tg2Ä"=^, 
19)  tgÄ'.tg2Ä"=  -I. 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Legt  man  durch  eine  Flächentangente  zwei  Ebenen, 
sodass  der  Krömmungshalbmesser  des  ersten  Schnitts 
=  0,  und  der  des  zweiten  ein  Maximum  ist,  so  steht 
die  erste  Ebene  senkrecht  auf  derjenigen,  welche  mit 
der  Normal-Ebene  einen  doppelt  90  grossen  Winkel 
bildet  als  die  zweite  Ebene;  oder  auch:  die  Ebene  des 
grossten  Evolutenbaibmessers  halbirt  den  Winkel 
zwischen  der  Tangential-Ebene  and  der  Ebene  des 
kleinsten  Evolutenhalbmessers. 

Der  Ausdruck  för  t  vereinfacht  sich  merklich,  wenn  man 
dasjenige  Coordinatensystem  wählt,  dessen  z-Axe  die  Flächen- 
Normale,  und  dessen  x-  und  ^-Axen  die  Tangenten  der  Krfim- 
mungslinien  sind.  Die  Gleichung  18)  verwandelt  sich  dann  in 
folgende : 

^>        '  = {Tdx^^tdy^y    ^rfci»cos«Ä 

t%  (t  —  i)da:  dy 

Um  die  Krümmungshalbmesser  jR  und  jR'  der  Evoluten  von 
den  durch  die  Tangenten  der  Krfimmangslinien  gehenden  Normal- 
schnitten  zu  erbalten,  setzen  wir  «$2=0  und  zugleich  entweder 
dy=zO,  dczizdxt  oder  dx  ssO,  dcz=:dy,  und  finden: 
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21)  M  =  -^'     »'  =  -Ä' 


oder,  weil 


Ä=l.  Ä'=l 


ist: 

22)  Ä  =  —  «Ä»,      H'  =  -ITA'». 

Somit  wäre  die  geometrische  Bedeutung  der  beiden  DiffereD- 
zialcoefficienten 


"-d:r»- 

-Ä»* 

rf»s 

für  das  angegebene  Coordinatensystem  gefunden. 

Aus  20)  und  22)  erhalten  wir  für  die  KrQiAmungshalbmesser 
der  Evoluten  Ton  den  durch  die  Tangenten  der  Krilmmungslinieii 
gehenden  schiefen  Schnitte: 

r'  =  Hcos«iß,    r'  =  M'cos«Ä. 

Hierin  liegt  der  Satz: 

Legt  man  durch  die  Tangenten  einer  Krümmung«- 
linie  eiue  schiefe  Ebene  und  eine  Normal- Ebene,  so 
ist  der  Krfimmungshalbmesser  der  Evolute  des  schie- 
fen Schnittes  gleich  demjenigen  der  Evolute  des  Nor- 
malscbnitts  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  des  Cosinus 
des  Winkels  beider  Ebenen.  Dieser  Satz  ist  ein  Analogon 
desjenigen  von  Meunier  über  die  Krümmungshalbmesser  der 
schiefen  Schnitte. 

Zusammenstellung  der  Formeln  Dir  die  Poldistansen  und  die 
Krümmungshalbmesser  der  Evoluten: 

Durch  den  gegebenen  Punkt  auf  der  Fläche  ziehen  wir  eine 
Flächentangente,  die  mit  der  Einen  Krümmungslinie,  welcher  der 
Hauptkrümmungshalbmesser   R  entspricht,   den  Winkel  a  bildet. 


so  ist 


cos  a^TZ    wnd    sin  a  =  ^ . 
ac  da 


Durch  diese  Flächentangente  geht  eine  Normal- Ebene  und  eine 
schiefe  Ebene;  beide  bilden  mit  einander  den  Winkel  Sl;  der 
schiefen  Ebene  entspricht  die  Poldistanz  p'  und  der  Evoluten- 
Krümmungshalbmesser  r';  so  ist  nach  16)  und  20),  indem  wir 
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23) 

r 

1 

I 

1 

47 


sctaen: 

24) 


'   cos 


(C08*«      »in^oX  4/  cos'g      a'm'g 
R  /^   R'  )y     R»  ^  R'* 

cos'g   ,  /Ä    ,    ^\co8*«8ino       /  W        2\co808in'a   \ 

pB»  +  Vä»+  V'J     RR'        \S^  +  p/     ÄÄ- '  ( 

sin'a       /co8*o      8in*a\  tgil  j 

26) 

JB        -        ^cos^asina      ^cosasin^a  .    B'    .  , 
g3CQS»a-3— pg 3     p,^,      +^a«'"'« 

/i    i\ 

I  p  —  75?  j  C08  asin  a 


§.  4.    Konjugirte  Ebenen. 

In  einem  Memoire  über  die  Krümmung  der  Flächen  im  Jour- 
nal von  LiouTille  (tome  VI,  p.  191.  erste  Serie)  fuhrt  Abel 
Transon  die  Abiveichangaaxe  und  den  Abweichangswinkel  (angle 
de  d^Tiation)  ein.  Dieser  Winkel  d  gibt  in  einem  Punkt  einer 
(ebenen)  Kurve  ihre  Abweichung  von  der  Kreislcrömmung  an,  und 
ist  bestimmt  durch  die  Gleichung : 

p  ist  der  KrGmmungfthalbroesser  der  Kurve  und  t  derjenige  ihrer 
Evolute.  Zieht  man  in  einem  Punkte  m  einer  Kurve  die  Normale 
mn  und  eine  mit  der  Tangente  parallele  Sehne,  deren  Halbirungs- 
punkt  h  ist,  so  ist  die  Grenze  des  Winkels  nmh  för  den  Fal| 
einer  unendlichen  Annäherung  der  sich  stets  parallel  bleibenden 
SehuB  an  dte  Tangente  =sd.    Dre  Cirenzlage  der  Vcrbmdungsltnie 
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mh  ist  die  Abweichungsaxe.  Bei  den  Kegelschnitten  ist  der 
Winkel  nmh  anabhängig  von  der  Entfernung  der  Tangente  von 
der  ihr  parallelen  Sehne,  denn  mh  ist  die  Richtung  eines  Durch- 
messers, welcher  fSr  jeden  Punkt  die  Abweichungsaxe  ist.  Der 
obige  Werth  von  tgd  lässt  sich  fQr  Kegelschnitte  ganz  leicht  nach- 
weisen. IJa  sich  nun  in  jedem  Punkt  einer  beliebigen  ebenen 
Kurve  ein  Kegelschnitt  konstruiren  lässt,  der  vier  auf  einander 
folgende  Punkte,  also  auch  die  Grössen  q  und  r,  mit  ihr  gemein 
hat,  so  ist  die  Formel  in  ihrer  Allgemeinheit  bewiesen. 

Wir  können  nun  den  Abweichungswinkel  6'  eines  beliebigen 
schiefen  Flächenschnitts,  für  welchen  der  Krümmungshalbmesser 

p'  =  pcosii= cosiS2> 

und  der  Krömmungshalbmesser  der  Evolute  x'  durch  18)  bestimmt 

r' 
ist,   angeben,   und  finden  aus  i^d'  =z\—i 

26) 
tg  d'  =  i — g-^(Mrfj:'  +  ^mdx^dy  +  Ztdxdy^  +  wdy^) 

+  7j^((pr  +  qs)da:  +  {ps  +  qt)  dff)\  cos  Sl 

-'-^\(P9r-p'^s-t)da:H(9^-p^Hr-1)da:dy+(q*s-pgHs)dy^]8inSl. 

Wir  bezeichnen   den  Winkel  zwischen   zwei  konjugirten  Flä- 
chen-Tangenten mit  a,  so  ist: 

(qdz  +  dy)  dp  —  (pdz  +  dx)  dg 

cotga—  f^lapdjj-^dqdif). 

Setzen  wir  hier  die  bekannten  Werthe: 

dl  =  pdx  +  qdy ,     dp  =  rdx + sdy^     dq  =  sdx  f  tdy ; 

so  finden  wir,  dass  der  Coeflßcient  von  sin.^  in  26)  gleich  cotga 
ist;  somit  ist,  wenn  wir  den  Coefficienten  von  cosSl=:A  setzen, 
statt  26)  die  Gleichung: 

27)  tgd'  =  Aqo^SI — cotgasini^. 

Setzen  wir  hier  zuerst  i$2=0  und  dann  i2=90^,  so  finden  wir: 
tgd  =  ^,    tgV  =  — cotga- 
d  ist  der  Abweichungswinkel  des  Normalschnitts  und  6J  Ist  die 
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Grenze  des  Abweichongswinkels,  wenn  sieb  die  Schnitt- Ebene 
anendlich  der  Tangential -Ebene  nähert.  Statt  27)  können  wir 
auch  schreiben: 

28)  tgd'  =  tgdco8i$2-~cotga8in.$2. 

Hieraus  findet  man  (nach  Abel  Transon)  zunächst  fdr  tg^'=0 
und  tgd'  =  Iüax.: 

d.  h.  diejenigen  beiden  durch  eine  Flächentangente  gehenden 
Schnitt -Ebenen  9  welchen  der  kleinste  und  der  grosste  Abwei- 
chungswinkel  entspricht»  stehen  auf  einander  senkrecht. 

Aus  der  Gleichung  28)  und  aus  tgdo  =  —  <^o^g  ^  ^olgt  ferner 
der  Satz:  ^ 

Die  Abweichungsaxen  sämmtlicher  durch  eine 
Flächentangente  gehender  Plächenschnitte  liegen  in 
einer  Ebene»  welche  durch  die  konjugirte  Flächen- 
tangente gebt.  Die  Abweichungsaxen  der  durch  letz- 
tere gehenden  Flächenschnitte  liegen  also  in  einer 
dorch  die  gegebene  Flächentangente  gebenden  Ebene. 

Zwei  Ebenen  nun»  ivelche  durch  zwei  konjugirte  Flächentan- 
geoten  gehen,  und  wovon  die  Eine  die  Abweichungsaxen  aller  durch 
die  konjugirte  Tangente  gehenden  Flächenschnitte  enthält»  nenne 
ich  konjugirte  Ebenen. 

Wir  nehmen  wieder  dasjenige  Coordinatensysteni  ^  dessen 
z^Axe  die  Flächen -Normale»  und  dessen  X'  und  ^-Axen  die 
Tangenten  der  Kriimmungslinien  sind»  und  finden  aus  26),  indem 
wir  setzen: 

(d  and  J'  sind  die  Abweichnngswinkel  der  durch  die  Tangenten 
der  Krümmungslinien  gehenden  Nomialschnitte); 

1  1         dx  dy 

Tlwil  XLI.  4 
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30) 
/tß<^       .         co«*nsina      cosasin'a   ,  ieJ'  .  ,  \ 

^^ —  ^  Sin  .Sd. 


(Kin^a 


(cos^g       sin*fl'\^  cos*«      sin^ 

TT  +  "Ä^y  H    ^    R 


Die  konjugirte  Flächentangente  mache  mit  der  dr*Aze  «fen 
Winkel  a  -f  a,  8o  dass  also  wie  oben  a  der  Winkel  zwischen 
beiden  konjugirten  Flächentangenten  ist^  so  hat  man  zur  ßestim- 
mang  von  a-fa  die  Gleichungen: 

....       1  cosa  

co8(a+a)  =  —  «?  •  --Tr===i==- 
'»■     4  /  cos^a      sin'fl 

Die  Abi>reichungsTilnkel  der  durch  die  konjugirte  PlSchentan- 
gente  gehenden  schiefen  Schnitte  nennen  wir  ö'\  so  haben  wir, 
indem  wir  in  29)  «H-a  statt  a  setzen,  tind  die  Werthe  von 
sinCft-fo)  und  co8(a-f  a)  substituiren : 

onv  X    *if       /tg^'       «    .  cos*asino       cosasin^a      tez/  .  .  N 
30)  tg  d"  =  ^-2-.  cos»« + p^ p -^  sm»«^ 

aTcos*«   .   sin*«  /l        1\ 

X "7 i *  a  vfl  COS ü  H s-^ — r-« sm U. 

/cos*«     sin*a\'  cos*«      sin*o 

Die  konjugirten  Flächen -Tangenten  bilden  mit  der  j?-Axe 
die  Winkel  «  und  «4-a;  durch  sie  gehen  zwei  konjugirte  Ebenen, 
die  wir  («)  und  (a  +  a)  nennen  wollen,  und  wovon  die  Eine  die 
Abweichungsaxen  sämmtlicher  durch  die  Flächentangente  der 
Anderen  gelegten  Schnitte  enthält.  Die  Ebene  («)  bildet 'mit  der 
Flächen-Normale  einen  Winkel,  den  wir  ß  nennen,  und  die  kon- 
jugirte Ebene  (a+a)  bildet  mit  der  Flächen-Normale  den  Winkel  6'. 
Der  Winkel  ß  wird  aus  30)  gefunden,  indem  Sl==zO  gesetzt  wird, 
und  ß'  aus  29),  indem  hier  Slz=zO  gesetzt  wird.  Die  so  erhal- 
tenen Werthe  von  tgJ"  und  tgd'  nttesen  noch  mit 

cos*«       sin^ft 

R     '^  'W 
sma  = 


cos*«   .   sin*« 
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ronitiplicirt  werden.    Man  erhält  «uf  diese  Art: 

31) 

32) 
i   o/       /*?'!'       ■       co««a8ino      co«a«{ii*a   ,  tg/f'  ,  .  N 


^  /co8«a  ^  sin«a\  W"^^p5- 


Oer  Winkel  zwischen  dem  Durchschnitt  der  beiden  Iconjngir- 
ten  Ebenen  und  der  Flächen-Normale  ist  gegeben  durch  die  Formel: 

33)  ^^  V  tg«e+ tg«e'-2tgetge'cosi.. 


§.6.    Anwendung  auf  besondere   Flächen. 

A.    Flachen ,  welche  durch  eine  (Gerade  erzeugt  werdea. 

Diese  Flächen  genügen  nach  Mong«  folgenden  Gleichungen: 

Tda^-\-^dxdy  +  %•  =  0, 
udx^-i^ivudxHy-i-Ztdxdy^-i^uidy*  ^Q. 

Aas  der  ersten  Gleichung  fmdet  man: 

dx^  t 

welchen  Werth  wir  =  v  setzen  und  in  die  zweite  Gleichung  sub- 
stituiren : 

u+3uiv+3üv*+  wv»  =  0. 

Dies«    ist    die  allgemeine     Differenzialgleichung  der    durpb    eine 
Gerade  erzeugten  Flächen. 

Wir  nehmen  dasjenige   Coordinatensystem  ^  dessen  Azen  die 
Normale  und  die  Tangente  ^er  Krümmungslinien  sind»  und  erhalten 

and  mit  Benutzung  der  Ausdrucke  in  23) : 
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^>  R*+ v~^\R'*^  pyV     Ä  • 


B.     Die  Flächen   zweiten  Grades. 

Diese  Flächen  haben  zwei  Systeme  von  geradlinigen  Erzeugen- 
den, welche  bei  dem  einniantlichen  Hyperboloid  and  bei  dem  hy- 
perbolischen Paraboloid  reell  sind,  bei  den  anderen  Flächen  ima- 
ginär.   Die  beiden  Gleichangen : 

wv*+3vv^  +  3tffv  -f  tt  =  0, 

haben  zwei  Faktoren  gemeinschaftlich,  oder  die  beiden  Faktoren 
der  zweiten  Gleichung,  welche  die  (reellen  oder  imaginären)  Er- 
zeugenden vorstellen,  müssen  auch  Faktoren  der  ersten  Gleichung 
sein.  Dividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so  ent- 
steht der  Rest: 

i*-f-^(T-^)"+-'(7-^)- 

Hier  moss  sowohl  der  Faktor  von  v,  als  auch  der  Ausdruck  ohne 
V  gleich  0  sein,  mithin: 

(ie<a— 3or<+2wr«  =  0, 
wr^-'3mrti'2usi=z0. 

Diess  sind  die  beiden  Differenzialgleichungen,  welche  die  Flä- 
chen zweiten  Grades  charakterisiren.  Der  Quotient,  welcher 
sich  bei  der  Division  ergibt,  ist: 

36)  'JV+-. 

Für  dasjenige  Coordinatensystem,  bei  welchem  p  =  9  =  f=:ü 
ist,  erhält  man  aus  35): 

ut  =  3w,      wr  =  3ial; 
oder  nach  23): 

37)  3Ä«  =  -»P',      3Ä'«  =  — »U. 
Die  Gleichung  20)  verwandelt  sich,  wenn  wir 


dx  ,     .     d« 

-^sssma 


^=cosa    [und     ^. 


setzen,  in  folgende: 
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-cosa  +  ysina 

oder  nach  23): 

38) 

j^cos a  +^7isin  a  I -g — g;  Jcos  ö  sin a 

Fflr  .$2  =  0  erhalten  wir   die  Gleichung  ffir  den  KrOmmungs- 
baibmesser  x  der  Evoluten  der  Normälschnitte: 

T>2C08a-f  ^T^sioa 

3g\  -  _^  £^ f5 • 

/co8*a      sin'a\*  '      «• 

und  wenn  wir  nach  37)  )t  und  It'  durch  P'  und  P  ersetzen: 

coso       sin  a 
40)  .      ,  =  _3        >»'    "*""»" 


(cos^g      sin*g\* 

Die  Tangente  X%^*  des  Abweichungswinkels  der  schiefen  Flä- 
chenschnitte  ist  =  gr^Jj^»  also  nach  38),  weil 

.     .       H        ^     ..       M'  ,1      cos*g  .  sin^g 

•st: 

—j^co8a  +  —^8ma                I -g  —  ^  Icosasioo 
^8^^=        cos-^g   .^ü;^^—^"«^ ^^i^      sin«g       "'»^- 

För  den  Abweichungswinkel  ^  der  Normalschnitte  ergibt  sich 

sonach : 

tg^/  tg^'  . 

-^cosg  +  -^,-sing, 

42)  tg  d  = 5 r-ö y 

^  cos^'g   .   sin'g 


oder,  weil  nach  37) 


R     ^    R' 


tg^=-£*     t8^'=-§^ 
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ist: 

cos  g       sin  a 

43)  tgd=--?^ ^ 


Gos'a      sin'a 


R     ^     W 

Um  den  Ausdruck  fiir  die  Poidistanzeii  der  Normal-Schnitte 
zu  erhalten  9  setzen  wir  in  24): 

Äz=:0    und    B=  —  -p7-»  Ä'  = g-J 


sin*a 

72 


und  erhalten: 

cos'a       /cosa       sin  a\cosa  sing       sin^i 
l^P^'""V~r"^   1^  )~RR'  pw 

V  /cos*  a      sin*a\A  /  cos^      sin*a 

rk      f^«.i      j      r*      t^      .  .      /cos*a  .  sin*a\/cosfl       sina\ 
Der  Zähler  der  Bruches  ist  =af -g-  +  -gT*^ )(  "gjg WJPJ' 

somit: 


44) 


coso       sing 


Der  Winkel  zwischen  der  TanG;ente  des  Normalschnitts,  dem 
die  Poldistanz  p  entspricht,   und   der  konjugirten    Tangente,   auf 
welcher  der  Pol  liegt,  und  auf  der  also  auch  die  Poldistanz  ge 
messen  wird,  sei  wieder,  wie  oben,  a,  so  haben  wir: 

8in(a  +  g)  =  -^. 


cos(a+g)  =  — 


^    A  /  co8*g       sin^g 
1  sin  g 


*'  4  Acos*Ä 


sio'g 


mithin  aus  44): 

1  _  sin(«-hg)      cos(«+g) 
'*5)  ?- p + p^ 

Hierin  liegt  folgender  iSngst  bekannter  Satz: 

Die  Pole  sämmtlicher  Normalschnitte  in  einem 
Punkte  einer  centrischen  FUche  zweiten  Grades  lie- 
gen in  einer  GerUden. 
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Id  jedem  Pankte  einer  Fläche  zweiten  Grades  gibt  es  einen 
Normaischnitt,  ffir  welchen  r  =  tgd  =  0  ist,  oder  wo  eine  Kreis- 
krOromung  statt  findet,  oder  auch  dessen  Axe  die  FiSchen «Normale 
ist  Aus  40)  erhalten  wir  für  den  Winkel  a,  welchen  die  Tan- 
gente dieses  Mormalschnitts  mit  der  Tangente  der  Krfimmungs- 
ilnie  (welcher  der  Hauptkrümmungshalbmesser  R  entspricht)  bildet: 

P 

In  jedem  Punkte  einer  Fläche  zweiten  Grades  gibt  es  ferner 
einen  Normalschnitt,  für  welchen  die  Poldistanz  ]}=qo  ist.  Aus 
45)  erhalten  wir,  wenn  wir  |>  =  0  setzen,  für  die  Tangente  des 
Winkels,  welchen  die  nach  diesem  nnendlich  entfernten  Pol  gezo- 
gene Fiächentangente  mit  der  genannten  Krümmungslinie  bildet: 

V 

tg(a  +  a)=:-p/ 

In  diesen  beiden  Gleichungen  ist  folgender  Satz  enthalten: 

Bei  den  Flächen  zweiten  Grades  gehtdie  Tangente 
desjenigen  Normalschnitts,  dessen  Axe  die  Normale 
ist,  durch  den  unendlich  entfernten  Pol. 

Die  Formel  für  die  Poldistanzen  schiefer  Flächenschnitte  er- 
hält man  aus  24)  und  44): 

cos«      sing       if^Sl 
V         A  /  cos*a       sin^a 

Wir  führen  nun  die  elliptischen  Coordinaten  p,  fi,  v  ein,  d.h. 
die  grossen  Halbaxen  von  drei  homofokalen  Flächen  (EHipsoid,  beide 
Hyperboloide);  6  und  c  sind  die  Distanzen  der  gemeinschaftlichen 
Brennpunkte  von  den  in  der  jry-  und  orz- Ebene  gelegenen  Haupt- 
schnitten  vom  Mittelpunkte.  Man  hat,  wenn  zur  Abkürzung 
X  =  p V^^*— 6*V  Q^—c^  gesetz  wird: 

((>«~fi«)Hg«-v«)> 
Ä  = ^  -. 

hieraas : 

dR__ZV^^yr^^   dv 
da  '^  X  ^dö' 

Bei  dieser  Differeraiation  ist  fi  als  konstant  anzusehen,  weil 


Digitized  by 


Google 


56  Bohlen:  Oeöer  die  Krümmung  der  Flächen. 

der  Normialschnitt  die  Krummungslinie  ^  =  con^t.  berührt,  mithin 
auf  demselben  die  Zunahme  von  jit  unendlich  klein  ist»  gegenüber 
derjenigen  von  v*    Wir  haben  ferner: 


da 
also: 

47)  M  =  -3 ,.V  u^-v^ ^ 


48)        tcf  -V^(g^-f^-)(^^-v^)(^^-v^), 

(pa_u*)irfla— i;«)J 
Ebenso  findet  man  aus  R' =z— — ^r >  indem  man  v 

als  konstant  ansieht: 

1^-  ~  **  I  '*rfi' 


-6»)(c'-ft»). 


<**)(f»»-f*)' 


somit: 


49)  K  _  -3 Pv^ep "' 

50)  ,g^/  =  -  ^(p»-v»)(^.-6»)(c»-^^^ 

Aus  37),  47)  und  49)  erhalten  wir: 

51)  p_ig      f*;  ▼  ft      1^  ^ 

f*V^(l*2-62)(c2-fi«) 

52)  (^a^v2)iVj^^^ 

Die  Betrachtung  der  letzten  sechs  Gleichungen  ftihrt  zu  fol- 
genden Relationen: 
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Bildet  man  in  den  anderen  drei  Ecken  eines  aus  den  Krüm- 
mongslinien  ^sconst,  v=rconst;  fi'^rconst.»  v'rzconst.  gebil- 
deten Vierecks  ähnliche  Quotienten,  so  erhält  man  folgenden  Satz : 

Die  vier  Quotienten  aus  den  Evoiuten-Krummungs- 
baibniessernj  aus  den  Abweichungswinkeln^  aus  den 
Poldistanzen  derNormalscbnitte  in  einem  Krümmungs- 
linien- Viereck  auf  einer  centrischen  Fläche  zweiten 
Grades  sind  in  Proportion. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Perpendikel,  welche  vom  Mittelpunkte 
auf  die  Tangential -Ebene  der  Fläche  und  auf  diejenigen  zwei 
NormaUchuitt- Ebenen  gelallt  werden,  welche  durch  die  Tangenten 
der  Krüromungslinien  gehen,  denen  die  HauptkrGromungsbalbmesser 
R  und  R*  entsprechen,  der  Reihe  nach  mit    JP,  iP,  P",  so  ist: 


ptt  j^j 


Vpa-.v2V^2_ya 


Die  Axen   des  mit  der  Tangential -Ebene  parallelen  Central- 
Schnittes  sind: 


Diese  Formeln,  in  Verbindung  mit  den   Gleichungen  von  47) 
an,  liefern  nachstehende  Relationen: 

P"  P*      tg^'       /> 

53)  tgz/=--p-,    tg^'  =  --p>    tp-  =  pr/' 

In  diesen  Gleichungen  ist  folgender  Lehrsatz  enthalten: 

Der  Durchmesser  eines  durch  die  Tangenten  einer 
Krümniungslinie  gehen  den  Nornialsch  nitts  ist  parallel 
dem  vom  Mittelpunkte  der  Fläche  auf  die  Tangente 
der  anderen  Krömmungslinie  gefällten  Perpendikel; 
denn  bei  den  Kegelschnitten  ist  der  Abweichungswinkel  d  gleich 
dem  Winkel  zwischen  der  Normale  und  dem  durch  den  gleichen 
Punkt  gehenden  Durchmesser,  da  letzterer  die  Abweichungsaxe 
ist.  Also  ist  J  der  Winkel  zwischen  der  Flächen -Normale  und 
dem  durch  ihren  Fusspunkt  gezogenen  Durchmesser  des  Normal- 
schnitts. 
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Weitere  Gieichongen  sind: 

Die  Durchmesser  sfimmtlicher  Normalschnitte  in  einem  Punkte 
einer  Fläche  zw^eiten  Grades  bilden  einen  Kegel»  dessen  Gleichung 
wir  aas  42)  erhalten,  indem  wir  setzen: 

cos g  =  , yr— »     sinfl=  ;^  ^         »     tgo  = ^f 

dadurch  verwandelt  sich  42)  in: 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  z=l,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung  desjenigen  Kegelschnitts,  dessen  Ebene  parallel  der 
Tangential- Ebene  ist.  Die  Axen  desselben  sind  parallel  den  Tan- 
genten der  KränHnnngslinien,  durch  deren  Durchscbnittspunkt  er 
geht,  und  die  Gleichung  des  Kegelschnitt«,  auf  seine  Axen  bezo- 
gen, finden  wir,  indem  wir  .x^zx^+^igj^  ^=y4-itg^/'  setzen: 


Die  Gleichung  der  indicatrice  desDupin,  d.h.  desjenigen 
Kegelschnitts,  dessen  Axen  die  Tangenten  der  KrGmmungsiinien 
sind,  und  von  welchen  je  zwei  konjugirte  Durchmesser  mit  zwei 
konjugirten  Tangenten  der  Fläche  zusammenfallen,  ist: 

Hieraus  folgt,  dass  die  indicatrice  und  der  Kegelschnitt  50)  ähn- 
liche und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte  sind,  woraus  sich  sofort. 
In  Verbindung  mit  53).  folgender  Satz  ergibt: 

Man  ziehe  in  einem  Punkte  einer  Fläche  zweiten 
Grades  zwei  konjugirte  Tangenten.  Die  Richtung  des 
Durchmessers  von  einem  Normalschnitt,  welcher  durch 
eine  dieser  Tangenten  geht,  ivird  erhalten,  v^enn  man 
durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  eine  Ebene  legt,  pa- 
rallel mit  dem  Normalschnitt,  und  den  Durchschnitts- 
pankt  dieser  Ebene  und  der  konjugirten  Tangente  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Fläche  verbindet. 

Durch  zwei  konjugirte  Tangenten,  welche  mit  der  x  -  Aze  die 
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Winkel  a  and  a^-a  machen»  geben  zwei  konjugirte  Ebenen  (a) 
und  (a-f  a)»  deren  Winkel  mit  der  Flächen -Normale  B  und  B' 
sind;  wir  finden  nach  32),  31)>  42),  weil 

tg6  =  tgJsina       und       tg  6' =  tgi'sin« 
ist: 

67)  fge  = 


—n- CO« a  +  -jjr  sin a 


AfcoB^a      sin^a 

58)  tg  6'  =  tg  ^/'  cos  a  —  igdsm  a. 

Der  Werth  von  tg6'  lässt   sich  aus  57)  finden,  indem  man 
a+a  statt  a  setzt,   und  die  Gleichungen  berücksichtigt: 


sin  (a+a)  = 


Der  Durchschnitt  der  beiden  konjugirten  Ebenen  (a)  und 
(a+a)  mache  mit  der  Flächen-Normale  den  Winkel  Sq;  nach  (33) 
ist: 

1 


cosa 
-R 

t*ilA  (tu  -4*  il\  '~'  •• 

aina 
R 

'  C08*«        sin'o 

\     R^   ^  R* 

fgeo==:j5^VTg»e+tg«e'— 2tgötge^co«o. 

Mit  Hülfe  von  57)  und  58),  und  der  Gleichungen 

cos*o   ,  sin'g  1        1 

8ina:=: — , :-^-  ■   :  -  cos«  s=r  cosasma — ===== 


a/*cos*4 


a   .   sin^a*  4/  cos'a   .   sin»a 


+  Ä'»  yi  R»  ^  ^w^ 

ergibt  sich: 

59)  tgeo=Vtg«ö+tg»e'. 

Setzt  man  hier  statt  tg6  und  tg8'  ihre  Werthe  aus  48)  und 
50)»  so  erhält  man  zur  Bestimmung  des  Winkels  Oq,  oder  des 
Winkels  zwischen  der  Flächen -Normale  und  dem  Durchmesser, 
folgenden  Ausdruck  in  elliptischen  Coordinaten: 

ÖO)  tgOo 


Digitized  by 


Google 


60       '    Zampieri:    üeöer  die  trigonometrische  EitwicMung 


IV. 

Ueber  die  trigonometrische  Einrichtung  der  Cardan- 
sehen  Formel  in  dem  sogenannten  irredacibeln  Falle. 

Von 

Hern)  Dr.  /•  Zampieri^ 

Lehrer  an  der  k.  k.  Ober-ReaUchnle  in  Wien   (Landstravse). 


Bei  <1er  Behandlung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  pflegt 
man  gewöhnlich  die  Cardan'sche  Formel  nur  för  jene  zwei  Fälle 
trigonometrisch  einzurichten^  bei  welchen  in  der  allgemeinen  Gleichung 

das  P  positiv,  oder  das  P  negativ  und  zugleich  07^2  '^  '  '^^  °°^ 

4P» 

unterzieht  den  Fall»  wo  P  negativ  und  a-^>1  ist,  einer  beson- 
deren elgenthumlichen  Behandlung. 

Dies  ist  nun  nicht  noth wendig,  sondern  es  iässt  sich  in  ähn- 
licher Weise,  wie  in  den  zwei  anderen  Fällen,  die  Cardan*sche 
Formel  unmittelbar  brauchbar  trigonometrisch  einrichten,  auch  wenn 

4JP* 

P  negativ  und  dabei  070a  ^^  '^^'  ^^  bekanntlich  alle  drei  Wur- 
zeln der  kubischen  Gleichung  reell  und  von  einander  verschieden 
sind,  wie  wir  dies  hier  ausföhren  wollen. 

Das  Vorzeichen  von  P  in  Evidenz  gestellt,  seien  x^  x^  x^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

x^'-Px+QzzzQ (1) 

und  setzt  man  im  Sinne  der  Card  an 'sehen  Formel: 
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so  ist  bekanntlich: 

a:,  =«  +  ©, 

a:«=-i(tt  +  i?)+i(t«-i?)V"^, 
a:,=:-i(tt  +  tj)-i(t£-r)  V^. 

4/18 

ist  nan   07^^  1»  so  kunnen  wir  immerhin 

4P»      . 

27Öä=»^«9^* (3) 

setzen,   wodurch  wir  erhalten: 

4P»  

folglich : 

somit  ans  den  Gleichungen  (2): 

r=Vl|[i+tgv.V::5].  ^ 

Aber  aus  (3)  folgt: 

and  dorch  Substitution  in  die  letzten  zwei  Gleichungen  erhält  man 
mit  Rücksicht,    dass  tgg)cos9)=:sin9>  ist: 


K=— Y  "j-Ecos^  — sing».V^— 1]  , 
p=— Y  ^[cosg)  +  8ing>.  V^— 1]  • 


.   («) 
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Durch  Anwendung  der  Moivre'schen  Formel  ergibt  sich: 


somit 


und 


Demgemfiss  gehen   obige  Ausdrücke  für  Xi,  a:^,  x^  in  folgende 
aber: 


a:,=  Y  ^[co8|  +  8in|.V3],      [  .(5) 

ar8=y  3^[co8|— «inl-VS]; 


und  alle  drei  Wurzeln  erscheinen  in  reeller  Form^  wie  die  Natur 
der  Sache  es  erfordert. 

Um  jedoch  weiter  die  Formeln  für  ae^  und  x^  auch  logaritb- 
misch  brauchbar  zu  machen,  berücksichtige  man,  dass  V3=tg-s 
ist,  unter  n  180®  verstanden,  und. man  hat: 

cosJ±.l..|.V3=co»|±<ilnftgJ=5?£i(!^), 
oder,  da  coSn=i  ist: 


sonach : 


cob|  ±«hi  |.  V3  =  2cos-K«^  ip) , 


i  =  2y  ycosKs-^)), 


(6) 


..=.V"I 


cos4(»+f)) (7) 
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Nachdem  man  sich  den  Winkel  ^>  mitteist  der  Gteichung 

C089>=^  Y    JM* 

welche  sich  aas  (4)  ergibt,  verschafft  hat,  ergeben  sich  sofort  aus 
den  Formeln  (5),  (6)  und  (7)  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1). 


Oa  bekanntlich 

co9  9)±sin9.  V— l  =  cos(2r«+9>)±sin(2rw  +  9>).  V— 1 
ist,  unter  r  Null  oder  eine  ganze  Zahl  verstanden,  so  ist 

[cos  fp  ±  sing>.  V"— 1]*  =  cosi(2r»  +  9)  ±  sini(2r9r  +  g)).  V  — 1 , 
and  demgemäss  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (a): 

=— \  "3  [cosi(2r3r  +  g))  +  sint(2r:r  +  g)).V^]; 


V 

8omit 


tt+«  =  -2Y  -g-cosK2r»  +  g»). (8) 

Da  aber  cosi(2r«  +  <p) 

CD 

ffir  r=0  in  cos-^» 

för  r=l  in  cos|(2jr  +  <3p)8=s— cosi(w— ^), 

fär  r=2  in  cosi(4»  +  <3P)= — co8t{?P  +  y) 

übergeht,  so  sehen  wir,  mit  Hinblick  auf  die  Formeln  (5),  (6) 
nnd  (7),  dass  die  Gleichung  (8)  die  drei  Werthe  von  ^|,  x^^  x^ 
invoivirt,  so  dass 


— v^ 


a:a  =  — 2Y  •o-cosj(2r«  +  g)) 

die  gemeinschafUiche  Formel  ffir  alle  drei  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  (1)  bt,  aus  welcher  sie  sich  ^dann  einzeln  ergeben, 
tvenn  man  r=0,  1,  2  setzt. 


Es  Iftsst  sich  leicht  nachweisen,    dass  die  oben  aufgestellten 
Formeln  0),  (6)  und  (7)  mit  denjenigen  identisch  sind,    welche 
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bei  der  Eingangs  erwähnten  besonderen  Behandlnng  des  irredu- 
cibeln  Falles  zur  Berecbnong  der  drei  Wurzeln  der  kabischen 
Gleichung  entwickelt  uerden. 

Bezeichnen  wir  mit  yj,  y«,  ^3  die  drei  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung 

wo  P  positiv  ist^  Q  aber  positiv  oder  negativ  sein  kann^  so  wer- 
den, bei  der  besagten  besonderen  Behandlung  dieses  Falls,  be- 
kanntlich folgende  Formeln  aufgestellt: 

yi=:^8ing,     yt  =  ^sinj(jr— c),    ^3=  — p8«ni(w+ir); 

u'obei  Q^^\  -T  ist  und  ix  mittelst  der  Gleichung  sina=:^  V  -n 
erhalten  wird. 

Mit  Rucksicht  auf  die  Gleichung  (4)  finden  wir : 

sina=cos9>9    daher  ^=0 — 7' 
folglich 

und  man  hat: 

a  /n      w\ 

sing=sinf  ^ — j  )  =  cosi(7r  +  g)), 

sint(»'— «)  =  ^'"(g"  +  j)=c®«i(''f— 9)» 

weil   auch    f +  f +  ^'— f  =  2    '**'    "°^ 

sinK^  +  «)  =  «in  (2  ""  J  J  =  cos  j ; 
mit  Rflcksicht  des  Werthes  von  q  hat  man  daher: 

yj=:2Y    -3  C0Si(w  +  9)),     y2=2y  -jC0Si(j8  — 9), 

?/8  =  -2\^?<^os|; 
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und,  wie  man  sieht ,  ist 

yi=:rg  Formel  (7), 


Schliesslich  mnss  ich  bemerken ,  dass  ich  schon  seit  drei 
Jahren  meinen  Schfliern  in  der  obersten  Klasse  die  Einrichtung 
der  Cardan'schen  Formel  ßir  den  irreducibeln  Fall  auf  die  hier 
niedergelegte  Weise  vorführe. 


V. 

Beweis  fSr  einen  Satz  von  den  Enler'sehen  Integralen. 

Von 

Herrn  Dr.  iL  Hoppe 

in   Berlin. 


Die  Definition  der  Function  Fx  durch  das  bestimmte  Integral 

ist  auf  jedes  reelle  oder  imaginäre  x  anwendbar^  dessen  reeller 
Theil  positiv  ist  Setzt  man  au  fSr  «,  differentiirt  nach  a,  und 
setzt  dann  asl^  so  erhält  man  die  Relation: 

I\x-\-l)=ixrx,  ........   .(1) 

nnittelsf  welcher  der  Begriff  von  Fx  Rlr  alle  noch  fibrigen  Werthe 
von  X  festgestellt  wird,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  ganzen  Zah- 
len <1. 

Theil  XLI.  5 
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Ferner  erhält  man  darch  Substitution  tod  (1-f  «)ti  and  Mol- 
tiplieation  mit  dem  beistehenden  Factor: 

0 

und  nach  Integration  zwischen    den  beistehenden  Grenzen   und 
nachfolgender  Substitution  von  -   fSr  t?: 


(2) 


gültig  fvir  jedes  reelle  oder  imaginäre  x  und  y,  so  lange  die  reel- 
len Theile  von  ^— .v  und  y  positiv  sind.  Mit  Hfilfe  dieser  For- 
mel pflegt  man  die  zweite  Relation 

ra:Il[l-ar)=:-7-^^ (3) 

zu  beweisen 9  jedoch  auf  einem  ziemlich  mflhsamen  Wege,  indem 
man  erst  x  rational  nimmt  und  die  Integration  unbestimmt  voll- 
zieht» eine  Methode«  die  überdiess  offenbar  keine  Anwendung  auf 
imitginäre  x  gestattet.  Meiner  Ansicht  nach  wfirde  dieser  Be- 
weis gänzlich  bei  Seite  gelegt  worden  sein,  wenn  der  folgende 
weit  einfachere  und  nidit  auf  reelle  Argumente  beschränkte  all- 
gemein bekannt  wäre«  was  mich  veranlasst,  ihn  hier  mitzutheilen. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2)  :r  =  2  und  a:-f  1   ßir  y,   wo  der 
reelle  Theil  von  :r>  —  1  oad  <1  sein  mnBBy  so  kommt: 

r(i+x)r(i-x)=/*^..  ....  .(4) 

o 

und  nach  Substitution  von  -  fflr  v  in  dem  Intervalle  von  e^O 
bis   t)  =  l: 

ni^x)ni^x)=J^''^^^^9.. 

und  nach  tbeilweiser  Integration : 

**  t*—9-*  dv 


='+'/ 


Entwidcelt  man    die  Function    unter    dem   Integcalzeiehen   nach 
absteigenden  Potenzen  von  v,  so  erhält  man: 
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Dieas  iai  aber  die  hebaiwte  ReibeoewIvkMn^  Yen 

welche»  mit  Aoescbloes  ganzer  Zahlen,  fär  jedes  reelle  oder  ima- 
ginäre X  gilt.  Nachdem  hiermit  die  Gleichung  (3)  unter  der  fär 
Gleichung  (4)  aufgeetellten  Beschränkung  bewiesen  ist,  felgt  die 
unbeschränkte  Gültigkeit  nach  Gleichung  (1),  aus  welcher  her- 
vorgebt : 

Fx  r(l— ir)  =  (- 1)«  r(ar+«)  r(l— a:— «). 

ßloss  um  des  Falles  willen,  wo  der  reelle  Theil  efnes  ima- 
ginären Arguments  8=0  ist,  musste  in  Gleichung  (2)  a:=2  ge- 
setzt werden;  in  Bezug  auf  jeden  anderen  hätte  man  kürzer  ^=1 
setzen  kiHinen. 

Ueber  die  dritte  bekannte  Relation  der  Function  Fx  brauche 
ich  nichts  hinzuzufiigen,  da  der  von  Dirichlet  gegebene  Be- 
weis den  Fall  imaginärer  Argumente  ohne  Weiteres  umfasst. 


5* 
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VI. 

lieber  die  Beortheüiuig  der  Wurzeln  einer  vergeleg- 
ten  cabifichen  Gleichung. 

Von 

Herrn  JPerfltitaftil  Kerz, 
MilJor  in  dem  GroMheraogL  Hessischen  Geadarmarie-Corp«  in  Darnstadt. 


Es  sei 

eine  gegebene  cubiscbe  GleicbuDg  und  die  Grössen  a,  b,  c  be- 
zeicbnen  reelle  Zablenwertbe. 

Hat  dieselbe  drei  reelle  Wurzeln,  so  sind   sie»   wegen    der 
bloss  positiven  Vorzeichen  der  Glieder,   sämmtlicb  negativ,    und 

wir  wollen  sie  mit  —  to,  ^w,  — >to  bezeichnen.     Hiernach  erbal- 
ten wir: 

2)  0=(fi+3f)(tS+.y)(i+y), 
nSmlich : 

3)  0  =  (fi+y)(ü  +  (tS+i).y+y«), 
woffir  wir  schreiben: 

4)  0=(i+y)(il  +  ».y  +  ^), 
also: 

Aas  der  Vergleichong  von  1)  und  5)  folgt: 
6)  +a=zgi,. 


Digitized  by 


Google 


einer  vorgelegten  cuMschen  Gleichung.  69 

7)  +6=;8i  +  ii, 

8)  4.c=:^-|-]9. 
Hieraas  ergeben  sich: 

10)  0=-(6c'-a)  +  (6+c«).»— 2c.»*+»», 

zwei  Gleichoogen,  in  welchen  offenbar  it  -das  Produkt  und  T^  die 
Summe  je  zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  mit  entge- 
gengesetzten Zeichen  genommen ,  ausdrucken. 


Sind  also  —w,  — <o,  •— to  die  drei  Werthe  fl!r  y,  so  sind 

lo-ffo,  «o-f <o«  W'\'W  die  drei  Werthe  ffir  H^  also  positive  Gros- 
sen, und  es  muss  für  die  Gleichung  in  S  ein  dreimaliger  Zei- 
chenwechsel stattfinden.  Derselbe  findet  aber  [1. 10)]  nur  unter 
der  Voraussetzung  statt,  dass  bc'>'  a  sei. 

Ist  daher  6c  <  a,  so  deutet  dieser  Widerspruch  auf  zwei  ima- 
ginäre Wurzeln.  Vorläufig  wollen  wir  die  Bedingung  6c  >a  un- 
terstellen. 


Hat  man  aus  der  gegebenen  Gleichung  irgend  einen  Wurzel- 

wertb  — <o  bestimmt,    so   lassen  sich  aus  [1.  4) — 8)]  die  beiden 
andern  Werthe  för  y  leicht  ableiten.    Man  findet: 


1)  y=-|±iVB«-.4il 


2 


oder 

2) 


y=-4(^-i)±iV^(c-w)(c  +  3fi)-46. 


Hieraus  geht  herror,  dass  die  beiden  letzteren  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  als  zweitheilige  Grössen,  deren  zweiter  Theil 
eine  Quadratwurzelgrösse  darstellt,  gefunden  werden. 

Da  nun  nach  [1.  8)]  c=to-f  19,  H  aber  (unter  der  Voraus- 
setzung: 6c >a)  positiv  ist,  so  folgt: 

3)  c>  «7, 
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uod  daher  ist  der  erste  Theil  dieser  zweitheiligen  Grosse  stets 
negativ.  Aus  demselben  Grande  ist  auch  der  erste  Tbeil  der 
Grosse  unter  dem  Wurzelzeichen  stets  positiv,  und  es  hangt  nur 
noch  von  dem  Werthe  der  Grosse  — Ab  ab,  ob  die  Summe  bei- 
der Theile  der  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  positiv  oder 
negativ,  d.  h.  ob  die  Wurzelgrosse  selbst  reell  oder  imaginSr  sei. 

Wir  wollen  die  hierdurch  verschiedenen  Formen  der  Wurzel- 
werthe  der  gegebenen  Gleichung  mit 


L 
•IT,     — tt — «,     — tt  +  a 


II. 


bezeichnen,  und,  zur  Vergleichung  mit  einander,  die  Coefficienten 
der  gegebenen  Gleichung  durch  diese  Wurzelwerthe  ausdrOckeo. 


Substituirt  man   die  Wurzelwerthe  [3. 1.  u.  IL]  in  [1. 2)]   und 
ffihrt  die  Multiplikation  wirklich  aus,  so  ergeben  sich 

I.    Für  drei  reelle  Wurzeln: 

1)  +a  =  (ft«— a«).tc, 

2)  +6  =  2ilw-f  tt«— a«, 

3)  +c  =  tr+2tt. 

II.    Für  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln: 

2)  +ö^2üu+m^  +  €^, 

3)  +e=:v)  +  2tt. 


Die  Formeln  [4.  I.]  setzen »  weil  die  GrOssen  a  und  6  das 
positive  Torzeichen  haben,  voraus,  dass  a>a  sei,  während  die 
Formeln  [4..II.]  för  jeden  Werth  von  a  positive  Vorzeichen  für 
a  und  b  ergeben. 

In  den  Formeln  [4.  IL]  kann  sogar  unter  gewissen  Beschrän- 
kungen zur  Erzielung  positiver  Vorzeichen  der  Grossen  a,  b.  c 
fiSr  a  ein  negativer  Werth  stattfinden. 

Schreiben  wir  — a  anstatt  a  in  die  Formeln  [4.  IL],  so  geben 
dieselben  über  in: 
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2)  +  6  =  -^«w  +  tt*  +  «•• 

3)  -fc=:to  — 2a. 

Aus  2)  folgt,  wegen  des  positiven  Werthes  von  6: 

4)  tt*  +  «*>2tttr, 

and  aus  3),  wegen  des  positiven  Werthes  von  c: 

5)  2a<fo, 

und  hieraas: 

w  / 


6)  tt< 


2' 


Unter    diesen   Beschränkungen   können   ako   anch    die    Worzel- 
wertbe  der  gegebenen  Gleichung  die  Form  annehmen: 


6. 

Es  ergiebt  sich  nun  aus  [5.5)]: 

2aw  <  tr«, 
folglich  ura  so  mehr: 

2a<o  <««  +  «•  +  »• 
ond 

iüho  <  2a(a*  +  <^)  +  2iito», 
Dämlich : 

—  2Äfo*  +  4tt«w  —  2tt(tt*  +  a«)  <  0, 

also  auch: 

—  2tttr«  +  (tt*+a«).to  +  4ii«i©  — 2tt(tt*+««)  <  (a*+c«).tr. 

uämlich : 

(—2a» +  «•+«•) (to—2ii)  <  (Ä«+c«).fi7, 
d.h. 

Äc  <  o.  [5. 1)— 3)] 

Wir  können  daher  sagen: 

Sind  sämmtliche  Vorzeichen  einer  gegebenen  cubischen  Glei- 
cbang  einander  gleich,  so  hat  dieselbe,  wenn  das  Produkt  der 
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CoefBcienten  der  ersten  and  zweiten  Potenz  der  nnbekannten 
GrOsae  kleiner  ist  wie  das  von  der^unbekannten  Grosse  nnabbfio- 
gige  Glied,  eine  negative  reelle  nnd  zwei  imaginSre  Wurzeln, 
deren  reelle  Theile  positiv  sind. 


1)  Ist  6c  =  0,  so  ist  eine  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung 
[1. 10)]  Null  und  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  [1. 1)] 
ergeben  sich:  

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  man  in  [4.  IL]  <lt=:0  setzt. 
Man  erhält: 

-|-a  =  a^,    -f6  =  a*,     +c  =  f©; 

also  aus  der  Bedingung  bc  =  a  die  Wurzeln  wie  oben. 
Ferner  folgt: 

2)  Ist  bc  '^a,  so  ist  der  absolute  Werth  der  reellen  negati- 
ven Wurzel  >c,  nämlich  es  ist  diese  Wurzel  < — c. 

3)  Ist  bc'^a,  so  ist  der  absolute  Werth  der  reellen  negativen 
Wurzel  <c,  nämlich  es  ist  diese  Wurzel  >— c.     ' 


Ersetzt  man  in  Formel  [3.  2)]  die  eintheilige  Wurzelform  durch 
die  zweitheilige,  so  geht  dieselbe  fiber  in: 

1)  y  =  -a±V2oc-3tt«-6, 
und  wir  erhalten  zwei  reelle  Werthe  für  y,  wenn 

2)  2iic— 3a*— 6^0 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich: 

3)  ii'^ic±iV^«=^. 

Ist  in  diesem  Ausdruck  c*<3ft,  so  erhält  offenbar  a  selbst  einen 
Imaginären  Werth,  weil  nur  reelle  Grössen  mit  reellen  und  ima- 
ginäre mit  imaginären  verglichen  werden  können. 
In  diesem  Falle  kOnnen  wir  setzen : 

4)  «=;»±yV^, 
wodurch  wir  zwei  imaginäre  Wurzel  werthe  erhalten. 
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Daher  k5nnen  wir  sageo: 

Sind  sSmiDtliche  Vorzeichen  einer  gegebenen  cubischen  Glei- 
chung einander  gleich  und  ist  das  Quadrat  des  Coefficienten  der 
zweiten  Potenz  der  Unbekannten  kleiner  Wie  der  dreifache  Coef- 
ficient  der  ersten  Potenz  der  Unbekannten,  so  hat  die  vorgelegte 
Gleichung  eine  negative  reelle  und  zwei  imaginSre  Wurzeln,  deren 
reelle  Theile  negativ  sind.    [Mit  Berücksichtigung  von  6.] 


9. 


Ist  [8.  2)1 

1) 

2«c-3««-6  =  0, 

nämlich : 

2) 

«  =  4c±iVc«-36 

SO  verschwindet  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  der  For- 
mel [8.  ])]»  und  es  ergeben  sich  für  y  zwei  vollkommen  gleiche 
reelle  Wurzeln,  jede  gleich  — a.  Die  drei  Wurzeln  sind  daher 
in  diesem  Falle: 

— icTiV^^^^^^36,    -icTiVc*-.36,    -ici:JVc«-3i. 
Ist  ausserdem: 

3)  c*  =  36, 

so  verschwindet  auch  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  der 
vorhergehenden  Formel.    Man  erhält: 

4)  a=0   und   ^^\Cj 
and  diese  Werthe  in  j^4. 1.]  substituirt : 

c*       bc 

5)  +a=  +  27=g^, 

7)  +c=  +  ^; 

d.  b.  es  ergeben  sieb,  wenn  diese  Bedingungen  stattfinden,  flir 

c 

y  drei  ToUkommen  gleiche  reelle  Wnraein,  jede  ^=—9' 

Ist 

8)  c»  =  3*, 
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also  die  gegebene  Gleichung: 

und  man  befreit  dieselbe  von  dem  Gliede  cy^,  indem  man 

ys5— ic  +  o? 

setzte  so  VkWi  auch  das  Glied  -^«y  weg,  und  man  erhält  als  traDS- 
formirte  Gleichung: 

also 

daher 

y=-lc-iV27a-c». 
Die  beiden  andern  Werthe  ergeben  sich  dann: 

y=-ic  +  i(^27a-.c».[l±V^~3]. 

10. 
Aus  der  Vergleichuog  von  [1.  8)]  und  [4. 1.  3)  und  II.  3)]  folgt: 

1)  »  =  2a, 

und  weno  man  diesen  Wertb  von  S  in  [1. 10)]  substituirt«  so  er- 
giebt  sich: 

2)  0  =  -(Äc— a)  +  2(6+c«).a-.8c.a«  +  8.ii». 

Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung,  für  welche  man  auch  schrei- 
ben kann: 

3)  a  =  Äc  — 2(6  +  c«).tt+8c.tt«— 8a», 

die  Grossen  6  und  c  als  coiistant  und  a  als  ver&nderlich,  so  wird 
auch  a  eioe  veränderliche  Grösse  und  mit  dem  Wachsen  von  s 
theils  zu-,  theils  abnehmen. 


11. 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  [10.  3)]  für  a  seinen  Werth 
aus  Gleichung  [9.  2)],  so  erhält  man  nach  gehöriger  ReductioD 
die  Gleichung: 
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1)  27a  =  3Äc— 2(c«— 36)(c±Vc«— 36), 

welche  uns  die  Bedingung  ausdrückt,    für  welche  die  vorgelegte 
Gleichung  [1.  1)]  zwei  ▼ollkommen  gleiche  reelle  Wurzeln  liefert. 

Snbstituirt  man  aber  aus  der  Ungleichung  [8.  3)]  den  grSs- 
seren  Werth  ft!r  a  in  [10.3)],  so  erhält  man,  nach  gehuriger 
Reduction,  als  Bedingung  für  drei  reelle  Wurzeln ,  die  Ungleichung: 

2)  27a  >  36c— 2(c«— 3ft)  (c±  Vc«— 36), 

und  auf  analoge  Weise  als  Bedingung  für  eine  reelle  und  zwei 
imaginäre  Wurzeln  die  Ungleichung: 

3)  27a  <  36c  —  2(c*— 36)  (c±  V  c«— 36). 


12. 

Wegen  der  doppelten  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  in  die- 
sen Ausdrücken  scheint  es  noth wendig,  die  Anwendung  derselben 
einer  näheren  Erörterung  zu.  unterwerfen.  Nehmen  wir  zu  dem 
Ende  a  veränderlich  an,  so  hängt  der  Werth  v«n  a,  beziehungs- 
weise 27a,  in  Gleichung  [11. 1)]  offenbar  von  dem  gegenseitigen 
Verbältniss  der  Grossen  6  und  c  ab.  Lassen  wir  a  verschwin- 
dend klein  werden,  nämlick  In  0  übergehen,  so  erhalten  wir: 


1)  0  =  36c— 2(c*-36)(ci:V^c«— 36), 
und  es  folgt  hieraus : 

2)  0  =  0* -46    oder    c*  =  46. 

Sobstitniren  wir  diesen  Werth  von  c*  in  die  Gleichung  [11.  1)], 
80  erhalten  wir  bei  Berücksichtigung  des  oberen  Vorzeichens  der 
Worzelgrösse : 

3)  '  27a— 0,    also  audi    ii  =  0, 
und  bei  Berücksichtigung  des  unteren: 

4)  27a=  +  46v6  =  +  |-. 

Hieraus  gebt  hervor,  dass  nur  das  obere  Vorzeichen  der  Wur- 
zeigrusse, unter  der  Annahme  c*=46,  für  a  einen  Werth  gleich 
Nail,  das  untere  aber,  unter  derselben  Voraussetzung,  ßir  a  einen 
positiven  Werth  liefert. 
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13. 
Fat  die  Gleichung  [12.  1.]  kSnnen  wir  auch  schreibeD: 

1)  0  =  9ftc  — 2c»T2(c«-36)Vc«-36. 
Ist  nun : 

2)  '  9bc  >  2c»±  2(c«— 36)  V  c*— 36, 
so  ist  27a  (also  a)  positiv;  Ist  aber 

3)  96c  <  2c»  db  2(c«-36)  Vc«-36, 
so  ist  27a  (also  a)  negativ. 

14. 
Es  sei: 

1)  c*<46  oder  j<6, 
nämlich : 

2)  J+P=36  oder   ^i^=«, 
so  ist: 

3)  Mc  =  2c»  +  ^^^.c, 

Nun  ist: 

daher  auch: 

5)  96c  >  2c»db2(c«-36)  V^^^, 
daher 

6)  a  unter  der  Voraussetzung  c*<46  stets  positiv.    [13.2)] 

15. 
Es  sei 

I)  c*>46  oder  ^>6, 
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nSmIich : 

2)  -j— ps=536   oder       "^  ^=6, 

so  igt: 

4)  2c«+2(c«-36)Vc*— 3A  =  2c»  +  ^^tl^.V*^qi^. 
Nun  bt: 

daher  auch: 

5)  96c  <  2c»  +  2(c«-36)Vc«-36,  [13. 3)] 

daher  a,    unter  der  Voraussetzang  c^>46»   bei  Anwendung  des 
oberen  Vorzeichens  der  Warzeigrusse  negativ. 

Bei  Anwendung  des  unteren  Vorzeichens  der  Warzelgr5sse 
folgt  alsbald: 

6)  96c >  2c»-2(c*— 36)  Vc«-36.         [13.  2)] 
daher  ist  in  diesem  Falle  a  eine  positive  Grösse. 


16. 

Ist  also  c*<46,  so  ergiebt  jedes  der  beiden  Vorzeichen  fiir 
a  einen  positiven^  ist  aber  c*  >  46«  so  ergiebt  das  obere  Vorzei- 
chen in  den  Formeln  [11.  2)  und  3)]  für  a  einen  negativen«  das 
untere  aber  einen  positiven  Werth. 

Es  gebt  hieraus  hervor«  dass  in  Gleichung  [11.  1)]  bei  An- 
wendung beider  Vorzeichen  der  Wurzelgrosse  sich  fSr  27a,  be- 
ziehungsweise a«  zwei  Werthe  ergeben«  welche  die  Grenzwerthe 
sind  (Ür  die  Möglichkeit  dreier  vorhandener  reeller  Worzeln«  so 
nämlich«  dass«  wenn  bei  der  vorgelegten  Gleichung  das  von  der 
Unbekannten  unabhängige  Glied  gleich  einem  dieser  Grenzwerthe 
ist  oder  zwischen  beiden  Grenz werthen  liegt«  die  vorgel^te 
cubische  Gleichung  drei  reelle  Wurzelwerthe  hat;  wenn  das  von 
der  Unbekannten  unabhängige  Glied  aber  über  diesen  Grenzwer* 
then  liegt«  entweder  darüber  oder  darunter«  die  gegebene  Glei- 
chong  nur  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  bat 

Hiernach  lassen  sich  die  Formeln  [11]  nunmehr  bestimmter 
darstellen  und  man  erhält: 
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17. 

A.    Wenn  c><46  ist: 

1)  27a<  ^  Für  eine  reelle  negative 

ond  swei  imaginäre  War- 
tehi,  deren  reelle  Theile 

negativ  sind. 

2)  27a=  }  3Äc-a(c«-3i)(i?+V^c«-3A).    Für  drei  reelle  negative 

Wnrieln,  nnter  welchen 
zwei  einander  gleich  sind. 

3)  27a>   ]  Für  drei  reelle  negative 

Wurzein. 

4)  27a  <  \  Für  drei  reelle  n^i^ve 

J  Wurzeln. 

5)  27o=  >   36c-2(c»-36)(c-V'?rSg).    Für  drei  reelle  negative 

I  Wurzeln^  unter  welchen 

I  zwei  einander  gleich  sind. 

6)  27a>  /  Für  eine  reelle  negative 

ond  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln,  deren  reelle  Theile 


5  negativ  >    . 

l  positiv   S  '"''^'   '^''■^ 

a^bc  ist. 


B.    Wenn   cS>4^  ist: 


1)  — 27fl<  ;  Für  eine  reelle  positive 

Wurzel  und  zwei  imagi- 
näre .Wurzeln,  deren  re- 
elle Theile  negativ  sind. 

2)  — 27a=  \  36c-2(c«-36)(c+ V  c«-36).    Für  eine  reelle  positive 

Iund  zwei  gleiche  reelle 
negative  WnrzeUi, 
Für  eine  reelle  positive 
und  zwei  reelle  negative 
Wurzeln, 


Digitized  by 


Google 


eifier  vargeUfften  cuöiscAen  Gleichung.  79 

4)  27a  <  \  Für  drei  reelle  negative 

Wurzeln. 

5)  27a=  \  36c-2(c«~3ä)(c- V  c«~36).    Für  drei  reelle  negative 

Wurzeln«  unter  welchen 
zwei  einander  gleich  sind. 

6)  27a  >  /  Ffir  eine  reelle  negative 

und  zwei  iroaginSre  Wur- 
zeln,  deren  reelle  Theile 


C  negativ  > 
\  positiv   > 

a^be  i«t. 


sind,  wenn 


7)  Findet  die  Gleichung  A.  (B.)  i  1  |  statt,  so  sind  die  drei 


WurselB : 


— *ciF*Vc«— 3Ä,    -IcTiVc*— 36,    -icdtS  Vc«— 36. 

8)  Findet  die  UngleichuBg  A.  |  J  |  statt, 

8o  ist  die  reelle  negative  Wurzel:  ^  l  — |cJ:*V"c*— 36 

d.  h.  ihr  absoluter  GrSssenwerth  ist:  ^  (  "f*    T 

9}  Findet  die  Ungleichung  A.  i  .M  statt, 

so  ist  eine  der  drei  reellen  negat  Wurzeln :  ^  l  — lc±  J  V^c*^^ 

d.  h.  ihr  absoluter  GrSssenwerth  ist :  <  f  "l"     T 

10)  Findet  die  Ungleichung  B*   1  3)  |  statt, 

so  ist  die  reelle  positive  Wurzel:  ^    — ic-|-}V  c*->36 

11)  Findet  die  Ungleiebang  B.  L  j  |  statt,  so 

.     \  einender  drei  reellen  negat.  Wurzeln :  /  >  (      ,      «  a/-s— oi 

"®*  j  die  reeUe  negative  Wurzel :  |  <  j  ^»«^»^  ^"36 

d  h.  ihr  absoluter  Gr$ssenwerth  ist:  N  (  "^    "^ 
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\ 
18. 
Ist  in  [1. 1)]  a  eine  negative  GrOsse^  also  die  gegebene  Gleichung 

1)  .  0=-a  +  63f  +  cy«  +  y», 

so  wird  in  [4. 1. 1),  o>g|  gedacht«  das  von  der  Unbekannten  qd- 
abhängige  Glied  negativ,  und  man  erhält  als  weitere  Bedingung, 
zur  Herstellung  eines  positiven  Werthes  von  6,  offenbar 

2)  a*  <  2g|io  +  ««. 

Da  hier  w  positiv,  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  negativ 
ist,  so  ist  von  den  beiden  letzteren  Wurzeln 

3)  y  =  ^ü±a 

wegen  o>gi,  die  eine  positiv,  die  andere  negativ.  Hat  daher  die 
Gleichung  drei  reelle  Wurzeln,  so  hat  sie  eine  positive  und  zwei 
negative  Wurzeln,  was  auch  aus  dem  Zeichenwecfasel  der  gege- 
benen Gleichung  hervorgeht 

Die  Bedingung  o>gi  findet  indessen  zur  Erzielong  eines  ne- 
gativen a  nicht  statt,  sobald  der  vorgelegten  Gleichung  eine  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln  entsprechen.    [4.  II.  I)] 

Nehmen  wir  to  negativ  an,  so  erhalten  wir  als  Darstellung  der 
Coefficienten : 

I.    FOr  drei  reelle  Wurzeln. 

1)  -a=  — (a* — «*).«>,       also  «>«, 

2)  •f^==-2g|io-fa*— a>,        „    2atD<g|*--a*, 

3)  +€=:— tO  +  Sü,  „     fC<2tt. 

II.    FCr  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

1)  -a=—(gi«  +  a«).i©, 

2)  +6=— 2«w+«*  +  ««,    also  2afo<a*-|-a>, 
8)  +c=— fc  +  2tt,  „    to<2a. 

Da  hier  to  negativ,  also  eine  Wurzel  der  Gleichung  positiv  ist, 
und  sich  die  beiden  letzteren  Wurzelwerthe : 

I.  II.       ^ 

ergeben,  so  erhält  man 
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wegen    •  >  a    diese    Wurzeln 
negativ. 


die  reellen  Theile  dieser  ima- 
ginären Wurzeln  negativ. 


19. 


Ist  in  [18.11.3)]  u>  —  ^,  80  folgt: 

1)  —«=:  —  «»—««»,    . 

2)  +6  =  — ««  +  «•,   also  «»>«•, 

3)  +c  =  «(=3f). 
Hieraas  findet  Nieh: 

4)  —  a  =  —  2c*  —  bc  oder  +  a  =  2c'  +  6c. 

Findet  daher  diese  Bedingung  statt,  so  ist  die  positive  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung  =c  und  die  beiden  imaginären  Wur- 
zeln sind: 

5)  Ist  -  a  ^  —  2c»  —  6c,   nämlich :     +  a  ^ 2c»  +  6c, 
80  ist   die  positive  Wurzel   der  gegebenen   Gleichung  ^c. 


20. 

Bezeichnen  wir  die  drei  reellen  Wurzel werthe  mit  -f  to,  — to. 
— to,  so  erhalten  wir  als  Wurzelwerthe  für  S,  nach  [2.]: 

—  10  +  tC,     — tc-|-fo,     +tc  +  tc. 

Die  Gleichung  für  T$  ergiebt  sich  aus  [1. 10)],  wenn  wir  daselbst 
—a  für  a  schreiben,  nämlich: 

1)  0  =  — (a.h6c)  +  (6  +  c«).B-2c.»«  +  »«, 

welche,   wegen   des   dreimaligen  Zeichen  wechseis,    drei   positive 
Wnrzelwerthe  hat.    Hieraus  folgt,  dass  die  Wurzeln 

IS  13 

—  VD  +  lOj       — tO  +  10 

positive  Grossen  sliid^   und  es  folgt  weiter: 

1  «  1  3 

2)  10  <  10,     IC  <  tr, 

TheilXLl  .        '     6 
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d.  h«  der  absolute  GrSeeenwerth  der  positiveo  Wurzel  der  gege- 
benen Gleichung  ist  kleiner  wie  der  absolute  GrSssenwertb  jeder 
der  beiden  negativen  Wurzeln. 

Die  Bedingungen  fQr  das  Vorbandensein  reeller  und  imaginä- 
rer Wurzeln  erhellen  theils  aus  [8.],  tbeils  gelten  hierfGr  die  For- 
meln [17.  B.  1)  — 3)],  und  ist  leicht  nachzuweisen »    dass  Cur  sie 

c*  ^  46'  sein  könne. 

21. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

0  =  +  a-6y  +  C3f«  +  y». 

Es  iSsst  sich  leicht  zeigen,  dass  sich  in  den  Darstellungen  [4.  1. 
und  IL]  nur  dann  negative  Werthe  für  6  und  positive  Werthe  för 
a  wkA  c  ergeben»  wenn  man  die  Grosse  n  negativ  annimmt 

man  erhält  dann  in  Bezug  auf  die  gegebene  Gleichung: 

L    Für  drei  reelle  Wurzeln. 

1)  -f  a=s(a*— o^.to,  also  «>«, 

2)  — 6=— 2«fc+a«— o»,     „     2ato>a•-o^ 

3)  4- 0=10— 211,  „     fo>2«. 

II.    Für  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

1)  +a=(«»+a«).fc, 

2)  — 6=— 2im)  +  ««  +  a«,   also  2ato>ft*  +  oS, 

3)  -l-c=fo— 2a,  „     w>2a. 

Da  hier  to  positiv  ist,  so  ist  eine  Wurzel  negativ.  Die  beiden 
andern  ergeben  sich  dann: 

I.  II. 

y  =  +  a±«,  y=s+.Ä±aVIIi, 


und  sind  daher  beide,  wegen 
ii>4x,  positiv. 


und  ist  der  reelle  Theil  der  bei- 
den imaginären  Wurzeln  positiv. 


22. 


Dagegen  lassen  sich  in  der  Dauiellung  [4.  L]  Mcb  posiiive 
Werthe  von  a  und  c  und  ein  negativer  Werth  für  6  erzielen,  wenn 
man  w  negativ  annimmt.    Man  erhält  dann: 
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I.     Für  drei  reelle  Wuraeln. 

1)  +o=— (a«— a«).«o,        aLso  Ä<a,  * 

2)  — 6=— 2giw  +  ««-ft«,      „     2«iü>««  — o«, 

3)  +c=z--t€+2ü. 

Ist  io  3)  tostty   80  folgt: 

4)  +a=:--i|»  +  gla«, 

6)  +c  =  «{=y). 
Hieraus  findet  sieb: 

7)  a  =  6c  — 2c»,   also  6>2rf, 
uod  die  Wurzelwerthe  sind : 

8)  Ist  a  ^  6c  —  2c*,  so   ist  die  erste  Wurzel    ^  +  c. 

2a 

Bezeichnen  wir  die  drei  reellen  Wurzelwerthe  mit  — w,  -i-w, 
-fto,  so  erhalten  wir  als  Wurzelwerthe  flir  V  [nach  2.]: 

IS  II  IS 

+  «0  —  W,      +U> — 10,     — to— to. 

Die  Clfichnnjp  fOr  S  ergebt  sich  a«s  [|.  10)],  wen^  smaa  daf^lbsl 
—  b  für  b  schreibt.    Man  erhSlt: 

I)  0=:  +  (6c  +  a)V(c«-6).»-2e.»«  +  »» 

Ist  hier  c*^6,  also  der  CoefBcient  von  S  positiv  oder  negativ, 

so  entsprechen  dieser  Gleichung,  wegen  des  In  beiden  Fällen 
stattfindende«  sweimali^e  Zeichenwechsels,  in  Fiale  die  verge- 
legte Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  hat,  zwei  positive  und  eine 
negative  Wurzel,  daher  nifissen  die  beiden  ersteren  Wurzeln  die- 
ser dekhuag»  nämlieh: 

1        a  IS 

•4-4f— w  und    -f  fO'-^to 
positiv  sein.    Hieraus  ergiebt  sich: 

1  •  IS 

2)  fo  >  «0    und    10  >  fo, 

6* 
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d.  h.  der  absolute  Grossenwerth  der  negativeo  Wurzel  der  gege- 
beoeii  Gleichung  ist  grösser  wie  der  absolute  Grossenwerth  jeder 
der  beiden  positiven  Wurzeln. 


24. 

Die  Bedingungen  für  das  Vorbandensein  reeller  und  imaginä- 
rer Wurzeln  ergeben  sich  aus  [17.  A.  4) — 6J],  wenn  man  daselbst 
~6  fär  6  schreibt.    Man  erhält: 

1)  27a  <  .  För  eine  negative  und 

izwei  positive  reelle  Wur- 
zeln. 
-36c-2(cH36)(c- VcSpg).  Für  eine  negative  und 
zwei  gleiche  positive  re- 
elle Wurzeln. 
Fär  eine  negative  re- 
elle und  zwei  imaginäre 
Wurzeln^  deren  reelle 
Theile  positiv  sind. 

4)  Im  Falle  Gleichung  2)  stattfindet,  sind  die  drei  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung: 

-ic-fi^^HhäÄ,  -ic+i^^q:36,  -ic-;V?+3Ä. 

5)  Findet  die  Ungleichung  \  ox\  statt,  so 

ist  die  reelle  negative  Wurzel:  ^  (  — ^c— jVc*+36 

d.  h.  ihr  absoluter  Grossenwerth  ist :  ^  /  ^      ^ 


25. 
Ist  in  [21.]  a  negativ,  also  die  gegebene  Gleichung: 
0  =  — a  — fty+cy«-fy», 
80  werden  in  [21. 1.  u.  IL]  w  negativ  und  a  positiv  und  man  erhält: 

I.    För  drei  reelle  Wurzeln. 

1)  —a=— (««—««). w,       also  |i>o, 

2)  -6=-.2«tc  +  a«-.o»,    „     2ttfo>««-c«, 

3)  4-c=:-to  +  2a,  „     fc<2«. 
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II.    FOr  eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln. 

2)  —  6=— 2ato +  ««+«•,   also  2giw>o«+«*, 

3)  +c=— 10  +  2«,  „      w<2«. 

Da  hier  w  negativ  ist,   so  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  positiv. 
Die  beiden  andern  ergeben  sich : 

I.  II. 

y  =  — «±«,  '  y  =  ~«i:aV^, 


und  sind  daher,  wegen  n  >  er, 
beide  negativ. 


und  ist  der  reelle  Theil  der  bei- 
den imaginären  Wurzeln  negativ. 


26. 

I  t 

Bezeichnen  wir  die  drei  reellen  Wurzel werthe  mit  -f  w,  — w, 

8 

~to,  80  erhalten  wir  als  Wurzelwerthe  für  )$  [nach2.J: 

1  S  18  S  8 

—  tO-\-tJD,     — fD  +  W,      -f«r+to, 

also  eine  der  Wurzeln  stets  positiv. 

Die  Gleichung  f(ir  S  ergiebt  sich  aus  [1.  10)],   wenn  wir  da- 
selbst ~a  für  a  und  — 6  för  Abschreiben,  nämlich: 

1)  0  =  — (a— 6c)  +  (c«— 6).»-2c.)J«  +  »». 

Ist 

2)  o  <6c  und  c*<6, 
60  sind  die  Vorzeichen: 

+ +. 

Ist 

3)  a<6c    und   c*>6, 
80  sind  die  Vorzeichen : 

+     +     -     +. 

Die  Gleichung  in  )$  hat  daher  in  beiden  Fällen  zwei  Zeichen. 
Wechsel  und  eine  Zeichenfolge,  daher  entsprechen  Ihr  in  beiden 
Fällen,  im  Falle  die  vorgelegte  Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  hat, 
zwei  positive  und  eine  negative  Wurzel.  Mithin  Ist  auch  eine 
der  Wurzeln 
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IS  1  B 

—  10  + U>,       —tO  +  fC 

positiv,  die  andere  negativ.  Nehmen  wir  erstere  als  positiv,  letz- 
tere als  negativ,  so  folgt: 

1         s         i  a 

tO<f0,     to>to, 

d.  h.  der  absolute  Grßssenwerth  der  positiven  Wurzel  der  gege- 
benen Gleichung  liegt  zwischen  den  beiden  absoluten  Grossen* 
werthen  der  negativen  Wurzeln. 

Ist 

4)  ay  bc  und   c*<6, 

so  sind  die  Vorzeichen: 

—  -     -     +, 

und  die  Gleichung  in  )$  hat  wegen  der  zweimaligen  Zeichenfolge 
und  des  einmaligen  Zeichenwecbsels  zwei  negative  und  eine  po- 
sitive Wurzel,  daher  sind  die  Wurzeln 

1  «  1         a 

negative  Grossen,  und  «8  folgt: 

1  S  I  3 

W>ll>,      W>«0, 

d.  h.  der  absolute  Grossenvrerth  der  positiven  Wurzel  der  gege- 
benen  Gleichung  ist  grosser  wie  der  absolute  Grossenwerth  jeder 
der  beiden  negativen  Wurzeln« 

Ist 
6)  a'^bc   und    c*>A, 

so  sind  die  Vorzeichen: 

—  +     -     +. 

Die  Gleichung  in  )$  hat  daher  wegen  des  dreinfftligen  Zeichen- 
Wechsels  drei  positive  Wurzeln,  daher  sind  die  Wurzeln 

19  1  » 

—  W+fC,       — fO+IO 

positive  Grössen,    und  es  folgt: 

l  t  1  3 

to  <tO,     f0<tO, 

d.  b.  der  aliBolut«  GrOssenwerth  der  positiven  Wursel  der  gege- 
benen Gieiebung  Ist  klebev  wie  der  absolute  Grilssenwertfa  jeder 
der  beiden  negativen  Wurzeln. 
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Ist 

6)  o  =  bc, 

00  'Mi  ein  Werth  too  8  =  0,   und  die  drei  Warseln  der  gegebe- 
nen GleichuDg  sind: 

-c,     +Vb,    -V6, 

die  Gleichung  hat  daher  eine  negative  und  zwei  gleiche  entgegen- 
i;e8etste  reelle  Wuraaln. 

Ist 


7)  a^bCf  nfimlich  — a^-^^öc. 


so  ist  die  erste  Wurzel  ^  ^  c. 


27. 

bt  in  [25. 1.  3)  und  II.  3)]  wt=zü,   so  ist: 
1.  II. 

1)  -a=— «»  +  «««,        —a  =— «»—««•, 

2)  -6=  — a«— a«  — ^=-ü«  +  a«, 

3)  4.c  =  «(=.y).  •+c  =  a(=sf)- 
Aas  beiden  Darstellungen  folgt: 

4)  --aÄ-2c»  +  6c,    also  2c*>6. 

Rodet  diese  Beding]ang  statt»  so  sind  die  drei  Wurzelwerthe : 

Es  findet  sich  leicht  weiter:    Ist 

5)  _<,<_2c»+6c,   nämlich  a^2c»— *c, 

80  ist  die  positive  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ^  c. 


28. 

Die  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  reeller  «nd  imaginfi- 
ror  Wurzeln  ergeben  sich  aus  [17.  B.  4)— 6)]»  wenn  man  daselbst 
—6  fUr  6  schreibt    Man  erh&lt: 
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1)  — 27fl  <  \  Für  eine  reelle  positive 

und  zwei  imaginäre 
Wurzeln«  deren  reelle 
Theile  negativ  sind. 

2)  — 27a=  ^--36c-2(cH36)(c+V^iH36). Für  eine  reelle  positive 

und  zwei  gleiche  reelle 
negative  Wurzeln. 

3)  —  27a>  I  Für  eine  reelle  positive 

und  zwei  reelle  nega- 
tive Wurzeln. 


/ 


4)  Im  Falle  Gleichung  2)  stattfindet,  sind  die  drei  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung: 

5)  Findet  die  Ungleichung  \  ^\C  statt,  so  ist  die  reelle  posi- 
tive  Wurzel  ^  -  Jc  +  5Vc«+36. 

29. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0  =  -tt  +  6y-cy*  +  y». 

Man  erhält  dieselbe,  wenn  man  in  Gleichung  [1.  1)]  — y  ßir  y 
schreibt.  Ihre  Wurzeln  sind  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  an 
absoluter  Grosse  vollkommen  gleich  und  haben  nur  entgegenge- 
setzte Zeichen.  Wir  können  daher  Alles,  was  bereits  über  die 
Gleichung  [I.  1)]  gesagt  ist,  auf  die  vorgelegte  leicht  anwenden. 
Wir  erhalten: 

2)  Ist  6c  <o,  so  hat  die  gegebene  Gleichung  eine  positive 
reelle  Wurzel  (>  c)  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  negativ  sind. 

3)  Ist  6c  =  a,  so  sind  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

+  c,     +^r^,    -VITÄ.  [7.1)] 

4)  Ist  6c  ^c,  so  ist  die  reelle  Wurzel  ^c,  [7.  2)  3)] 

5)  Ist 
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c'         bc 

80  hat  die  Gleichuog  drei  positive  gleiche  reelle  Wurzeln.     [9.  5)] 

6)  Ist  c'<369^'so  hat  die  gegebene  Gleichung  eine  positive 
reelle  Wurzel  und  zwei  imaginäre  Wurzeln«   deren   reelle  Theile 


(  positiv   >    .    .  /.   >      .  X 

^  negativ  5  **"^»  wenn  6c  ^a  ist. 


Ist  c^  <  46,   so  ist  : 

7)  —  27a>  Für  eine  reelle  positive 

und  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  positiv  sind. 

8)  -27a=  '^ -36c+2(c»-36)(c+ Vc«^).  Für  drei  reelle  positive 

Wurzeln,  unt«rwelchen 
zwei  einander  gleich 
sind. 

9)  —  27a  <   1  FGr  drei  reelle  positive 

Wurzeln. 


10)  -27a> 


Ffir  drei  reelle  positive 
Wurzeln. 


11)  — 27a=  J-36c+2(c«-36)(c~  Vc«-36).  Fflr  drei  reelle  positive 

Wurzeln,  unter  welchen 
zwei  einander  gleich 
sind. 

12)  —27«  <  Ffir  eine  reelle  positive 

und     zwei     imaginäre 

Wurzeln,  deren  reelle 

Tbeil.  ^P^^^jT^siDd, 
<  negativ  > 

wenn  a^bc  ist. 

13)  Ist  c^>46,  so  kommen  die  Formeln  10)— 12)  in  Anwendung. 

14)  Im  Falle  die  Gleichung  <  j^^  l  stattfindet,    sind  die  drei 
Wurzein  der  gegebenen  Gleichung: 

+  ic±tVca-.36,     +ic±i^?33Ä,     +tcT5Vc«-36. 
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15)  Findet  die  OngleklNing  \  ^^  \  statt,  so  ist  die  reelle  po- 
sitive Wurzel  ^+ic+lVc*-36. 

16)  Findet  die  Ungleichung  \  *rL  >  statt»  so  ist  eine  der  drei 
positiven  Wurzeln   ^+4cT!V^c*— 3*. 


30. 

Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0=  +  a  +  6y  — cy«  +  y». 

Diese  Gleichung  wird  erhalten«  wenn  man  in  Gleichung  [18.]  — y 
far  y  schreibt.    Daher  ergiebt  sich  : 

2)  c*  <  36  (  Für  eine  negative  reelle 

^  V  und  zwei  imaginäre  Wur- 

3)  27a  >  1  j  zeln»  deren  reelle  Theile 

I  V  positiv  sind. 

4)  27a=l-3Äc+2(c«-36)(c+V^^^^^).  Für  eine  negaHve    und 

1  zwei  gleiche  pesitive  re- 

I  eile  Wurzeln. 

5)  27a  <  j  Für  eine  segatlreu*  zwei 

positive  leelle  Wurzeln. 

6)  Hat  die  Gleichung  bloss  reelle  Wurzeln,  so  ist  der  abso- 
lute Grcissenwertb  der  negativen  Wurzel  kleiner  wie  der  abso- 
lute Grossenwerth  jeder  der  beiden  pesitiven  Wurzeln. 

7)  Ist  a  =  2c'4'6c,   so  sind  die  Wurzelwerthe : 

-€,     +c±V^T6.V^=l. 

8)  Ist  a^2e^'{-be,  so  Ist  der  absolute  Grossenwerth  der 
ersteren  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  ^  c,  d.  h.  diese  Wur- 
zel ist  ^ — c. 

9)  Findet  die  Gleichung  4)  statt,  so  sind  die  drei  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichung: 
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10)  Findet  die  Dngleiebung  \  1  \  statt» 
80  ist  die  reelle  negative  Wurzel:  ^    (   +ic— j  V^c*— 36, 

d.h.  ihr  absoluter  Grussenwertb  ist:  ^    /  —     -f 

31. 


mS 


Es  sei  die  gegebene  Gleichung 

1)  0  =  -a-6y-cy«  +  y» 

Dieselbe  wird  erhalten  wenn  man  in  Gleichung  [21.]  — y  für  y 
schreibt.    Daher  ergiebt  sich  : 

2)  -~27a>  )  FOr  eine  positive  und 

zwei    negative   reelle 

Wurzeln. 
•  

3)  — 27a=  \  +36c+2(c*+36)(c-V^c*+36).  För  eine  positive  und 

zwei  gleiche  negative 
Wurzeln. 

4)  —  27a<  J  Ffir  eine  posit.  reelle 

und  zwei  imaginäre 
Wurzeln  9  deren  reelle 
Thelle   negativ  sind. 

5}  Hat  die  Gleichung  bloss  reelle  Wurzeln  ^  so  ist  der  abso- 
lute Gr5ssenwerth  der  positiven  Wurzel  grösser  wie  der  absolute 
Grussenwerth  jeder  der  beiden  negativen  Wurzeln. 

6)  Ist 

—  a  =  — 6c  +  2c». 

60  sind  die  drei  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 
—  c,    +c±V6— c« 

7)  Ist  — a^— 6c+2c',  so  ist  erstere  Wurzel  ^— c- 

8)  Findet  die  Gleichung  3)  statt,  so  sind  die  drei  Wurzeln 
der  Tergelegten  Gleichung : 

+lc-*Vc*+36,     +*c-iVF+3*,    +ic  +  jV^3+36. 

9)  Findet  die  Ungleichung  \1\  statt,  so  ist 
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die  reelle  positive  Wurzel   5  +  ic  +  5  V^c*  +  36. 

32. 
Es  sei  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0  =  +a-6y-cy«  +  y». 

Man  erhält  diese  Gleichung,   wenn   man  in  Gleichung  [25.]  —y 
für  y  schreibt.    Daher  ergiebt  sich: 

2)  27a  >  ^  Für  eine  reelle  negative 

und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln, deren  reelle  Theile 
positiv  sind. 

3)  27a=^  +36i;+2(c*+36)(c+ V  c«+36).  Fär  eine  reelle  negative 

und  zwei  gleiche  reelle 
positive  Wurzeln. 

4)  27a  <  I  Für  eine  reelle  negative 

/  und  zwei  reelle  positive 

Wurzeln. 

Sind  die  drei  Wurzel werthe  reell  und  ist: 

5)  a  <  bct 

80  liegt  der  absolute  Gr5ssenwerth  der  negativen  Wurzel  zwischen 
den  beiden  absoluten  Grussenwerthen  der  positiven  Wurzeln. 

6)  Ist  a^bc,  so  sind  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung: 

+  c,    +VA,    -VA. 

7)  Ist 

a^bc    und    c*<6, 

80  ist  der  absolute  Grössenwerth  der  negativen  Wurzel  grSsser 
wie  der  absolute  Grössenwerth  jeder  der  beiden  positiven  Wurzeln. 

8)  Ist 

a'^^bc   und  c*>6, 

so  ist  der  absolute  Grössenwerth  der  negativen  Wurzel   kleiner 
wie  der  absolute  Grössenwerth  jeder  der  beiden  positiven  Wurzeln. 

9)  Ist  a^bc,   80  ist  eine  der  Wurzeln  ^  +  c. 

10)  Ist  a  =  2e'^6c^    so  sind  die  drei  Worzelwerthe : 
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—  c,    +c  +  VT^=^«. 
11)    Ist  a  ^  2c*— 6c,  80  ist  die  reelle  negative  Wurzel  ^  —  c. 
^2)    Im  Falle  Gleiehong  3)  stattfindet,  sind  die  drei  Wurzeln : 
+  ic  +  iV7^F3Ä,     +ic  +  iV>+36,     +ic-;V^M:36. 

13)  FindetdieCngleiehung<  ^j  ^  statt, 
80  ist  die  reelle  negative  Wurzel:  ^    (  +lc--J  Vc*+3i, 

d.  h.  ihr  absoluter  Grössenwerth  ist:  ^    /  —      -|- 


33. 

Einfacher  gestalten  sich  die  Formeln  |pr  Beurthellung  der 
Wurzeln,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  so  umformt,  dass 
der  Goefficient  c  =  0  wird. 

Man  erhält  dann,  wegen  [8.  3)],  für  alle  umgeformten  Glei- 
chungen» in  welchen  6  positiv  ist,  also  fiir  die  Gleichungen  von 
der  Form: 

1)  0  =  ±«  +  6y  +  3f^ 

ineffative  / 
^...      I  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 

Theae    !  P"''"!    f  sind, 
f  negativ   ( 

Ist  die  amgeforrote  Gleichung: 

2)  0=±a-6y+y», 
80  ergiebt  sich  nach  [24.  oder  28.]: 

3)  ±27o^l:66V"36,    för  eine   reelle   J  J^sf^Te  |  ""^    '**' 

4)  ±27o=±WVS6.    rar  eine  reelle  \  JJ.'*'/^*  ^   und 

gleiche  reelle  \  ^^^i^^^  \  Wurzeln. 


zwei 
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6)    ±27a^±6ÄV36,    Wr  eine  reeUe  J  "^^^Vj^*  ^   md  awei 
iwagiDäre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile 

6)  Im  Falle  die  Gleichung  4)  stattfindet,  sind  die  drei  Wurzeln 
der  umgeformten  Gleichung: 

±*V^3S,    ±iV3A,    TJV^Sä. 

7)  Findet  die  Ungleichung  3)  statt,  so  Ist  die 

8)  Findet  die  Ungleichung  5)  statt,  so  ist  die 


34. 

A.  Ist  die  gegebene  Gleiehong: 

also  6  =  0,  so  folgt  aus  [17.  A.  4)~6)  oder  24.]  und  [29.  10)— 12) 
oder  31.]: 

2)  ±ö=0,  flir  eine  reelle  |°2ve^    Wurzel   (äTc)    und 

zwei  gleiche  reelle  Wurzeln  (jede  =rO). 

3)  iia^O,  fiir  eine  reelle    <        j..       ^   und  zwei  imaginäre 

Wurzeln,  deren  reelle  Theile  \  ..     ?  sind. 

l  negativ  ^ 

B.  Ist  aber  die  gegebene  Gleichung: 

1)  0=±aTc»*  +  y», 

so  folgt  aus  [30.  oder  32.]  und  [17.  B.  1)— 3)  oder  28.]: 

2)  ±27a^±4c»,  fSr  eine  reelle  ^  J^J*/|7e  ^  «nd  swei  reeUe 
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3)  ±  27a=  ±4c»,  für  eioe  reelle  S  ^^^/J]^  ^  und  zwei  gleiche 

reel»e  \  P^^'^^,  \  Wurzehi. 
(  negative  > 

4)  db27a^J:4c*,  filr  eine  reelle    <        ...       ?  nnd  zwei  imagi- 

näre Wnrzdo,  deren  reelle  Theile  <  nß««««  c 
sind. 

5)  Im  Falle  Gleichnng  3)  stattfindet,  sind  die  drei  Wurzeln 
der  gegebenen  Gleichnng: 

±!e,    dbJe,    Tic. 

6)  Findet  die  Ungleichung  2)  statt,  so  ist  die 

reelle  5  ""Sf;'^"  t Wurzel  >Tic. 

( positive  7  •  ^  ■  ^ 

7)  Findet  die  Ungleichung  4)  statt,  so  ist  die 


36. 

Wenden  wir  die  bisiier  aargeatellten  Regeln  auf  einige  Zahlen- 
Mspielc  an.    Es  sei  gegeben-: 

b  e 

und  diese  Isleichung  in  Bezug  auf  ihre  Wurzeln  zu  heurtfaeilen. 

A.  1)  Da  hier  cS>36,  nämlich  %16>240,  ist,  so  liegt  die  Mög- 
lichkeit dreier  reeller  Wurzeln  vor.  Da  femer  c^<46,  näm- 
lich 256<320,  isty  so  kommen  fSr  -f  a  die  Formeln  [17.  A.] 
in  Betracht  und  man  erhält: 

2)  a<;118^,  filr  eine  reelle  negative  Wurzel,  >— 2}  [17.  8)] 

und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile 
negativ  sind; 

3)  asIlSif,  fiar  drei  reelle  negative  Wurzeln,  unter  welchen 

zwei  einander  gleich  sind.    Die  Wurzeln  sind: 

-6§,    -6S,    -2;        [17.  A.  7)]; 

4)  a>l]8v$,  fflr  drei  reelle . negative  Wurzeln,  die  eine  der- 

selben ist  <— 2^    [17.  9)]; 
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5)  a<128,      för  drei  reelle   negative  Wurzeln»  die  eine  der- 

selben ist  >  —8.    [17.  9)]. 

6)  a  =  128^     für  drei  reelle  negative  Wurzeln,  unter  welcbeo 

zwei  einander  gleich  sind.     Die  Wurzein  sind: 
-4,    ^4,    -8.        [17.  A.  7)]; 

7)  a>l28,     fflr  eine  reelle  negative  Wurzel,   <  — 8,  [17.  8)] 

und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle  Theile 

^  JofSr^  sind,  wenn  a^l280  ist.     Ist: 

8)  a<]28Ü,    so  ist  die  reelle  Wurzel  >— 16.    Ist: 

9)  a  =  1280,    so  sind  die  drei  Wurzelwerthe: 

-16,     +V^=^,     -V^=:8Ö.        [7.1)]. 
Ist: 

10)  a>1280,    so  ist  die  reelle  Wurzel  <  — 16. 

Die  vorgelegte  Gleichung  liefert  mithin  fiir  alle  positiven 
Werthevona^  welche  zwischen  llS^y  und  128  liegen,  diese 
Werthe  mit  eingeschlossen,  drei  reelle  Wurzeln. 

FQr   —  a   kommen  von   den  Formein  [17.  B.]  nur  die 
1)  in  Anwendung.    Man  erhält: 

11)  —  a<4-118iT,  daher   hat  die  gegebene  Gleichung  fBr  ein 

negatives  a  stets  eine  reelle  positive  Wurzel 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  negativ  sind.     Ist: 

12)  — a>— 9472,    so  Ist  die  reelle  Wurzel  <+16.  [19.  5)].    Ist: 

13)  — a  =— 9472,    so    sind    die    drei    Wurzeln:     -t-16, 

-16±V^^336.     Ist: 

14)  —  a<— 9472,    so  ist  die  reelle  Wurzel  <-(-16. 

B.    Befreit  man   die   gegebene    Gleichung   von   dem   Gliede 

4-1%^  und  setzt  zu  dem   Ende  y^—^-^-x,  so   erhält  man  die 
transformirte  Gleichung: 

^      , .         3328,     16    ^    3 

und  hieraus: 


^  C  _l_  19fi  £.  _■_ 


-1-128 
118W' 
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als  Grenzwertbe  fSr  drei  reelle  Warzeln  der  vorgelegten  Glei- 
chungy  worans  zagleich  berrorgebt,  das«  bierfür  ein  negativer 
Wertb  von  a  nicht  stattfiden  könne. 


36. 
£6  sei  die  Glercbung: 

b  e 

in  Bezog  auf  ihre  Wurzeln  zu  beurtheilen. 

A.  Hier  ist  g'>46,  nämlich  441>3969  es  kommen  daher 
bezuglich  der  Bestimmung  der  Grenzwerthe  fQr  drei  reelle  Wur- 
zeln die  Formeln  in  [30.  und  29.  10)  — 12)]  in  Anwendung.  Man 
erhält,  ist: 

1)  -|-a>  -1-20601,  so  ist  die   reelle  negative  Wurzel  <— 21, 

d.h.  es  ist  ihr  absoluter  Werth  >2].  [30.  8)]; 

2)  -fa=:-f  20601,  so    sind   die    drei   Wurzeln:   —21, 

+  21  ±v^:::54ö; 

3)  -f  <i  < -f  20601 ,  so  ist  die  reelle  negative  Wurzel  >-— 21, 

d.  h.  es  ist  ihr  absoluter  Werth  <21. 
Ferner  ist: 

4)  -fa>-f  121,       für  eine  negative  Wurzel   <-l  [30.  10)] 

und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  positiv  sind. 

5)  -f  o  =  4-121,       für  eine  negative  und  zwei  gleiche  positive 

reelle  Wurzeln.    Diese  Wurzeln  sind: 

+  11,    +11,    -1        [30.  9)J; 

6)  +a<  +  121,       filr  eine  negative  Wurzel   >— 1  [30.  10)] 

und  zwei  positive  reelle  Wurzeln;  der  ab- 
solute Wertb  der  negativen  Wurzel  1^ 
kleiner  wie  der  absolute  Werth  jeder  der 
positiven  Wurzeln.    Ist: 

7)  db  o  =  0>  80  ist  ein  Wertb  von  ^  =  0. 

8)  —  a>  — 136,       für  drei  reelle  positive  Wurzeln,  die  eine 

derselben  ist  <  + 15.    [29.  16)]; 

Theil  XLl.  7 
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9)  —  a  =  — 135,  fiir  drei  reelle  positive  Würieln,  tinter  wet* 
chen  zwei  einander  gleich  sind.  Diese 
Wurzeln  sind:  +3,  +3,  +15.      [29.  14)]: 

10)  —  a<  — 135,      für    eine    reelle    positive    Wurzel    >  + 15 

[29.    15)]    und    ^wei    imaginäre    Wurzeln, 

deren  reelle  Theile  \^       ..    >  sind,  wenn 
die  absolute  Grosse  von  o^2079  ist.     Ist: 

11)  —a> — 2079,    so   ist  die  reelle  positive  Wurzel  <21 ;  ist: 


12)  — a=— 2079,    so  sind  die  drei  Wurzeln:  +21,  dbV— 99, 

und  ist: 

13)  -a<  — 2079,     so  ist  die  reelle  positive  Wurzel  >2I. 

B.  Befreit  man  die  gegebene  Gleichung  von  dem  Gliede 
— 21^^,  und  setzt  zu  dem  Ende  ^  =  7  +  ar,  so  erhält  man  die 
transformirte  Gleichung: 

0=(±a  +  7)— 48a?+rr3 

und  hieraus  nach  [33.  3)  und  4)]: 

.     $<  +  121         .     ,  ^  +  121 

±«J>-135    "»^    ±«  =  J-135 

als    Grenzbestimmung  für    drei    reelle   Wurzeln   der  vorgelegten 
Gleichung. 

37. 
Es  sei  die  Gleichung: 

0  =  ±a-29y+2y«  +  y» 

h  e 

in  Bezug  auf  ihre  Wurzeln  zu  beurtheilen. 

Hier  kommen  zur  Bestimmung  der  Grenzwerthe  für  drei  reelle 
Wurzeln  die  Formeln  [24.  und  28.]  in  Anwendung.    Man  erhält: 
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^)     +«>  1  /ör  eine  negative  reelle  Warzel 

<— 7,026....  [24.  5)]  und  zwei 
imaginäre  Warzeln,  deren  reelle 
Theiie  positiv  sind. 

2)  +ö=:  J 44,376642465879....  fsr    eine    negative    und    zwei 

gleiche  positive  reelle  Wurzeln. 
Diese  Wurzeln  sind: 

+  2,613130671389.... 
+  2,613130671389.... 
-7,026261342778.... 

[24.  4.]; 

3)  +  a  <  j  für  eilte  reelle  negative  Wurzel 

>  -7,026....  [24.  5)]  und  zwei 
reelle  positive  Wurzeln.    Ist: 

4)  dba  =  0,  so  ist  ein  Werth  von  ^=0 

ö)     —  fl>l  für  eine  reelle  positive  Wurzel 

<  +5,692....  [28.  6)]  und  zwei 
reelle  negative  Wurzeln; 

6)     ~a=[ -84,228494317731...  für    eine    reelle   positive    und 

zwei  gleiche  reelle  negative 
Wurzeln.    Diese  Wurzeln  sind: 

—  3,846464004723.... 
-3,846464004723.... 
+  5,692928009446.... 

[28.  4)J; 

')     ~"^^j  für  eine  reelle  positive  Wurzel 

>  5,692 [28.  5)]    und    zwei 

imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theiie  negativ  sind. 

8)  Im  Falle  2)  und  3)  ist  der  absolute  Grössenwerth  der 
negativen  Wurzel  stets  grösser  wie  der  absolute  Grössen- 
werth jeder  der  beiden  positiven  Wurzein  [23]. 

9)  Im  Falle  6)  liegt ,  wenn  der  absolute  Grössenwerth  von 
a<58,  also  — a>— 58  ist,  der  absolute  Grössenwerth  der 
positiven  Wurzel  zwischen  den  beiden  absoluten  Grössen- 
werthen  der  negativen  Wurzeln  [26.  2)  und  3)]. 
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10)  Ist  aber  der  absolute  Grossen werth  von  a>58,  also 
— a< — 68,  (wie  in  6)),  so  ist  der  absolute  Grossen werth 
der  positiven  Wurzel  grosser  wie  der  absolute  Grossen- 
wertb  jeder  der  beiden  negativen  Wurzeln  [23.]. 

11)  Ist  +a=+42,  80  sind  die  drei  Wurzeln:  +2,  — 2±5. 

[22,  7)J. 

12)  Ist  +a^  +42,  80  ist  die  erste  Wurzel  ^  +2.      [22.  8)]. 

13)  Ist  --a=— 58,  80  sind  die  drei  Wurzeln:  —2,  i  V^. 

[26.  6)]. 

14)  Ist  -a5— 58.  80  ist  die  erste  Wurzel  ^—2.      [26.  7)]. 


38. 
Es  sei  die  gegebene  Gleichung 

0=  +  a+12y  +  6y2  +  y» 

6  e 

in  Bezug  auf  ihre  Wurzeln  zu  beurtheilen. 

Für  dieselbe  ist  0^  =  36,  nämlich  6«  =  3. 12,  daher  fallen  hier 
die  Gleichungen  [17.  A.  2)  und  5)]  zusammen  und  die  gegebene 
Gleichung  hat  nur  filr  den  Fall,  dass 

1)  +a  =  ^^=8 

ist,  drei  reelle  und  zwar  negative  Wurzeln. 

Ffir  diesen  Fall  sind  aber  auch  die  drei  Wnrzelwerthe,  nach 
[9.  5)]  einander  vollkommen  gleich,  also  jede  =  —  2. 

2)  Die  Wurzeln  selbst  sind  nach  [9.  8)] 

y  =  -2  — 4^^^:270—216, 
y=-2+jV"±27a-2l6.[lJ:V"^]. 

3)  Ist    +a^72,  so  ist  die  reelle  Wurzel  ^—6,  [7.  3)]  und 

C  ncGrativ  ) 
die  reellen  Theile  der  imaginären  Wurzeln  sind  \        ...    ^ 

4)  Ist — a= — 504,  80  sind  die  Wnrzelwerthe :  +6,  — 6±4V— 3, 

[18.  4)]. 
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5)    Ist  -a^— 504,  so  ist  die  reelle  Wurzel  ^-f  6.     [19.  5)]. 


39. 
Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 


h  e 


ZU  beortheilen. 


Zur  Bestimmung  der  Grenzwerthe  für  drei  reelle  Wurzeln 
u.  s.  w.  kommen  für  diese  Gleichung  die  Formeln  [32.  und  31.] 
in  Anwendung.    Man  erhält: 

1)  +  a  >  4-  48»  für  eine  reelle  negative  Wurzel  <— 3  [32.  13)] 
und  zwei  imaginäre  Wurzeln,  deren  reelle 
Theile  positiv  sind. 

t2)  -|-a=:-i-48,  für  eine  reelle  negative  und  zwei  gleiche 
reelle  positive  Wurzeln.  Diese  Wurzeln 
sind:  +4,  +4,  —3.    [32.  12)]. 

3)  4-a<-|-48,    für  eine  reelle  negative  Wurzel   >— 3  [32. 

13)]  und  zwei  reelle  positive  Wurzeln.     Für 

4)  ^a>+40     ist,   weil    25>24  ist,  [32.  8)]  der  absolute 

G rossen werth  der  negativen  Wurzel  kleiner 
wie  der  absolute  Grossenwerth  jeder  der 
beiden  positiven  Wurzeln.     Für 

5)  4-a=-|-40     sind  die  Wurzeln:  H-5>  db2V2,  [32.  6)].    Für 

5)  -|-  a  <  -f  40  liegt  der  absolute  Grossenwerth  der  nega- 
tiven Wurzel  zwischen  den  beiden  absoluten 
Grössenwerthen  der  positiven  Wurzeln.  [32. 
5)].     Für 

7)  +a^  +  ^     wt  eine  der  WVzeln   ^+5,  [32.  9)].    Man 

erhält  weiter 

8)  _a>— 21?,  für  eine  reelle  positive  Wurzel  <6i  [31.  9)] 

und  zwei  reelle  negative  Wurzeln. 

Die  positive  Wurzel  ist  griisser  wie  der 
absolute  Werth  jeder  der  beiden  negativen 
Wurzeln. 

9)  —  a= — 2It»  für  eine  positive  und  zwei  gleiche  negative 
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reelle   Warzeln.     Diese  Wurzeln  sind:   —%, 
-S,  +(H.    [31.  8)]. 

10)  —  a<— 2}?,  für  eine  positive  Wurzel  >6l  [31.  9)]  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln«  deren  reelle  Theile 
negativ  sind. 


40. 
Es  seien  die  Wurzeln  der  Gleichung 


h  c 


zu  beurtheilen. 


J)  Da  für  diese  Gleichung  c^<36»  nämlich  4<15»  ist,  so  hat 
sie,  welchen  Werth  auch  a  haben  mag,  stets  zwei  imagi- 
näre Wurzeln. 

2)  Ist  a  positiv^  so  ist  die  reelle  Wurzel  negativ  und  die  reellen 
Theile  der  imaginären  Wurzeln  sind  positiv.    Ist 

3)  +a>  +26,  so  ist  die  reelle  Wurzel  <— 2.     [30.  8)].    Ist 

4)  +a  =  +  26,  so  sind  die  drei  Wurzeln:  —2,  +2±3V^. 

[30.  7)]. 

5)  +  fl  <  +26,  so  Ist  die  reelle  Wurzel  >  —  2,     [30.  8)]. 

6)  —  a>  — 10,  so  ist  die  reelle  Wurzel  <2,  und  die  reellen 

Theile    der    imaginären  Wurzeln   sind  positiv, 
(29.  4)]. 

7)  — a  =  — 10,  so   sind   die    drei    Wutteln:    +2,  ±V^1Ö, 

[29.  »)]. 

8)  —  fl<  — 10,  80  ist  die  reelle  Wurzel  >2,  und  die  reellen 

Theile  der  imaginären  Wurzeln   sind  negativ- 
[29.  4)]. 

Die  zweite  Abtheilung  dieser  Abhandlung  folgt  in  einem  der 
nächsten  Hefte. 
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VII. 

Uebungsaafgaben  für  Schüler. 


Von    dem   Herausgeber. 

lo  einem  Briefe  (Berlin  d.  9.  Juni  1750)  *)  theilt  EuJ er  Gold- 
bach folgende  »»Theoremata^'  mit,  deren  Bev^eise,  wie  es  mir 
scheint ,  auf  Schulen  zweckmässig  als  leichte  Uebungen  für  An- 
sager in  der  Buchstabenrechnung  benutzt  werden  können,  uud 
die  auch  sonst  nicht  ohne  Interesse  sind. 

1.  Für  a-f  6-|-c=3m  ist 

a«  +  A« + c«  =  (2m — a)«  +  (2m  -  6)«  +  (2m  -  c)« 

2.  Für  a  +  6  +  2c=:3m  ist 

a*  +  6«  +  c«  =  (m— a)«  +  (m— A)*  +  (2m  -  c)«. 

3.  Fär  a-t-26-|-2c  =  9m   ist 

a«+6«  +  c«  =  (2m—a)a  +  (4m— Ä)2  +  (4m— c)« 

4.  Für  a-f 6-f3c  =  ]]m  ist 

a«+Ä«  +  c«=(2m-.a)«+(2m-6)«  +  (öm-c)«. 

5.  Für  a  +  26  +  3c  =  7m  ist 

a«  +  6a  +  c«=(m— a)a+(2m~A)«+(3m— c)« 

6.  Für  2a-f  26-|-3c=]7m  ist 

fl*+Ä«  +  c«  =  (4m~r7)«  +  (4m~6)«  +  (6m-c)«. 

7.  Für  a -f  36 -|-3c  =  19m  ist 

a«+6a+ca=:(2m— a)«+(6m~6)«+(6m~c)« 


*)  Corrö«pondance  math^matiqiie  et  physique  de  quel- 
<inei  cölöbres  Göom^tres  du  XVIll^>n«  siöcle,  publice  par  P. 
H.  Fata.     Tome  I.    St.-P^tersbonrg.  1843.     p.  515. 
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8.    Ffir  2a  -I-  36  +  3o=  lim  ist 

fl»  +  6«  +  c«  =  {2m  -  a)«  +  (3m— 6)«  +  (3m— c)«. 


9.  Für  a-l-6-l-c-f  <{==2m  ist 

a«+6«  +  c«  +  d*  =  (m— a)«  +  (m-6)«+(m— c)«  +  (m— d)* 

10.  Für  a  +  6  +  c  +  2d  =  7m  ist 

a«  +  6«+c*+d*=(2m— a)«+(2m--6)«+(2m— c)«+(4m-i/)« 

11.  Für  a-f  64-2c-f  2<2  =  5m  ist 

o«  +  6«  +  c»  +  d«  =  (m-a)«  +  (m— 6)«  +  (2m-c)a  +  (2m— d)« 

12.  FCir  a  +  26  -h  2c  -t-  2d  =  13m  ist 

a«+6«+c«  +  d«=(2m— a)«+(4m— 6)«  +  (4m— c)«+(4ot— d)«. 


13.  Für  a  +  6  +  c  +  d  +  ß  =  5m  ist 

a*+**+c«+d»  +  c* 
'  =(2m— a)«  +  (2m  — 6)«  +  (2m— c)«  +  (2m-d)«  +  (2m— e)«. 

14.  Für  a  +  6  +  c+d  +  2c  =  4m  ist 

a«  +  6*+c2  +  d*+c« 

=  im-^a)^  +  (m— 6)«  +  (m  -  c)«  +  (m— d)«  +  (2m— 6)«. 


In  anderen   Briefen    theilt  GoJdbach   Euler  u.  A.    folgende 
,/rheoreniata"  mit: 

15.  Es  ist 

i3«+r*+(3d-/3-y)*=(2<J-P)«+(2<J--y)*  +  (d-P-r)«. 

16.  Es  ist 

«*f/5»+y«  +  («+/5+y+2d)«=(a+j3+ty)«+(«+y+Ä)»  +  (^+y+Ä)H^ 
=  («  +  ^)*  + (?+*)»+ (y  +  ^»  +  («  +  /5  +  y  +  d)». 

17.  -Es  ist 

\ +  (T2p9«T2pyg  +  (2yy-yy)y)>       \ 

(pp  +  ^qq)* 

=  «»  +  /J*+y*. 
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18.    Wenn  a«  +  6*  +  c»  =  Sin  +  3  ist ,  so  ist 

4:4 ■•         474        +     '    4.4 + 474 =2m+l, 

„und"  ^  fügt  Goldbacb  hinzu  —  „vrenn  man  3  statt  )   setzet, 
80  kommen  vier  quadrata  =27}i-f  3  heraus/' 


M  i  s  c  6  1  1  e  n. 

Von  dem  Herausgeber. 


Nach  einer  Mittheilung  des  Herrn  Doctor  Lindman  in 
Strengnäs  (Archiv,  Tb.  XL.  S.  515.)  rührt  die  gewöhnlich  nach 
Jerrard  benannte  wichtige  Transformation  der  Gleichungen  des 
fänften  Grades  ursprGnglich  von  dem  schwedischen  Mathematiker 

Erland    Samuel    Bring 
her,  der  Professor  Historiarum  an  der  Universität  in  Lund  war; 
diese  Transformation   ist  also    unbedingt   eine 
scbwediielfte   Krftndiiifty 
und    fortan 

die  Bring'sche  Transformation    der  Gleichungen 

des  fünften  Grades 
zu  nennen.  In  Ofversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-Akademiens 
Forhandlingar.  irg.  18.  —  1861.  —  Nr.  7.  p.  317— p.  356, 
also  bereits  vor  zwei  Jahren,  hat  Herr  Professor  Hill  in  Lund 
die  Verdienste  des  trefflichen  Bring  ausfQhrlicher  gewürdigt  und 
seine  Arbeit  mit  vielen  buchst  lehrreichen  eigenen  Bemerkungen 
begleitet  in  dem  lesenswerthen  Aufsatze:  „Nägra  ord  om  Er- 
land Sam*  Brings  reduction  af  5:te  gradens  equatidn. 
~  Af  C.  Hill.  (Meddeladt  den  11. September  1861.) 

Der  vollständige  Titel  der  seltenen  Schrift  Brings  ist: 

B.  cum  D.  Meletemata  quaedam  mathematica  circa  trans- 
formationem  aequationum  algebraicarum ,  qnae  consent. 
Ampliss.  Facult  Philos.  in  Regia  Academia  Carolina  Prae- 
side  D.  Erland  Sa m.  Bring,  Hist.  Profess.  Reg.  &  Ord. 
publico  Eruditorum  Examini  modeste  subjicit  Sven  Gu- 
staf Sommeiius,    Stipendiarius  Regius  &  Paimcreutzia- 

7* 
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MUctUen. 


uns   LiudenBis.     Die  xIt  DecemiK  MDCCLXXXVI.    L 

Q.  S.  —  Lundae,  tjpis  Berlin^anis. 


H. 


und  es  macht  mir  besondere  Freude,  aus  derselben»  als  ein  "wich- 
tiges historisches  Docuroent,  die  hierher  gehörenden  Paragraphen 
im  Nachstehenden  vollständig  mittbeilen  und  im  Archiv  aufbe- 
wahren zu  können. 


8.  vii. 

Ab  aequationibus  quibuscunque  cubicis  prout  nobis  libitum 
fuerit  transformatis  ad  aequationes  biquadraticas  mediante  aequa- 
tione  quadratica  similiter  transformandas  pede  inoffeuso  progredi 
licet 

Sit  igitvr' proposita  haec  aequatio  z^-fni^-fp^-f  921=0=  il, 
in  qua  exulat  terminus  secundus,  ne  majoribus,  quam  omnino 
dptts  est»  preroatur  res  difficultatibus.  Quod  si  secnndus  tenninns 
adfuerit  certe  eum  expellere  haud  mediocre  operae  pretium  erit 

Sit  aequatio  subsidiaria  t^-f^'+^-l-y  =0  =  B;  post  extermi- 
natam  litteram  %  erit 


-2n 


y^ 


+  6a«— 6ita 


+4a' — 6na* 


y«  H-2n«-f49.a 
-f6/7a6+2n6*o 
— np6+2ii9f  +  p* 


+  «*— 2ita»+ii«+27.  a« 


+  3pÄa« + »i6«a«—2«7 +;!>».  a 
— pnba  —  Aqb'^a  —  pb^a 
+  96* + nqb"^ — 96/1+  9« 


=  0  =  C. 


In  hac  aequatione  facillimo  negotio  ezpelluntur  terminus  2:dus  & 
tertinsy  si  ponatur 

l:mo  4a^2it  =  Osiveasi^ft 


3it« 


2:do    ii6«+3/>6+ii«+29-^=:a 
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Verum  Jaoge  froetuosior  videtnr  exterainatio  2:dt  et  4:tt  teiminf» 
cam  per  eam  aequatio  biquadratica  in  qaadraticam  abeAt  fadllia»»- 
que  resolvatur.  Ad  rem  eo  faciliorem  reddendam  com  ex  iis» 
qaae  proxime  antecedunt,  constet,  quomodo  extermiDentur  termi- 
nas  2:du8  et  3:tia8^  ponamus  hanc  exterminationem  jam  dudum 
factam  esse.    Dt  sie  baec  aequatio  propo^ita 

Sit  insuper  aequatio  subsldiaria  ut  supra 


post  exterminatam  litteram  z  erit 

y*+4ay*+6a«+3p6 
+2? 


y 


+  4a'+  iqa 

+  ci*  +  29a«+3/?Äo« 

•\^qb^^fj|pb^^q^ 

In  qua  aequatione  si  ponatur  a=0  nee  noo 

-p6»-4^6«+p«  =  0=:/> 

oecease  est  fore  ut  evanescant  terminus  aeeundus  et  quartus;  Quo 
Sit  ut  baec  aequatio  formaliter  adbuc  biquadratica  C  fiat  matetla- 
liter  quadratica. 

Vaior  Igitur  rs  b  cum  facile  innotescat  resolvendo  aequatio- 
nem  cubicam  D,  nee  non  valor  xs  y  noscatur  post  peractam  reso- 
latiooem  aequationis  quadraticae  C,  non  potest  amplius  ignorari 
valor  THZt  qui  e  tenebris  suis  eruitur,  nbi  aequatio  quadratica  B 
resolvatuT.    Q.  E.  F. 


§.  VIH. 

Quod  si  quis  terminum  tertlum  et  quartum  exterminatos  vo- 
laerit,  incurritur  quidem  in  diflficultateip  quandam  primo  intuitu 
haud  ita  levem  et  exiguam,  quin  nos  valde  soHicitare  debeat;  Im* 
primis  cum  vereri  possimus,  ne  bujusmodi  diflieiiltates  in  trans- 
ibrmandis  aequationibns  altioris  praesertim  dignitatis  saepissime 
locam  inveniant,  sintque  ad  expellendum  tertium»  quartum  cete- 
roaque  termlnes  forsitan    insuperabili    nonnunqvam   impedimento. 
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Scilicet  ad  exterminationem  simaltaDeam  tertii  et  quarti  termini 
aequatioois  biquadraticae  requiritur^  ut  sit 

l:mo  6a«  +  3;>6+29  =  08ive6= 3—^' 

2:do  4a»+4^a  +  6p6a— p6»— 496«+p»  =  0. 

Ex  quibus  ubi  exterminetur  sive  littera  a  sive  littera  6,  proficis- 
citur  inde  aeqaatio  quaedam,  in  qua  alteratra  harum  Utterarum 
ad  majorem  dignitatis  gradum  evecta  sit  quam  z  sive  quantitas 
iDcognita  in  aeqaatione  proposita»  ut  hoc  modo  ad  resolvendam 
aequationem  minoris  dignitatis  opus  nobis  sit  resolutione  aeqaatio- 
nis  difficilioris^  sicque  malura  in  pejus  ruat. 

Qualiscunque  autem  haec  difficuitas  in  ceteris  aequationibns 
fatura  sit,  certum  est»  illam  in  praesenti  occasione  facile  toili 
posse.  Nam  si  in  aequatione  biquadratica  proposita  primo  exter- 
minentur  terminus  2:dus  et  3:tius,  quam  exterminationem  possibi- 
lem  esse  vidimus,  et  transformatio  deinde  instituatur  reciproca, 
nemo  est  Matbematicorum  quin  concedat  hoc  modo  exoriri  aequa- 
tionem biquadraticara  orliam  et  3:tio  et  4:to  termino,  Q.  E.  F. 
De  reliquo^  ut  nemo  non  luculentissime  videt,  omnes  aequationem 
cujuscunque  dignitatis  posse  mediante  aequatione  quadratica  trans- 
formari  in  aliam,  in  qua  una  cum  2:do  termino  evanescat  sive 
tertius  terminus,  posita  possibilitate  resolutionis  aequationis  qua- 
draticae  sive  4:tus  terminus,  posita  possibilitate  resolutionis  aequa- 
tionis cubicae,  et  sie  porro,  ita  neminem  dubitare  credo,  quin 
generaliter  ope  hujus  transformationis  nunquam  plures  quam  duo 
termini  insimul  evanescentes  fieri  possint. 


§.  IX. 

Dt  igitur  in  aequatione  quadam  exterminentur  tres  termini, 
videt  quilibet  oportere,  ut  aequatio  mediatrix  minimum  sit  3:tiae 
dignitatis. 

Sit  igitur  aequatio  biquadratica  proposita 
et  sit  aequatio  subsidiaria 
post  explosam  litteram  2  erit 
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y 


=  o  =  c. 


— Spr    +3p6c  +  4y%« +4yc«o  +  6/>6co 

— 4yc6*— 3p«c6 
— 5p96  +  4y*c 

+  o*— 3pa«+3p«o« 

+  29c*a«  +  4y6a«  +  3p6coa 

+ p^c*  a — SpHca  —  p'a 

+  p*c'a — 496^ca + Aq^ca 

—  6pqba  —pb^a 

+  qb*+3pqcb^+2q^b^ 

— pqbc^  —  4^*c*6  +  p^qb 

Ad  ezterminaDclam  omnes  tres  terminos  interroedios  hujus  aequa- 
tionis  C,  post  calcalos  rite  subductos  nemo  non  videt  requiri  ut  sit 

l:mo,  a=  3 T> 

2:do,  24p6c+16jc«+3296— 3p«  =  0=£;, 

3:tio,  — 2p6»  -896ac+2pM-3p«6c+4p5rc«— 6py6 

Qaod   81  aequationlbus  E  et  F  ezterminetur   6   exoritar    haec 
aeqaatio 


+  24p» 
— ö.iBpy» 


+  7 .  2ip*q       +  540 .  24p  V«* 
—  8.161/4         +  180.24p«    I  ^ 

+  500.32pVr 
+945.16p«9l  ^+15.32.36^V| 
+400. 32p^r* +4.32^»  \ 


+  7.32p  V 
— 27p7 


=  0='G. 


Qnae  aeqaatio  G  est  seztae  dignitatis.  Est  quidem  verum^  potuisse 
litteram  6  retineri  ezterminando  ex  aequationibas  E  et  F  litteram 
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c:  Verumenimvero  nee  io  hoc  ca»H  exoritvr  quaedam  aequatio 
miooris  cujusdam  dignitatis,  Credi  forsitau  poteat  heic  non  adesse 
niai  speciem  quandam  sextae  dignitatis»  revera  autem  sub  hac 
forma  latere  aequationem  qaandam  minoris  dignitatis,  Inprimis 
cam  FIX  intelligatur  quomodo  ezpressio  radicis  aequationis  biqua- 
draticae  contineri  possit  expressioiiem  radicis  aequationis  sextae 
dignitatis.  Quicquid  autein  sit,  ad  expeilendos  omnes  in  aeqna- 
tione  biquadratica  terminos  intermedios  videtur  opus  esse  resola- 
tionem  aequationis  «extae  dignitatis.  Est  haec  difficuitas  eadeni, 
quam  antea  in  §  8  coiDmemora?imus,  cui  autem  tollendae  eadem 
non  sufficit  medicina,  ac  quae  in  loeo  citato  adhibita  fuerit.  Uanc 
autem  difScuItatem  in  exterminandis  cujusdam  aequationis  tribus 
terminis  baud  semper  esse  invincibilem  infra  videbimus. 


y» 


Sit  aequatio  proposita 

in  qua  exuiat  et  2:dus  et  3:tius  teiminus. 
Sit  aequatio  subsidiaria 

24+d2»+C2«+6z+o+y  =  0  =  Ä 
Cxterminetur  littera  z  erit 

^-Spd       I      -{-^bc-i-iqbd+f^^ 
-4^+6ar     +29ca+ßrcd— 3p«c 

+  6g^^4pr+ipgd+Zp^d^ 
—  12p<£a— 16^0+ 10a» 

— />6»— 4^6«c— 5r6*rf+3pW+^6ca+1296rfci 
—  6r6c*— 3p«6cd+2pj6c— 5p5'6d»+16r6a 
+  pr—Sg^.  bd  —  llrj— 3p».6  +690*0  +  Ureda 
+p«c»  +;i9c»d+8rp— 49«.c*— 9p*ca  +  l%q^a 
+  49*  — 7pr.  cd» — 2jr+3p'.  crf—  12pro-f  Kpqda 
+  2p*^+5r».  c  —p^+ Srq .  d» + 9p^d^a 
— 5P«+5r«.d«— pj«  +  i7»«.d-18pda« 
+  p*— 4y»+8rpy+  lOo»— 24ya« 

In  qua  aeqoatione  C  praetermittantur  6;tiis  el  6:tus  tennfams«  evm 


ya+&c:=0=C 
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de  illis  nondum  qnaeratar:  StA  in  extermiDando  terminum  2:dain> 
tertium  et  quartum  videt  qoilibet  oportere 


l:mo 


2:do 


.3E^  =  0=D, 


15/?6c+20^6<i+25r6+  10^c«+25rcrf— 15p«c 
—  3jti*d«  —  "IZpqd  -  2y«  — 20r/> 


=  0  =  JE 


nee  non  tertio  oportere  co^fücientem  qaarti  termini  etiam  esse 
aequatera  nihilo,  quae  aequatio  apelletur  F. 

Qood  81  in  hac  aequatione  F  in  locam  tn  a  ponatur  ejas  valor 

-^—g — -9  nemo  non  videt,  litteras  6,  c  ei  d  per  hanc  substitu- 

tionem  band  evehi  ad  majorem  dignitatis  gradum  ac  antea.  Dbi 
antem  ex  aequationibus  E  ei  F  ezterminetur  sive  6>  sive  c  sive 
d  aon  potest  non  exoriri  aequatio  qaaedam  sextae  dignitatis,  quae 
forsifan  nee  hanc  formam  mentitur,  nee  ad  minorem  gradum  ullo 
modo  detrudi  potest.  Attameo  hujus  quantaecanque  difBcultatis 
remorendae  quaedam  band  usque  adeo  tenuis  spes  ostenditnr. 


§.  XI. 

Si  in  aequatione  £,  quae  revera  ooo  est  aliud,  quam  tertius 
terminns  aequationis  C,  in  quo  io   locum  tu  a  sostitutus  est  ejus 

valor    '     g — *,  ponatur 

i'ssad  +  i      oec  non      c=!=d+y 

mutabitur  baec  aequatio  E  in  hanc  aequationem 


+  15p -1-209.« 

— Sp^  +  lOy 

+  25r 


+  \5pa  +  '20q  +  26r.Y 

d^  +I5p^20g.t 

+25ra-16/i*-23p^ 


+  109y« 
+  15;?f-15;?«.y 
+26rt— 2ya-2rp 


=  0=G. 


Qood  si  ponatur 


3p«— 10y--26r 
—       Kp^20g 


et 
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,      J5poy-25r«-209y-25i7+15p«+23M 

*-                           15p +  Wq 
nec  non 

10»y»-15p«        +25r£ 
+  16p£   ^-V 
— 2rp 

=  0. 

Videt  qoilibet  ad  inveniendum  valores  tmv  i  et  y  non  opus  e«se 
resolutione  cujusdam  alius  aeqaationis  quam  qaae  est  qnadratica. 
Facillimo  igitur  negotio  detectis  valoribas  rov  a,  {;  et  y  nec  dod 
postea  substitutis  in  sua  loca  in  aequatione  Cr,  non  potest  non 
evanescere  tota  haec  aequatio  G,  altero  termino  destruente  alte- 
rum,  quo  Bit»  ut  in  aequatione  C  totus  etiam  evanescat  terminns 
tertius. 

Hi8  peractis  substituamns  in  termino  quarto  ejusdem  aeqaa- 

tionis  C  In  locum  w  a  ejus  valorem  — -g — -    nec   non    in    locum 

t8  b  ejus  valorem  ad-\'i  quin  etiam  in  locum  tu  c  ejus  valorem 
d+y;  scilicet  litteris  a,  ^  et  y  ita  determinatis ,  ut  illas  determi- 
nandas  ease  nuper  antea  observatum  est,  non  potest  non  supra- 
dictus  terminus  quartus  abire  in  aequationem  quandam,  in  qua 
non  nisi  una  littera  d  ut  incognita  locum  habet.  Hujus  autein 
litterae  d  niaxima  dignitas  ut  tertium  gradum  band  ezsuperare 
potest,  ita  resolvendo  aequationem  cubicam  patebit,  qninam  valor 
hnic  litterae  competere  debeat,  ut  quartus  terminus  aequationis  C 
evanescat.  Cum  igitur  per  determinationem  rs  a  evanuerit  2:do8 
terminus  nec  non  per  determinationem  rov  6,  €,  x,  ^  et  y  evanue- 
rit 3:tius  terminus  et  per  determinationem  denique  r»  d  evanescat 
terminus  quartus,  constat  hoc  modo  tres  priores  terroinos  inter- 
medios  in  qualibet  aequatione  quintae  dignitatis  posse  ezterminari. 
Q.  E.  F. 


Geometrischer    Satz. 

Wenn  a,  6,  c  die  Seiten  eines  Dreiecks  und  a,  ß,  y  die  nach 
den  Mittelpunkten  von  a,  6,  c  von  den  gegenüberstehenden  Eckeo 
des  Dreiecks  gezogenen  Transversalen  desselben  bezeichnen;  so 
ist,  wie  man  leicht  findet: 

6*+c«  =  2(a«  +  ia«), 
ca+a«  =  2(/5«  +  i6«), 
a«+6«=2(ya  +  ic«); 
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aUo: 

Bildet  man  nuo  aas  a,  /?,  /  als  Seiten  ein  Dreieck  und  be- 
zeichnet die  nach  den  Mittelpunkten  von  a,  /?,  y  von  den  gegen- 
überstehenden Ecken  dieses  Dreiecks  gezogenen  Transversalen  des- 
selben dnrch  a',  b',  c';  so  ist  nach  den  vorstehenden  Formeln: 

also»  wie  man  mittelst  des  Vorhergehenden  leicht  findet: 

folglich : 

a'ib'ic'  =  a:6:e; 

woraus  sich  ergiebt»  dass  das  mit  den  Seiten  a',  b',  e*  gebildete 
Dreieck  dem  ersten  gegebenen  Dreiecke  ähnlich  ist. 

Ist  also  ^/o  ^^^  Dreieck,  dessen  Seiten  a,  b,  c  sind,  und 
man  bildet  aus  den  von  seinen  Ecken  nach  den  Mittelpunkten^  der 
Gegenseiten  gezogenen  Transversalen  ein  neues  Dreieck  Ji^na 
denselben  Transversalen  dieses  Dreiecks  wieder  ein  neues  Dreieck 
^(,  ans  denselben  Transversalen  dieses  Dreiecks  wieder  ein 
neues  Dreieck  ^3,  u.  s.  w.;  so  sind  sowohl  die  Dreiecke 

Jq,  ^a»  ^49  ^a,..-.; 
als  auch  die  Dreiecke 

Jl9   ^fj,  ^^5,   Jf,.... 

sämmtlich  anter  einander  ähnlich. 

Die  Seiten  der. Dreiecke 

^Qy  ^«>  ^4,  ^«,...  .-«^2« 
sind  nach  der  Reibe: 

«r  b,  c; 

J.a,    J.6,    |.c; 

(i)*.a,    (|)*.6,    (DVe; 

U.   8.    W. 

(t)-.a,    (Ö-.6.    (i)*.c; 

und  bezeichnet  man  also  ihre  Perimeter  durch 

Po»  P%f  P49  Pn»*'"P9n; 
so  ist: 

TKeil  XLI.  8 
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P4  =  (J)«.(«  +  6  +  c), 

U.   8.    W. 

oder: 

also: 

Po  +  Pa+P4+. .-  +  P««  =  |i  +  (1)* +  «)*+.•  .  +  (I)"IA> 

und  folglich«  wenn  man  n  in's  Unendliche  wachsen  lässt:      * 
Lim(;^o  +  l^  +P4+-  •  ..+ptii)  =  4po- 
Mittelst  der  Formel: 

^0  =  V(a  +  6  +  c)(6+c— a)(c  +  a— 6)(a  +  6— c) 
erbJHt  man  Rir  die  Flächenräame 

-^0»  ^a*  ^4»  45,.... ^an 
unserer  Dreiecke  leicht: 

^0=^0,  -^a=(l)*-^o>  ^4=(l)*.^o. -..  ^a«=(l)««.^o; 
also: 

^o+^a+^4+--.  + ^««=1» +  «)*+(!)*+.. ..  +  ö)««Mo 

und  folglich  Rir  ein  in's  Unendliche  wachsendes  ni 

Lim(^/o  +  ^a+-^4+--+^2«)=^-^o- 

Zur  Vervollständigung  des  Vorstehenden  muss  noch  bewiesen 
werden,  dass  das  mit  den  Transversalen  a,  ßt  y  des  gegebenen, 
die  Seiten  a,  6,  c  habenden  Dreiecks  beschriebene  Dreieck  immer 
möglich  ist,  welches  bekanntlich  nur  dann  der  Fall  sein  wird, 
wenn  die  Bedingungen 

/?+/>«.    r+»>ß,   «+/s>r 

erfallt  sind. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  Bedingung 

a  +  ß>y 
erfiallt  ist,  erinnere  man  sich,  dass  nach  dem  Obigen: 
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a«  =  l(6«+c*-la«), 
iS«  =  4(c«+a«-16«), 
y«  =  l(aa+6«-4c«); 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

und  folglich: 

(«  +  |5)«-y»=Su»-i(««  +  6«)+V(6«+c«.-ic^)(cHa«^^ 
ist    Die  BediDgaog 

«+/?>y 
ist  aber  erflült,  wenn  die  Bedingung 

(«+««>y«    oder    (a  +  /9)«-y«>0, 
also»  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  die  Bedingung 

|c*-  i(a*+6«)  + V(Ä»+c«--ia«)fc«+a«-i6«)>0, 
oder  wenn  die  Bedingung 

erfflilt  ist.    Weil  aber  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Drei- 
ecks immer 

c*>(a-6)«    "• 

ist,  80  ist    die  vorstehende   Bedingung  offenbar  jederzeit  erfüllt, 
wenn  die  Bedingung 


also,  wie  man  leicht  findet,  wenn  die  Bedingung 

l(a  -  6)«+2V(a-46)»(A-4a)«  =  i(a«+6«), 
oder  die  Bedingung 

erföllt  ist 

Für  a=:i6  and  für  6  =  ^0  ist  offenbar: 

also  die  obige  Bedingung  erltlllt 
Es  kann  nicht  zogleicb 

a<46,      6<lii 


Digitized  by 


Google 


116  Miscellen. 

sein  9  weil  hieraas 

folgeo  wurde  >  was  ungereimt  ist. 
FOr 

ist  das  Product 

(a-46)(6-ia) 

eine  positive  Grosse,  also  die  obige  Bedingung: 

a«-|-6«— 4a6  +  2(a-i6)(6-ia)  ^  0, 

und  daher  erffillt,  weil»  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet, 
wirklich 


Ist. 

För 


•  ^  4ft,       6  $  *« 


ist  das  Product 

(a-i6)(6-ia)     ^ 

eine  negative  Grosse,  und  also  die  obige  Bedingung: 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 
2a«+26«-6fl6^0, 


oder: 
oder: 

2(a-6)«-a6^0, 

2(a— 6)«^a6. 

Ist  nun 

a>\b,      6<ia; 

also  a>2A,  so  setze  man 

a  =  26+^, 

wo  dd  eine  positive  nicht  verschwindende  GrOsse  ist;  dann  ist: 

a — Ä=5  6+^, 
und  folglich: 

2(a— 6)«  =  26^+46^  +  2^^, 

ab  =  26«+6^; 


Digitized  by 


Google 


MisceUen,  117 

also: 

oder : 

2(a— 6)«>a6, 

wie  es  sein  soll,     bt  ferner 

also  6  >  20,  60  setze  man: 

6  =  2a  +  ^, 
wo  ^/  wieder    eine    positive   nicht   verschwindende   GrOsse  ist; 
dann  ist: 

a  — 6  =  — a— -^, 

und  folglich: 

2(a— 6)«  =  2aa  +  4az/  +2^*, 

a&=2a>-|-a^; 

also: 

2(a-.6)«— a6=:3az/  +  2z^,     2(a— 6)«— a6>0 
oder : 

2(a-6)«>a6, 
wie  es  sein  soll. 

Hierdarcb  ist  also  analytisch  gezeigt,  dass  die  Bedingung 

jederzeit  erfüllt  ist»  und  ganz  eben  so  Oberzeagt  man  sich  natür- 
lich von  der  Richtigkeit  der  Bedingungen 

80  dass  also  mit  den  Transversalen  a,  ß,  y  als  Seiten  immer  ein 
Dreieck  construirt  werden  kann,  wie  behauptet  wurde. 

DasVorstehende  ist  dem  wesentlichen  ersten  Tbeile  nach  aus  einem 
Aufsätze  des  Herrn  GaetanoRecchia  in  dem  neuen  trefflichen 
Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle 
Dniversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Profes- 
sori  G.  Battaglini,  V.  Janni  e  N.  Trudi.  Anno  I.  Aprile 
1863.  p.  127. ,  auf  welches  wir  unsere  Leser  hier  wiederholt  drin- 
gend aufmerksam  machen,  entlehnt.  Eine  synthetische  geome- 
trische Darstellung  von  Herrn  Luigi  Raiola  findet  sich  an  dem- 
selben Orte  p.  126. 

Der  Satz  selbst  ist  übrigens  aus  den  Nouvelies  Annales 
de  Hath^matiques.    F^vrier  1863.  entlehnt. 

Grunert. 


DTgitized  by  CjOOQ IC 


118  MUceUen. 

Geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  aller  durch  denselben 
Punkt  gehenden  Sehnen  efner  Ellipse. 

Die  Gleichang  der  Ellipse  sei  wie  gewöhnlich 

und  {fg)  sei  der  Punkt,  durch  welchen  alle  Sehnen  derselben 
gezogen  sind,  für  deren  Mittelpunkte  der  geometrische  Ort  be- 
stimmt werden  soll.  Die  Gleichung  jeder  dieser  Sehnen  hat  die 
Form: 

und  bezeichnen  nun  te,  v  die  Coordinaten  der  üurchschnittspankte 
dieser  Sehne  mit  der  Ellipse;  so  hat  man  au  deren  Bestimmung 
die  Gleichungen: 

Also  ist 

und  zur  Bestimmung  von  u  hat  man  folglich  die  Gleichung: 


oder: 


folglich : 
oder: 

Durch  Auflosui^g  dieser  Gleichung  erhält  jnan,  iv«übd  der  ILünm 
wegen 


1       A^ 


gesetzt  wird)  sogleich: 
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««+  AS 


ond  folglich  ferner  nach  dem  Obigen: 

L.49 

c — ^ = — ii  -j — 2ä  J:  -^^; 

also: 

Z+ie  /.dg 

Bezeichnet  man  nun    den  Mittelponitt  der  Sehne    durch    {XY)\ 
80  ist  hiernach  offenbar: 

-*  =  /■—  1      ^»     F— ^— il  j      ^ 

oder: 

L^^  Z.4g 

folglich : 

und  daher  die  gesuchte  Gleichung  des  Orts  nach  Vorstehendem : 


1  +  1  (9-jy 


oder: 


also  offenbar: 

Diese  Gleichung  kann  man  unter  der  folgenden  Form  schreiben: 
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\    a    J         2a       a      '^  \2aJ    [       tf_\.(9y 

+  V    6    /         26       6     +^26^     ) 
also  uoter  der  Form: 

(^-0+(s-'-i)*=(e"+a)'- 

oder  unter  der  Form; 

f^'+(s^o'=(ö'+a)'' 

oder  unter  der  Form: 

Legt  man  nun  durch  den  durch  die  Coordinaten  if,  ig  bt- 
stimmten  Punkt  ein  neues ,  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Coor* 
dioatensystem  der  XT,  so  ist:  JC=l/'+-X',  F=l^+ P;  also 
X-\fz=2X\   F-*i^=:  F;   folglich  die  Gleichung  des  Orts: 


■   (f)-+(?)-=(ö'+ay 


=  1. 


Der  Ort  ist  also  eine  durch  das  Vorhergehende  Tolbt&ndig 
bestimmte  Ellipse. 

Einen  besonderen  Fall  dieses  Satzes ,  wenn  die  Sehnen  durch 
die  Brennpunkte  gelegt  sind,  hat  Hr.  Dr.  G.  F.  W.  Bahr  in  Gro- 
ningen angegeben  in  der  Abhandlung:  Moyenne  des  rayons 
vecteurs  d'une  ellipse  (Les  Mondes  etc.  30.  Juillet  1863.) 
p.  4.«  und  durch  diese  Bemerkung  bin  ich  zu  der  obigen  Mittbei* 
lung  veranlasst  worden.  Grün  er  t. 


Fehler  in  Schrön*6  siebenstelligen  Logarithmentafeln: 

No.  7.  Taf.  in.  S.  76.  log.nat.  1,0009  statt  0,00089  95962  42886  0 

lies  0,00089  95962  42886  1. 
No.  8.  Taf.  n.  S.  286.  Differ.  zwischen  log.tang.  6®  29'  lO"  und  20^ 
statt  2112  lies  2212. 


S.  26.  in  diesem  Hefte  Z.  6.  ist  „Scienze"  statt  „Science**  zu  setsea. 
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Neue  aiial3rtische  Behandlang  des   Kreises  der  neun 

Punkte. 

Von 

dem    Herausgeber. 


§.  1. 

Der  Kreis»  und  allgemeiner  der  Kegelschnitt,  der  neun  Punkte 
ist  schon  öfter  nach  Terschiedenen  Methoden  behandelt  worden: 
von  Steiner,  Terquem,  Hamilton,  Hart,  Salmon,  Casey„ 
Pronhet  n.  A. ;  insbesondere  ist  dies  aber  neuerlichst  geschehen 
in  zwei  schönen  Aufsätzen  der  Herren  N.  Trudi  und  Eugenio 
Beltramiy  die  sich  in  dem  Giornale  di  Matematiche  ad 
uso  degll  studenti  delle  universitä  itallane,  welches  ich 
den  Lesern  des  Archivs  und  namentlich  allen  Lehrern  der  Mathe- 
matik an  höheren  Unterrichfsanstalten  auch  bei  dieser  Gelegen- 
heit nicht  dringend  genug  zur  sorgfaltigsten  Beachtung  empfehlen 
kann 9  unter  folgenden  Titeln  finden: 

Intorno  ad  aicune  proprietä  del  cerchio  de'  nove 
punti.    INota  di  N.  Trudi.    Gennaio  1863.    p.  29. 

Sülle  coniche  di  nove  punti.  Nota  di  Eugenio  Bei- 
trami.    Aprile  1863.    p.  109. 

Wenn  ich  in  dieser  Abhandlung  zunächst  insbesondere  den 
Kreis  der  neun  Punkte  einer  neuen  analytischen  Behandlung  unter- 
werfe :  60  geschieht  dies  theils  der  näheren  analytischen  Bestim- 
mung dieses  Kreises  und  mancher  vielleicht  neuer  oder  noch 
Dicht  bestimmt  genug  hervorgehobener  Eigenschaften  desselben 
wegen,  theils  aber  auch  deshalb,  um  ein  neues  Beispiel  zu  geben 
für  die  zur  Behandlung  vieler  Aufgaben  mir  sehr  zweckmässig 
scheinende  Methode,  nach  welcher  ich  in  der  Abhandlung  Theil 
XXXVl.  Nn  XVni.   die  Entfernungen   der  merkwürdigen  Punkte 

Iheil  XU.  9 
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des  Dreiecks  von  einander  nnf ersucht;  und  in  der  darauf  folgen- 
den Abhandlaiig  yerschiedene  Eigenschaften  der  dreiseitigen  Py- 
ramide entwickelt  habe. 


5.2. 

Wir  denken  uns  ein  Dreieck  ABC,  dessen  Seiten  und  Win- 
kel wir  wie  gewöhnlich  durch  a,  6,  c  und  A,  B,  C  bezeichnen; 
der  Halbmesser  des  um  dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises 
werde  durch  R  bezeichnet.  Ganz  wie  in  der  angeführten  Ab- 
handlung über  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  des 
Dreiecks  von  einander,  auf  die  wir  uns  hier  überhaupt  beziehen, 
nehmen  wir  den  Punkt  A  als  Anfang  und  die  Seite  AB  als  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  der  xy  an.  In  welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der 
y  auf  der  Seite  von  AB  genommen  wird,  auf  welcher  der  Punkt 
C  liegt  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind«  wie  in  der  ange- 
führten Abhandlung  gezeigt  worden  ist,  die  Coordinaten  der  drei 
Punkte  A,  B,  C  respective: 

])      0,0;    2l2sinC,  0;    2/ZcosJsini?,  2/Zsin^sin£; 

und  die  Gleichungen  der  Seiten  a,  b,  c  sind  beziehungsweise: 

Iy  =  —  tang  B(x—2R&in  C), 
y=      iüfigA.x, 
»  =  0. 

Die  Coordinaten  der  Mittelpunkte  der  Seiten  a,  6,  c  sind 
nach  der  Reihe : 

!R(cosA8\nB+s\nC),    RainAainB; 
R  cos  A  sin  B,    R  sin  AsinB; 
RaiuC,    0. 

Durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Seiten  legen  wir  einen  Kreis 
und  bezeichnen  den  Mittelpunkt  und  Halbmesser  dieses  Kreises 
respective  dnrch  (uv)  nnd  q,  dessen  Gleichung  also  durch: 

4) (^-«)«  +  (3f-r)«=e«; 

dann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Grossen  «,  0  und  q  nach  3) 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

|M-Ä(cosJsinß  +  sinC)|«  +  (t?— ÄsinilsinÄ)«  =  ^«, 


Digitized  by 


Google 


det  Kreiiet  der  neun  Punkte,  123 

(tt-ÄC08^8inÄ)«+  (ü— Ä8iDj6inJB)«  =  ^«, 

oder: 

tt<+t)«^^<=:2/Z  t  tf  (cos  J sini?  -I- sin  C) -f  9  810  J  siD^ } 

^    —  ß«  { (C08^  810  B  +  Sio  C)«  +  810  J«8iii  Ä«  I, 

«•  +  ©•- p«  =  2Ä(i«co8il8inÄ+ü8iDi<8lni?)  —  Ä*8iDiB*, 

«*+ü«— ^«  =  2Ätt8inC— Ä*8loC*; 

woraus  sich  zor  Bestimionog  der  Goordinateo  u,  v  die  beiden 
GieichaDgeo : 

2» sin  C—  A  sin  C<  =  2  t  tt(cos^  sini?  4-  sin  C)  +  vs\xiA  sin A } 
—  R  (sio  B^  -f  sin  C*  -f  2  cos  il  sin  1?  sin  C), 

2tfsin  C— iZsio  C*  =  2(ttcos2l8io  A -f  rsin  Jsio  A)  — /ZsinB* 
ergeben,  die  man  feroer  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

/Z(sin  B-f  2cosilsin  C)  =  2(8cos2l-f  08ini4), 

i^Csini^— sinC*)  3=  2{tt(co8ilsinA— sinC) -f  t^sin^sin  J9|; 
oder,  wenn  man  der  Kfirze  wegen 

2«  =  t£',      2©  =  !?' 

setzt,   auf  die  Fotm: 

i2(8inA+2co8  JsinC)  =  ti'cos/l-f  f'sin^, 

ß(shijB>— sinC*)=ac'(co82l8inB— sinC)  -|-  e'siOilsiniS. 

Bestimmt  man  aber  ans  diesen  beiden  Gleichungen  die  doppel- 
ten Coordinaten  «'»  v'  des  Mittelpunkts  unseres  Kreises,  so  er- 
hält man  mit  Rficksicht  auf  die  Gleichung 

sinC=sin(^-f  ^ 
nach  leichter  Rechnung: 

:2tf=i2(2coSilsinA-f  sinC), 

5) 


itt'  =  2tf=:i2(2coSilsin£ 
l>'=:2r=:ÄCOs(2l-ß). 


Nach  dem  Obigen  ist: 

4^«  =  (tt'-.2Äsin  O«  +  ©'«, 

also,  wenn  man  die  Wertbe  von  u' ,  v*  aus  5)  einfuhrt  und  wieder 

sinC=sin(i44'i') 

9* 
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setzt : 

folglich : 
6) Q  =  \R. 

so  dass  also  der  Halbmesser  des  durch  die  Mittelpunkte  der  Sei- 
ten des  Dreiecks  beschriebenen  Kreises  die  Hälfte  des  Halbmes- 
sers des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  ist. 

Die   Gleichung  des    durch   die   Mittelpunkte  der   Seiten   des 
Dreiecks  gehenden  Kreises  ist: 

7) 
{ar— iß(2cos^sin/?+sinC)l«  +  t:y— iÄcos(J-Ä)|«=  JA«, 

oder: 

8) 
I2a?  — Ä(2cosilsinÄ  +  8inC)!«  +  {2y~Äcos(^— »)|«=Ä« 
Wie  man  sogleich  übersieht,  kann  man  auch 

u'=2u=:iZtsin(^  — fi)-f  4cosilsinA), 


'    tj'=2t>  =  Äcos(^  — Ä) 
setzen»  und  die  Gleichung  des  Kreises  auf  folgende  Art  ausdrOckeo: 

10) 
|2x— ß[sin(/l—B)  4-4008 /48inA])<-ft2y— Aco8(^—£))*=fi*. 


§.3. 

Die  Gleichungen  der  auf  den  Seiten  a,  b,  c  senkrecht  ste- 
henden Hohen  des  Dreiecks  ABC  sind  nach  den  Ergebnissen  der 
angeführten  Abhandlung : 


cotB.x, 

11) ^    y  =  ^  cotAix—^RsinC), 

2Rco8AB\nB. 


Bestimmt  man  nun  mittelst  der  Gleichungen  2)  und  11)  auf  be- 
kannte Weise  die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  und  der  ent- 
sprechenden Hohen;  so  findet  man  leicht  fiSr  die  Coordinateo  der 
Fusspunkte  der  Hohen  die  folgenden  Ausdrücke : 
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2 A  sin  B^  sin  C,    IRmuß  cos  ^  sin  C; 
12)  .   .   .  ^  21?cos^2  6inC,    2/2  sin  il  cos  ^  sin  C; 
21?cos248ini3,     0. 


i 


Fuhrt  man  diese  Ausdrücke  nach  und  nach  für  Xy  y  in  die 
Gleichungen  8)  oder  10)  ein^  so  findet  man  durch  eine  keiner 
Schwierigkeit  unterliegenden  Rechnung  mittelst  einiger  ganz  ein- 
fachen Relationen,  dass  dieselben  durch  die  vorstehenden  Coor- 
dinaten  der  Fusspunkte  der  Höhen  jederzeit  befriedigt  werden, 
woraus  sich  also  ergiebt,  dass  der  durch  die  Mittelpunkte  der 
Seiten  gehende  Kreis  immer  auch  durch  die  Fusspunkte  der  drei 
Hohen  geht,  folglich  die  Mittelpunkte  der  Höhen  und  die  Fuss- 
punkte der  Höhen  immer  in  demselben,  durch  die  Gleichungen  8) 
oder  10)  bestimmten  Kreise  liegen. 

Wenn  das  Dreieck  ABC  rechtwinklig  ist,  so  giebt  es  nur 
zwei  Fusspunkte  der  Höhen,  und  durch  die  Fusspunkte  der  drei 
Höhen  wird  «Iso  ein  Kreis  nicht  vollkommen  bestimmt.  Wenn  in 
diesem  Falle  etwa  C=90o,  also  auch  24+£  =  90o,  und  folglich 
A—B=1A  —  9ß^  ist,    so  ist: 

sin  AsscosJ,    6inC=:],    cqs^A—  B)  =:  b\u^1A\ 
also  nach  5): 

13).    .    .   .    2M=Ä(l  +  2coSi4«),    2c=:ftsin2^ 
oder : 

14).   .    .   .    t«  =  Ä(l  +  icos2i^),    t?  =  iÄsin2^. 
Weil  nach  der  angeführten  Abhandlung  bekanntlich : 

a  =  2ffsin^,    6  =  2ftco8^,    c  —  1R 
ist,  so  ist: 

,wi  .    A*x     «/i     2**x     26« +  c«       a«+36« 
2i*=ß(l  +  2ßä)  =  2(l  +  ^)=-2-c-  =  --V' 

a  b  _^ab, 
2t>=cc.-«-  =  -~  > 
c  c        c 

also : 

15) 

_a«-t-36*_   g»  +  36»  ab  ab  _, 
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§.4. 

Nach  den  Ergebnissen  der  angefahrten  Abhandlung  sind  die 
Goordinaten  des  gemeinschaftlichen  Ourchschnittspnnkts  der  drei 
Hohen : 

16) aßoosJsiofi,    2Acos^cosA; 

und  die  Goordinaten  der  Mittelpunkte  der  Geraden,  welche  die- 
sen  Punkt  mit  den  Punkten  A,  B^  C  verbinden»  sind  nach  1) 
und  16)  beziehungsweise: 

SRcüsÄBmBt    RcosAcobB; 
12(co82l8inJ9  +  sinC),    RcoaAcoaB; 
2R cos A sin B,    Rco»(A^ B). 

Fahrt  man  diese  Ausdrücke  ffir  or,  ^  in  die  Gleichungen  8)  oder 
10)  ein,  so  findet  man,  dasa  dieselben  erfüllt  werden,  woraus  aicli 
ergiebt,  dass  der  durch  die  Mittelpunkte  der  Seiten  iiod  die  Fuss- 
punkte  der  drei  Hohen  gehende  Kreis  immer  auch  durch  die  Mit- 
telpunkte  der  Geraden  geht,  welche  den  gemeinschaftlichen  Durch- 
Schnittspunkt  der  Höhen  mit  den  Spitzen  des  Dreiecks  verbinden, 
weshalb  man  diesen  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Seiten,  die 
Fusspunkte  der  drei  Höhen  und  die  Mittelpunkte  der  den  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkt  der  Hohen  mit  den  Spitzen  des 
Dreiecks  verbindenden  drei  Geraden  gehenden  Kreis  den  Kreis 
der  neun  Punkte  genannt  hat. 


§.  6. 

Die  Goordinaten  des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspankts 
der  drei  Hohen  sind  nach  dem  vorhergeheodeu  Paragraphen: 

^RcosA^xnBy    ^RcosAcosB\ 

und  die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  des  um  das  gegebene  Drei- 
eck beschriebenen  Kreises  sind  nach  der  angeführten  Abhandlung: 

/2sinC,    RcoaC. 
Also  sind 

iR(ain  C+icosAsiüB),    iR(coBC+2cosAcwB) 

die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  der  den  gemeinschaftlichen  Durch* 
ischnittspunkt  der  drei  Hohen  mit  dem  Mittelpunkte  des  um  das 
Dreieck  bescbriebeaen  Kreises  verbindenden  Geraden.  Nun  ist  aber : 
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cos  C-f  2cosi4co8  fi=  — €os(^-f  A) -f  2cofl^cos  ß 

==coSw^Gosi3  -f  siDilsin  B  =  co6(il — £), 

und  die  obigen  Coordinaten  sind  daher: 

iiZ(2cos^8ini?-fsinC),    \Rcos(A^B)\ 

folglicb  Uy  V  nach  5}»,  woraus  sich  in  Verbindung  mit  dem  in  den 
vorhergehenden  Paragraphen  Bewiesenen  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Der  Mittelpunkt  des  Kreises  der  neun  Punicte  ist 
der  Mittelpunkt  der  den  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnlttspunkt  der  drei  Hohen  mit  dem  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  verbinden- 
den Geraden,  und  sein  Halbmesser  ist  die  Hälfte  des 
Halbmessers  des  um  dasDreieck  bescbriebenenKreises. 


§.  6.        . 

In  der  angeführten  Abhandlung  (§.  6.)  sind  die  Entfernungen 
des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkts  der  drei  Hohen  von 
den  Mittelpunkten  der  Süsseren  Berfihrungskreise  der  Kürze  wegen 
nicht  besonders  entwickelt  worden ;  da  jedoch  diese  Entwickelung 
zu  den  schwierigeren  gebort,  so  wollen  wir  dieselbe  jetzt  nach- 
holen. Indem  wir  die  Entfernungen  des  gemeinschaftlichen  Durch- 
Schnittspunkts  der  drei  Hüben  von  den  Mittelpunkten  der  über 
den  Seiten  a,  b,  c  liegenden  Susseren  Berührungskreise  respec- 
tivc  durch  Da  ,  Dt!,  De   bezeichnen. 

Nach  §.3.  1),  12),  13),  14)  der  angeführten  Abhandlung  ist 
offenbar,  wenn  man  für  A,  By  C  als  Anfangspunkte  nach  und 
nach  die  Seiten  AB,  BC,  CA  als  Abscissenazen  annimmt: 

i'^^  =     (coBAsinB-'^cosiAcoBiBcoBiC)^ 
+  (cos^lcosÄ— 2sinii<cosiÄcostC')*, 

J.-j4-  =     (cosÄslnC-2sini^siniBcos4C)« 
+  (cos  iS  cos  C+2s\nlAcoB^Bco8iC)^, 

i.-~  =     (cosCsin^-f2sini^cosiA8iniC)^ 

-f  (cos  Ccos  il  -  2  sin  i^  cos  iß  cos  iC)2 ; 

also,  wenn  man  quadrirt  und  die  Gleichungen  dann  zu  einander 
addirt: 
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J.^C=      C08i4«  +  COSÄ«+C08C« 

+  4(co8  iÄ«cosiC« + cos  IC« sin  ^A^^sin  i^«cos4Ä*) 

—  4cosJsin^.co6liJcosißcosiC 
— 4  cos  J9  sin  C.  sin  i^  sin  iß  cos  iC 
+4co8Csin^.sini2lcosiA8iDiC 
«-^4cos2lcosi3.sini24cosi0cosiC 
-f  4  cos  jBcos  C.  sin  i^  cos  i  A  cos  iC 
— 4cosCcosi4.8iniilcosi0GosiC> 

folglich  nach  ganz  bekannten  Relationen  und  nach  Rel.  I.,  11.^  IV. 
der  angefOhrten  Abhandlung: 

J.-|^=     cosJ*  +  cosB«+co8C* 
+  (l  +  cosÄ)(l  +  cosC) 
+  (l+cosC)(l  — cos'J) 

+  (1  — C0Si^)(l  +  C08Ä) 

—  COS  A  sin  B  (sin  A-\-s\iiB  -J^  sin  C) 
— COS  B  sin  C(sin  A  -f  sin  B  —  sin  C) 
-I-  cos  Csin  A  (sin  A  —  sin  ß  -f  sin  C) 

— cos  A  cos  A(l  —  cosil  +  cos  A+  cos  C) 
+  cos  BcoB  C  (1 — cos^  +  cos  B  +  cos  C) 

—  cos  Ccos  i4(l — cos  J  +  cosÄ  +  cosC), 

woraus  man  nach  gehuriger  Eotwickelung  mittelst  ganz  einfacher 
Relationen  sogleich  erhält: 

J.-g2-=     3+cosi4*  +  cosÄ*+cosC* 
+  3(—  cosil  -|-cosß  +  cos  C) 

—  (cos  A  sin  Asin  C-f-  sin  2I  cos  ßsin  C-f  sin  ^  sin  A  cos  C) 
— 3  (cos  A  cos  Br-  cos  B  cos  C+  cos  Ccos  A) 

— 3  cos  A  cos  B  cos  C, 
altfo  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.  offenbar: 
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i .  -|Ä- =1  —  2  cos  A  cos  BcosC 

+  (— cos^  +  cos  Ä  cos  C) 
— (cos  A  cos  Ä  —  cos  B  cos  C+  cos  Ccos  A). 
Es  ist  aber: 

2  (cos  A  cos  iS  —  cos  B  cos  C  -f  cos  Ccos  2I) 
=  —  (— cosil  +  COSÄ  +  cos  C)*  +  (cosil*+  cosB*+  cos  C*), 

also  nach  Rel.  IV.,  V.: 

cos^cos  jB-—  cos  Acos  C+  cos  Ccos  A 

=  isiniAcosiBcoRiC  —  Ssm^A^coaiB^cosiC* 

—  cos  A  cos  B  cos  C, 

uod  folglich,  wenn  man  f^ieder  zugleich  Rel.  IV.  anwendet: 

Do'* 
J .  -^^- = 8  sin  iii*  cos  i  jE^  cos  iC*  —  cos  -4  cos  B  cos  C, 

oder: 

17)    Z>a'*=4(8sinii4«cosJß»cosiC*-co»2lcosiBco8C)ß*. 
Nach   §.  3.  11)  der  angeführten  Abhandlung  ist  also: 

18).   .   .   .   Z>«'«  =  2(r.«— 2Ä*cos2lcosßcosC), 
und  daher  fiberhaupt: 

ly«  =:2(r*  -2Ä«coSi^cosÄco8Ci, 

Z>„'«=2(r««— 2Ä«co8  24cosÄcos  C), 

^      ■   '    ^    />4'«=2(r6«— 2Ä«cosi4cosficosC), 

Z>c'«=2  (r«*— 2Ä«co8  A  cos  Ä  cos  C) ; 

wobei  die  angenihrte  Abhandlung  §.  6.  2)  zu  vergleichen  ist. 


§•7. 

In  der  angeführten  Abhandlung  ist  die  Entfernung  des  Ourch- 
schnittspunkts  der  drei  Hohen  von  dem  Mittelpunkte  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  D  bezeichnet,  und  fSr  diese 
Entfernung  der  Ausdruck: 

II»  =  (1  -  8cos2lcosÄcos  C)Ä« 
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gefunden  worden.  Ferner  sind  dort  die  Entfernungen  des  Dorch* 
Schnittspunkts  der  drei  Hohen  und  des  Mittelpunkts  des  nm  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  dem  Mittelpunkte  des  io  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  respective  durch  ly  und  D  be- 
zeichnet« und  für  diese  Entfernungen  die  Ausdrücke: 

jy«  =  2  (r« — 2Ä«  cos  A  cos  Ä  cos  C) , 
D»  szRiR-'ir) 

gefunden  worden.  Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Mit- 
telpunkts  des  Kreises  der  neun  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  des 
in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  durch  G;  so  ist  nach  be- 
kannten Elementarsätzen  9  weiU  ^i«  oben  bewiesen  worden  hl 
der  Mittelpunkt  des  Kreises  der  neun  Punkte  mit  dem  Mittelpunkte 
der  den  Durchscbnittspunkt  der  drei  Hohen  mit  dem  Mittelpunkte 
des  um  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  verbindenden  Gera- 
den znsammenßült,   offenbar: 

2G«  =  D'«+D«-JZ>«, 

also  nach  dem  Obigen: 

2G«  =  2(ra— 2^cos^  cosÄ  cos  C)  +  Ä(Ä— 2r) 
—  (J  —  4cos2l  cosfcos  C)  ß* 
=  2r«— 2Är+iÄ«, 
folglich : 

oder : 

20) C»  =  (r-.4Ä)* 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  und  der  angeführten 
Abhandlung  haben  wir  ferner  die  Formeln: 

Z>a'«  =  2  (ra«  -  2Ä*  cos  il  ces  Ä  cos  C) , 
Da«  =Ä(Ä  +  2r«); 

und  bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  dee 
Kreises  der  neun  Punkte  von  dem  Mittelpunkte  des  über  der  Seite 
a  beschriebenen  Susseren  Beruhrungskreises  durch  Ga;  so  ist  ganz 
auf  ähnliche  Art  wie  vorher: 

also  nach  dem  Obigen: 
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2G««  =  2(ra«— 2Ä«co8  A  co^^cos  C)  +  I2(ß-|-^«) 
—  (J  —  4co8i4cos  ACOB  C)  Ä* 

folglich : 

oder: 

21) Ga«  =  (r«  +  ifi)«. 

Es  ist  also  öberhaopt; 

G«  =(r-4i2)«, 

Ga*=(ra  +  iÄ)*, 

22) { 

G»«=(r»  +  iß)*, 

Gc*=(rc  +  iÄ)«; 
oder : 

G  =val.ab8.(r-ifi), 

,   Ga  =  ra  +  Jß, 

23) l 

Gh=r6  +  iRy 

Go=rc  +  iÄ; 

und  iveil  nun  nach  dem  Obigen  bekanntlich  der  Halbmesser  des 
Kreises  der  neun  Punkte  die  Hälfte  des  Halbmessers  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  vor- 
stehenden Gleichungen  offenbar  der  folgende  Satz: 

Zwischen  dem  Kreise  der  neun  Punkte  und  dem  in 
das  Dreieck  beschriebenen  Kreise  findet  eine  innere 
Berührung  Statt;  dagegen  werden  von  dem  Kreise  der 
neun  Punkte  die  drei  äusseren  Beriihrungskreise  des 
Dreiecks  von   Aussen   berfihrt. 

§.8. 

In  der  angeführten  Abhandlang  sind  die  Entfernungen  des 
Dorchschnittspunkts  der  Hohen  und  des  Mittelpunkts  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  dem  Schwerpunkte  des  Drei- 
ecks respective  durch'  ly  und  D  bezeichnet,  und  es  sind  für  diese 
Entfernungen  die  folgenden  Ausdrücke  gefunden  worden : 

ü*'«  =  J  (1  — 8  cos -4  cos  Ä  cos  C)  iR«, 
D«  =J(1— 8cos4go8ÄcosC)ä«. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  Kreises 
der  neun  Punkte  von  dem  Schwerpunkte  durch  H,  so  ist: 

woraus  sich  mittelst  des  Obigen  sogleich: 
24)  .   .    .   .     ^2=3iV(l— 8cosi4cosJ?cosC)l2«, 

und  folglich,   wie  man  leicht  findet: 
25) /f=lZ>  =  JD"  =  iD 

ergiebt. 

Es  würden  sich  noch  manche  andere  Untersuchungen  über 
den  Kreis  der  neun  Punkte  anstellen  lassen,  was  aber  nach  der 
durch  das  Obige  vollstfindig  erläuterten  Methode  keiner  Schwie- 
rigkeit unterliegt,  und  daher  hier  einer  weiteren  Ausführung  nicht 
bedarf. 


X.  e 

Ueber  den  Kreis,  in  Bezug  auf  welchen  die  Spitzen 
eines  gegebenen  Dreiecks  die  Pole  der  diesen  Spitzen 
gegenüberstehenden  Seiten  des  Dreiecks  als  Polaren  sind. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Es  sei  gegeben  eine  durch  die  Gleichung 

J) Ax  +  By+C=0 

charakterisirte  Gerade  und  ein  Punkt  (ab),  aus  welchem  als  Mit- 
telpunkt mit  dem  Halbmesser  r  ein  Kreis  beschrieben  ist,  der  also 
unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  durch  die  Gleichung 
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2) (ar-^a)2  +  (y-6)a  =  r» 

charakterisirt  wird.  Die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  {ah) 
gehenden,  auf  der  Geraden  1)  senkrecht  stehenden  Geraden  ist 
nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

3)  Ä(a?— a)-ül(|y-6)=:0  oder   Ä(a:— cj)  =  2l(y  — 6). , 

Die  Gleichung  der  durch  den  Mittelpunkt  {ab)  gehenden,  der 
Geraden  1}  parallelen  Geraden  ist: 

4)  ül(ar  — a)  +  Ä(y— A)=0  oder  -4(.t— a)=:  — fi(^— 6), 
oder  auch : 

4*) Ax^By^C'-{Aa'^Bb^^C)=Q. 

Der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  1)  und  3)  sei  {ut),   so  ist: 

i4fi  +  Ät>  +  C  =  0,    B{u'~a)  —  A{v—b) 
oder: 

^(tt  — ii)  +  J8(t?-A)=— (ila  +  ÄÄ+C),    i?(M--a)=Si4(r  — 6); 
woraus  leicht: 

_     A{Aa  +  Bb+C)  .         B{Aa+Bb+C) 

5)  ; 

_         A{Aa  +  Bb^  C)  B{Aa  +  Bb+C) 

"""^         5i«+jßa  '    t?-6-        A^  +  B^  ~ 

erhalten  wird.  Bezeichnen  wir  die  LSnge  des  von  {ab)  auf  die 
Gerade  1)  geßllten  Perpendikels  durch  o,  so  ist  bekanntlich: 

m  7^2      (Aa  +  Bb+C)^ 

Auf  der  Geraden  3)  wollen  wir  nun  einen  Punkt  {pq)  s«  zu 
bestimmen  suchen,  dass,  wenn  wir  die  Entfernung  dieses  Punk- 
tes von  dem  Mittelpunkte  {ab)  durch  Qi  bezeichnen, 

55i=r*   oder   ö*öi®  =  r*, 
also 

ö«t(p-^a)«+(^-6)»|=:r* 

ist,  so  dass  wir  folglich  nach  3)  und  6)  zur  Bestimmung  dieses 
Punktes  die  Gleichungen: 
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hftbeo,  aas  denen  sieb  auf  der  Stelle: 

Ai*  ,__^        Br* 

7)     , 

^         Ar*  Br* 

P=''^Aa+BbTC'       l^^  +  Aa+BbTC 

ergiebt.  Es  giebt  also  zwei  Punkte  von  der  verlangten  Beschaf- 
fenheit,  die  wir  darch  (pigi)  nnd  (ps^^  bezeicbnen,  nnd  demza- 
folge : 

_  Ar*  _  Bt* 

»)  ; 

Ar»  .^        Ar» 

P*-''  +  Aa  +  Bk+C'    «*  =  *  +  Är+B6+C 

setzen  wollen. 

Nach  5)  und  8)  ist: 

Au  +  Bv  +  C-(Aa  +  Bb-i-0=-  (Aa-t-Bb+  C), 

Apr+Bqi+C-(Aa  +  Bb-^C)=--^^^§^-^, 

Ap,+Bq^+C-{Aa  +  i»  +  O =+  ^T^^FTC' 
also: 

{Au+Bv  +  C'-{Aa  +  Bb+C)\{Ap^  +  Bq^  +  C-'iAa  +  Bb  +  C)\ 

folglich  liegen  nach  eioem  bekannten  Satze  die  Punkte  (uv)  oDd 
(Pi9i)  immer  auf  einer  Seite^  dagegen  die  Punkte  (uv)  ond 
(p^^  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  4*)  oder 
des  Mittelpunkts  (ab). 

Ferner  ist  nach  8): 

Jp,+Bq^  +  C=Aa+Bb+C-^^, 

Ap^+Bq,-tC^Aa-tm  +  C+^±^; 
also: 
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folglich  liegen  die  Punkte  {üb)  and  {p%q%i  immer  auf  einer  Seite 
der  Geraden  1)  oder  des  Punktes  {uv),  wie  es  sieb  nach  dem 
Vorhergehenden  auch  von  selbst  versteht;  dagegen  liegen  die 
Punkte  {ab)  und  {pxqi)  auf  einer  Seite  oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  Geraden  1)  oder  des  Punktes  {uv)y  jenacbdem 

{Aa  +  Ä6  +  O«  — M«+  Ä«)r«>  0 
oder 

{Aa  +  i?6  +  €)*-  (^*  +  Ä«)r« <0, 

jenacbdem  also 

{Aa-^Bb-^Cl  {Aa  +  Bb+O^ 

A*  +  B^       -^  A^+ß^       ^^  ' 

jenacbdem   folglich 

ö  >  r    oder     5  <  r 

ist. 

Die  Punkte  (pi9i)  nnd  {ptg^,  deren  Lage  durch  das  Vor- 
hergebende vollständig  bestimmt  ist,  nennen  ivir  in  Bezug  auf  den 
durch  die  Gleichung 

(ar-.a)«  +  (y-6)«=r« 

charakterisirten  Kreis  die  Pole  der  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By+C  =  0 

charakterisirten  Gerade  als  Polare,  und  haben  natCirlich  nicht  die 
Absicht,  die  schon  oft  angestellte  Untersuchung  {iber  die  Eigen- 
schaften dieser  Punkte  hier  zu  vriederholen ,  indem  das  Obige 
uns  nur  den  Weg  zu  den  im  Folgenden  anzustellenden  Betrach- 
tungen bahnen  und  ebenen  sollte. 


§.2. 

Es  sei  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  dessen  Seiten  und  Win- 
kel wie  geivuhnlich  durch  a,  b,  c  und  A^  B,  C  bezeichnet  wer- 
den; man  soll  den  Kreis  bestimmen,  in  Bezug  auf  welchen  die 
Spitzen  A,  By  C  des  Dreiecks  die  Pole  der  gegeofiberstehenden 
Seiten  er,  A,  c  desselben  sind. 

Man  nehme  A  als  Anfang  und   AB  als  positiven  Theil  der 
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Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  ao, 
in  welchem  die  positiven  y  mit  dem  Punkte  C  anf  derselben 
Seite  von  AB  liegen;  dann  sind  nach  der  Abhandlung  Tbeil 
XXXVI.  Nr.  XVlIl.  die  Coordinaten  von  A,  B,  C  respective: 

0,0;    2A8inC,0;    ^RcosAsinB,  2R6\nA8\nB; 

and  die  Gleichungen  der  Seiten  a,  b,  c  sind : 

y  =  —  tangiff(a:— 2ßsin  C), 
y  =  thngA.x, 

oder: 

tangÄ.a;  +.V— 2ÄtangBsinC=0, 
tang^.a:--^  =  0, 
2^  =  0. 

Ist  nun 

9) (^-/)*  +  (»--^)*  =  t« 

die  Gleichung  des  zu  bestimmenden  Kreises,  so  werden  in  Folge 
der  Formeln  7)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  durch  die  folgen- 
den Gleichungen  analytisch  ausgedrückt: 

Q_  r^tang^ 

""~^^/tangÄ  +  5r-2ÄtangÄsinC' 

®~^^/tang^+5r-.2ÄtangBsinC' 

2lgsinC=/-T/^^"/^    > 

^RcoBAB\nB=f, 
2i2sin  JslnA=^i=  -; 

und  es  fragt  sich  nun,  ob  f,  g,  t  so  bestimmt  werden  kOnnen, 
dass  diesen  Gleichungen  sämmtlidh  genügt  wird. 

Aus  der  fönften  und  sechsten  Gleichung  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle: 
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)f  ^^RcosAbiulB, 
f'  =  ±j7Ö'— 2Äsin^siDJB); 

also  ist  nach  der  dritten  Gleichung : 

OD  •    ^     OD        ^  •    D     ^(^  — 2iZsin2l6inJg)tangw4 

2/^  cos  A  sm  ß  tang  A — g 

OD        j  '    Ti     ^(^— 2Ä sin  J  sin B)  tang w4 

=2lccos2lsinig— ^^    .,p  . — ,g  .    t>    ^— 

2/2  sin  ^  sin  B  —  g 

=  2i2cos  Jsio£-f  ^tangil, 
folglich : 

^ tang il  =  2i2 (sin C — cosAsxnB)  ^2l2sinilcosA, 
und  daher: 

II) ^  =  2ßco82lcösA. 

Also  ist  nach  der  zweiteo  der  Gleichungen  10) : 
r*  =  db  ^^  <^os  J  cos  B  (cos  ^  cos  iB  —  sin  il  sin  i?) 

=  ±  4JZ*co8  2lcos  J3cos(il  -f  J?)  =  T  ^^  cos  il  cos  Acos  Cy 
folglich : 

12) r  =  2ÄVTco8ilcosÄcosC. 

Daher  hat  man  jetzt  für  f»  g,  t  die  folgenden  Ausdrucke : 

i/'=2AcosilsinA, 
^  =  2iZcos^cosB, 
r  =2Ä  VTcos^TcosÄcosC 

Wir  müssen  nun  untersuchen»  ob  durch  diese  Werthe  auch 
die  erste,  zweite  und  vierte  Gleichung  erfällt  werden. 

Die  vierte  Gleichung  wird  nach  10): 

.  ^(y-2IZsinilsing) 
"""^+lJÄsin2<sinÄ-^    ' 

also  offenbar 

0  =  5r  — 5r  =  0, 

und  daher  identisch ,  wie  erforderlich. 

Die  erste  Gleichung  wird: 
Th«ü  XLI.  10 
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ft— 9»      A  •  RA. 4/Z* cos A CO« B cos Ctang B 

"■"^'^'^''*''''"'^"^ti/eco8^8iDÄtaDgÄ+2Äcos^co8A-2ÄtangBsiiiC 

an  A    »      r%  .  ^RcOsAsiU  Bc08  C 

^:z2KcoaA»inB  + 


=:^2Hcos^Aa\DB  + 
^2RcoBAa\nß 


C08  A  cos  B —  810  ^  cos  ^  tang  B 

2R  cos  A  stn  B  cos  C 
cos  A  cos  i?  —  8in  A  sin  £ 

2Aco8^8ifiiKcosC 


€08  C 

=2Ä  (cos  ^  sin  Ä  -  COS  i4  «in  Ä)  =  0, 

also  identisch. 

Die  zweite  Gleichung  wird: 

ft— o»       j      »j 4  ft^coa  il  cos  B  cos  C 

U-JKcos.lcos/f  1 2ficos^sinÄtangiff+2Äco8^co8B-2ÄtaogÄsinC 

OD        A        D  .  2/2 COS 4 COS Ä COS C 

=2/£eos  J  cos  ii? -I- - 


cos  2J  cos  B — sin  ^CQs  ^tang  £ 
d»     -  ^.        ^.      2Äca8/lcosÄcosC 

=:2i?C0S  J  cos  B+ 5 jj ; j-; — =, 

cos /l  cos  B  —  siHilsinB 

ein        A       n    ^RcoaAcosBcosC 

:sz2RcosAcoaB ^ 

cosC 

=z2  J2  (cos  ^coa  B -*  cos /l  cos  £)  =?  0 , 
also  identisch. 

Es  wird  folglich  in  der  That  allen  zu  erfuttenden  sechs  Glei- 
chungen durch  die  Ausdrücke  13)  genögt;  zugleich  ist  klar,  dem 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen  werden  müssen,  jenacb- 
dem  die  Grosse 

cos  ^  cos  B  cos  C 

negativ  oder  positiv,  also  das  gegebene  Dreieck  stumpfwinklig 
oder  spitzwinklig  ist;;  und  endlich  erhellet  aus  Theil  XXX VI. 
Nr.  XVIII.  §.  3. 1),  dass  der  Mittelponkt  (fy)  des  zu  bestimmen- 
den Kreises  immer  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der 
drei  Hohen  des  gegebenen  Dreiecks  ist.  Die  weitere  Ausführung 
dieses  Gegenstandes  überlassen  wir  dem  Leser. 
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XI. 

Ueber  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

Herrn  %>on   Dewally 

Könlgl.  Pr0dM.  Oberst  nml   zweitem  BeTollioflcfitigteii   bei  der  Bondes- 

Mitltair-Cnininissioii  in  Frankfurt  a.  M. 


Aufgabe. 
Ans  drei  gegebenen,    nicht  in   derselben   Geraden 
liegenden  Punkten    als   Mittelpunkten   drei  Kreiee  zu 
besehreiben«  welche  drei  gemeinschaftliche  Berührende 
haben*). 

Auflosung. 
Verbinde  (Taf.  III.  Fig.  4.  a.)  die  drei  gegebenen  Punkte  A^ 
B,  C,  fölle  von  A  und  B  die  Senkrechten  AD  auf  BC  und  BE 
auf  AC  resp.  auf  deren  Verlängerungen »  ziehe  DE,  f&We  von  A, 
B  und  C  auf  DE  resp.  auf  ihre  Verlängerung  die  Senkrechten 
AF,  BG  und  CH,  und  beschreibe  aus  A  mit  AF,  aus  B  mit  BG 
and  aus  C  mit  CH  Kreise,  so  entsprechen  dieselben  den  Forderun- 
gen der  Aufgabe,  d.  h.  sie  haben  drei  gemeinschaftliche  Tangenten. 

Beweis. 
Aus  der  Konstruktion  folgt  unmittelbar,  dass  FG  eine  den 
Kreisen  K^  K'  und  R'  gemeinschaftliche  Tangente  ist;  zieht  man 
nun  noch  von  D  aus  an  K'  und  von  £  aus  an  K  die  Tangenten 
hh  und  JEitf,  so  bleibt  nur  noch  zu  beweisen,  dass  Dh  auch 
Tangente  fSr  K  und  R*  und  EM  Tangente  auch  ffir  K!  und  EP 


*)  Dieie  Aufgabe  iit  mit  den  Worten  : 

„E  tribni  pnnctii  datis  (in  eadem  linea   oon  jacentibus)  ot  cen- 
tris  tres  circnlos  describere,  qui  tres  tangentes  commune«  habeant** 
von  Herrn   Doctor  C.  F.  Lindman   in   Strengnäs   in    Schweden   im 
Archiv  Th.  XXXIX.  S.352.  geitellt  worden.  G. 

10* 
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ist.  Zu  dem  Ende  verbinde  man  die  Berti brun^^spunkte  L  und  M 
mit  B  und  A  und  fölle  von  A  und  C  auf  />!«  die  Senkrechten 
AR,  CS,  von  B  und  C  auf  E^  die  Senkrecbten  BT,  CD.  Nan 
ist,  weil  DL  und  />6r  nach  der  Konstruktion  Tangenten  für  K\ 
j^LDB^j^GDB,  mitbin  \SDC^ £iDCH  (&us  j^CSD  = 
^CöZ>=:90o,  jiLSDC=j:LCDH  und  CD- CD);  daher  bt 
CSz=zCH,  d.  h.  der  aus  C  mit  Cj^  beschriebene  Kreis  P 
geht  durch  5,  folglich  ist  DL  eine  Tangente  an  K",  Verlängert 
man  CD  über  D  hinaus  nach  P,  dann  hat  man,  weil  ^SDC= 
Z  CDH,  auch  ^  5Z>C  =  Z  FDP,  und  weil  nach  der  Konstruktioo 
^^Z>C=-^^Z>P=90o,  so  folgt^^DC-  ^SDC^jLADP"^  FDP 
d.h.  ^ADR  =  j^ADF;  ausserdem  aber  ist  in  den  Dreiecken 
ADR  und  ADF  noch  ^^ÄZ>  =  Z^F/)  =  90o  und  AD  =  AD, 
daher  sind  diese  Dreiecke  kongruent  und  daraus  folgt  AR^=AF\ 
der  Kreis  K,  aus  A  mit  ilF  beschrieben,  geht  also  durch  R,  da- 
her ist  DL  auch  eine  Tangente  an  K,  mithin  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente  für  K,  K*  und  K". 

Ganz  ebenso  wird  bewiesen,  dass  EM  sowohl  den  Kreis  K*' 
als  den  Kreis  Kf  berührt,  also  ebenfalls  eine  gemeinschaflliche 
Tangente  für  die  drei  Kreise  ist. 

Anmerkung  l.  Der  Durcbschnittspunkt  O  der  beiden  den 
Kreisen  K  und  Kf  gemeinschaftlichen  Tangenten  muss  bekanntlich 
in  die  Centrale  Aß  fallen.  Verbindet  man  C  mit  O,  dann  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  CO  senkrecht  auf  AB  steht;  daher  kano 
man  sagen: 

Fällt  man  von  den  drei  Spitzen  A,B,  C  des  ^ABC  die  Senk- 
rechten AD,  BE  und  CO  auf  die  Gegenseiten  und  verbindet 
die  Fusspunkte  D,  E  und  O  dieser  Senkrecbten  mit  einander, 
dann  sind  DE,  EO  und  DO  resp.  ihre  Verlängerungen  ge- 
meinschaftliche Tangenten  ßr  drei  Kreise,  welche  sich  aus 
A,  B,  C  mit  den  Radien  AF,  BG  und  CH  beschreiben  lassen. 

Anmerkung  2.  Setzt  man  BC:=za,  AC=zb,  AB  =s c, 
^BAC=:a,  j^AßC=ß,  und  j^ACB=y,  AF-x,  BG=y 
und  CH=:z,  dann  kann  man  die  drei  Radien  a:,  y,  x  durch  fol- 
gende Gleichungen  ausdrücken: 

1) a:=2^8m2a, 

2) y:=gsin2iJ, 

ab 
3) «=  2c®'"^^^ 
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woraus  sich  erkennen  lässt,  dass  die  drei  Radien  «ämmtlich  nach 
gieicfaen  Gesetzen  von  dem  ^AßC  abhängen.    Auch  folgt  daraus: 

I)  wenn  i\^^Cgieicbseitig,  also  fl  =  ö  =  c,  a=/5=y=60<> 
ist,  dass  dann  die  drei  Radien,  mithin  auch  die  drei  Kreise 
einander  gleich  sind.    Man  findet  für  diesen  Fall: 

II)  wenn  £^AßC  glelchschenkli{v,  also  a  =  6  und  a  =  j3 
ist,  dass  dann  die  beiden  Radien  x  und  y,  also  die  beiden 
Kreise  aus  den  Spitzen  der  gleichen  Winkel  beschrieben, 
einander  gleich  sind;  d.  h.  es  ist: 

^  •    o 

j  =  ^sin2y; 

III)  wenn  A-^^C  rechtwinklig,  also  a=90<>  und  o«=6*+c* 
ist,  dass  dann  2o=]80o,  mithin  sin 2a  =  sin  180»  =  0,  folg- 
lich auch  a:  =  0  ist,  d.h.  dass  dann  kein  Kreis  aus  A  als 
Mittelpunkt  von  der  geforderten  Beschaffenheit  sich  beschrei- 
ben lässt,  dass  in  diesem  Fall  vielmehr  nur  zwei  Kreise  aus 
B  und  C  beschrieben  werden  kOnnen,  welche  drei  gemein- 
schaftliche Tangenten  haben.    Die  Radien  dieser  Kreise  sind: 

y  ^=  c  cos  ß , 
X  =  6cosy; 
wie  auch  Taf.  ill.  Fig.  4.  b.  zeigt. 

In  derselben  ist  von  A  die  Senkrechte  AD  auf  BC  ge- 
fällt; dadurch  ergeben  sich  sogleich  die  Radien  BD=^y  und 
CD=zz  fOr  die  Kreise  aus  B  und  C,  welche  die  AD  unmit- 
telbar als  gemeinschaftliche  Tangente  haben.  Die  beiden 
anderen  Tangenten,  von  denen  die  eine  durch  A,  die  Spitze 
des  rechten  Winkels,  gehen  muss.  lassen  sich  nun  in  der 
bekannten  Art  konstruiren. 

Anmerkung  3.  Es  ergiebt  sich  aus  Vorstehendem,  dass 
<iie  Auflösung  der  gegebenen  Aufgabe  möglich  ist,  wenn  die  drei 
Punkte  A,  ß,  C  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  wenn 
das  durch  A,  B  und  C  bestimmte  Dreieck  nicht  rechtwinkelig  ist. 
Ist  das  ^i^^Caber  rechtwinkelig,  dann  giebt  es  nur  zwei  Kreise, 
welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügen. 

Die  gestellte  Aufgabe  hätte  daher  neben  der  ersteren  Be- 
schi&nknng  auch  noch  die  letztere  enthalten  mfissen. 
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XII. 

Note  über  die  Auflösung  sphärischer  Dreieeke. 

Von 

Herrn  Franz    Unferdinger^ 

Professor  der  Mathematik  an  der  Oberrealschale 
am  Bauernmarkte  in  Wien. 


In  SalomoB*«  Handbuch  der  Trigonometrie  findet  sieb 
auf  8.  346  die  Auftusung  eines  sphärischen  Dreieckes,  wenn  die 
Summe  a  +  bz^s  zweier  iSeiten,  die  dritte  ISeite  cund  der  Winkel 
C  gegeben  sind,  und  zwar  mittelst  der  Formel: 

woraus  X  ^a  zu  berechnen  ist«  FOr  meine  Unterrichtszwecke 
habe  ich  darüber  nachgedacht,  ob  sich  nicht  eine  Auflösung  mit- 
telst  logarithmischer  Formeln  finden  lasse.  In  der  That  fahren 
die  Gauss'achen  Formeln  ganz  einfach  zum  Ziele.    Es  ist 

wodurch  die  beiden  anderen  Winkel  A^  ß  bekannt  siad  und  nun 
auch  a — 6  mitteist  Neper's  Analogien  bestimmbar  ist^ 

Ganz  analog  ist  die  Auflösung  des  Dreieckes,  wenn  A+B^zz  JS^ 
C  und  e  gegeben  sind. 

Ptese  Gattung  von  Aufgaben  führte  mich  auf  einO'  andere, 
wenn  an  die  Stelle  des  Winkels  C  im  ersten  Falle«  oder  der  Spülte 
e  im  zweiten,  einer  der  beiden  anderen  Winkel,  resp.  eine  der 
beiden  anderen  Seiten  tritt. 

Es  sei  also  gegeben   a  +  6  =  tf,    c,  B;    um  auch  hier  eine 
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geeignete  Formet  so  erlangen,    multipiicire  ich  die  beiden  Giei- 
chmgen: 

A      4/"ein (i -*- 6) 8i«(i  —  c)  JS _  ^s\n{s^a) sin (*•-- g) 

^a^^f      sioi.em(*— ö)     '      *¥""lf      sin  i .  ain  (i— i) 

and  erbalte  zur  Be«tiinniung  von  Ai 

die  übrigen  Stücke  zu  bestimnien  ist  nun  leicht. 

Ist  a-fft-t-e^ai,  A,  B  gegeben,  56  gibt  auch  die  vorher- 
gehende Formel: 

Siii(«— c)  =  tg^tgjSin«, 

und  hiermit  wird  c  gefunden.    Die  noch  fehlenden  Stücke  kdnnen 
nach  den  Nep  er 'sehen  Analogien: 

Sin4(/I-^Ä)^  c      ^    ,^      Sini(a-6)  ^    ,,^      ^ 
^*(^--^>=SinlUg)^2'     ^g*^  =  SinlU6)^^g*(-^-^> 

da  nun  auch  a-\-b^=z''2s — c  bekannt  ist,  gerechnet  werden. 

Ist  gegeben  A^B  ^=^2^  C,  c,   so  findet   man  a  durch    die 

Maltiplicatton  der  Formeln  fiir  tg^»  ^g^i' 

^  a,  6  CosS 

*2*62=""Cos(S-0' 
woraus 

Cos  (S  -  C)  =  —  ctg  I  ctg|  Cos  S. 

SchUesslich  erwähne  ich  noch  die  Auflösung  eines  sphfiri- 
ecbeu  Dreieckes,  wenn  der  sphärische  Excess  e  und  zwei  Seiten 
a,  b  gegeben  sind.  Hat  iS  die  bekannte  Bedeutung,  so  ist 
£=2iS— 18(K^,  mithin  iS  =  90<^+i£,  bekannt,  und  man  hat  wie  im 
vorhergehenden  Falle: 

^   a     b  CosS 

tg2*82=--Cos(S-t)' 
woraus 

Cos(S— C)  =  -  ctg|ctggCosS*) 


')  Durch  Aoflöiung  di««er  Formel  findet  man,  da  Cos(— a)  =  Cosei, 
swei,  Werthe  fär  C;  ist  Bämlfch  S^C^^^a^  io  ist  auch  C'—S:=a, 
woraus  die  Besiehnog  C-{-C' r=2S  folgt.  Es  giebt  daher  auch  immer 
ftwoi  Dreiecke  ton  gleichem  Fläch enraom   uud  zwei  gleichen  Selten. 
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folgt,  wodurch  C  durch  logarithmische  Rechnung  bekannt    wird. 
A — B  und  c  findet  man  aus  den  beiden  Neper' sehen  Formeln: 

Die  hier  aufgelösten  Probleme  umschliessen  eine  ganze  Gat- 
tung, deren  Auflösungen  den  hier  gegebenen  ähnlich  sind. 


Einige  Beachtung  scheint  mir  dasjenige  sphärische  Dreieck 
zu  verdienen,  in  welchem  die  Summe  zweier  Winkel  dem  dritten 
gleich  ist.    A  +  B^C. 

Werden  die  beiden  Gauss* sehen  Gleichungen: 

multiplicirt,  so  folgt  unter  dieser  Bedingung: 

(1)  Cos^ic  =  Cosi(a— 6)Cosi(a  +  6). 
oder,  wie  man  durch  leichte  Transformation  findet: 

(2)  Sin«ic=  Sin*i«  +Sin«i6, 

(3)  Cosc  =  Cosa4-Cos6 — 1; 

wodurch  die  dem  Winkel  C  gegenüberstehende  Seite  ausschliess' 
lieh  durch  die  beiden  anderen  Seiten  a  und  6  bestimmt   wird. 

Aus  der  Formel  (2)  ist  zu  erkennen,  dass  das  dem  sphäri- 
schen Dreieck  ABC  entsprechende  Sehnendreieck  in  C  recht- 
winkelig ist    Die  Ne  per 'sehen  Analogien  geben  mit  Leichtigkeit: 

<^>  *S'*C=Cosi(a  +  6)' 

oder  nach  einiger  Transformation: 

(5)  Co8C=— tgiatgifc. 

Auch  bestehen  noch  folgende  einfache  Beziehhngen: 

^  I  tg4a  =  tgicCosÄ. 

^  ^  /  tgi6  =  tg4cCo8.<. 

Aus  den  Formeln  (2),  (6)  wird   man  eine  Analogie  init  dem 
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ebenen  rechtwinkeligeD  Dreieck,  in  welchem  ebeDfalls  A  +  ß^=C 
ist.  Dicht  verkeaneDy  und  dienelbe  wird  noch  durch  den  Umstand 
verstärkt^  dass  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  auf 
der  Mitte  von  AB  liegt. 

Legendre  hat  in  seiner  tieomätrie,  MoteX.^  von  diesem 
Dreiecke  gezeigt,  dass  es  unter  allen  mU  denselben  Seiten  a,  b 
beschriebenen  den  grossten  Inhalt  hat,  was  bekanntlich  auch  her 
dem  geradlinigen  rechtwinkeligen  Dreieck  unter  derselben  Bedin- 
gung der  Fall  ist. 


XIII. 

Sommirung   einer  Reihe. 

Von 

Herrn  Franz  Vnferdinger y 

Professor  der  Mathematik  an  der  Oberreaischute 
am   Baueromarkte  in    Wien. 


Wir  wollen  uns  im   Nachfolgenden  mit    der    Auflosung    der 
Aufgabe  beschäftigen,  die  Summeoformel  für  die  Reihe : 

1      ^2«     3"      4«  m"       "*a:" 

(1)  '-=;+;:«  +  pi  +  ^+   •+S:  =  '?7i 

aufzufinden,  d.  h.  sn  als  Funktion  von  m  darzustellen. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  a?  =  2-t-l*-**  (2),  wodurch 

wird  und  hiermit  nach  der  Theorie    der  Summenrechnung  #»  in 
der  Form  dargestellt  werden  kann: 
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Vermßge  (2)  massten  die  Grenzen  1  und  m  in  0  u«d  iii~l 
verwandelt  werden,  weil  sich  dae  Sammenaeichen  S  anf  sbesieJit 

Wird  nun  hierzu  gliedweise  addirt: 

•_  1  «m«     /n\m;;--i     /n\m«-*  1  * 

so  erhftit  man: 

m  *  ml. 

•••  +  "??+ f^it- 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

(3) 

«[esetzt  wird: 

(4) 

,.(,_,)= ,_(!?^ii"+  j(;)^_t+(;),._.+(j),^+..+«,  w  • 


Diese  Gleichung,  durch  welche  jt»  als  Funktion  yon 
tM-a»  '«-8  »•••'!»  «0  ^Ai'g^st^ll^  wird,  ist  giltig  für  alle  ganzen  nod 
positiven  Werthc  von  m.  Damit  der  zweite  Theil  endlich  bleibt, 
wollen  wir  auch  n  als  ganz  und  positiv  voraussetzen.  Setzen  wir 
in  (4)  statt  n  der  Reihe  nach  n— 1,   n— 2,...3,  2,  1,  so  wird: 

(6) 
*i-i(r-l) 

=i-ö*l?^^^("7'>--<"^')'-+("l')-.+  +4 

*.-.(r-l) 
,     (m+l)»-«  .^/n-2\        ./n-2\        -/n-2\         .      .    X 


,,(r_l)  =  l_i±l+^,      ,,  =  1-^. 
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Werden  die  n-f  l  Gleicbongen  (4)  und  (5)  der  Reihe  nach 
mit  den  noch  unbestimmt  gelassenen  Grössen  Aq»  Ax^  A^^..,An 
muitiplicirt  und  dann  addirt,  so  folgt: 

(6) 

wenn  die  noch  unbestimmt  gelassenen  Wertbe  von  A  so  bestimmt 
werden,  dass  der  CoefBcient  von  in  gleich  1,  die  übrigen  aber 
der  Null  gleich  werden.  Hierdurch  entstehen  folgende  n  +  l  Be- 
dingungsgleichungen : 

(7) 
^(r— 1)  =  1. 

^i(r-l)  =  (")4o, 

j.(,_i)=("7')^.+ (;}<., 


^,(,-l,=("T+>^.+(-ft>,-+... 

•••+Ci{>-<^- 


An(r—\)=:Am^l+An-^%+Anr^^+....+Ai^Ao. 

Die  letzte  Gleichung  drückt  eine  einfache  Beziehung  zwischen 
sämmtlichen  Coefficienten  A  der  Summenformel  (6)  aus.  So  muss 
2.  B.  stattfinden 

fürii=:2,    2l,(r-l)  =  ili  +  2*o, 
far«=:3^    A^ir-^-D^zA^+Ax  +  Ao, 
für  11  =  4,    il4(r-l)  =  ^s+^t+4+^o, 
u.    s.    w. 
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was  auch  durch  die  folgenden  Werthe  von  (8)  bestätigt  wird.  Die 
Aufloaong  der  Gieicbangen  (7)  ergibt: 

(8) 

_/n\r2±ir±l        .       /"«V»+llr»+11r-|-l 
^»-W  (r-D*  '     ^*-\0         (r-1)» 

und  überhaupt  hat  Ap  die  Form: 


C) 


wobei     also     Äo  =  l,     ß|=l,     Äa=r+1,      Ä,  =  r«+4r  +  I, 
Ä4=zr»+llr«+llr  +  l. 

Um  eine  Reicursionsformel  f(ir  Ap  zu  ermitteln,  bedienen  wir 
uns  der  allgemeinen  Gleichung  in  (7),  mit  Hilfe  von  (9)  12  statt 
A  einführend',  und  erhalten: 

c)«'=ci.)c^')«-+Giorr')«'-'"-'>+ 

••+(X)'^'-'>-'' 

oder,  wenn  man  durch  f    J  die  Gleichung  dividirt,  und  dabei  be- 
rCcksichtigt,  dass  allgemein  die  Beziehung  stattfindet: 


7^  -\q-\) 


(10) 
Äp=(f)Äp_,+(5)Äp-,(r_l)  +  (j)Äp_^(r-I)«+... 

•  +  (f )ßi(r-l)P-«  +  Äo(r-  1)F-». 
Mittelst  dieser  Formel  findet  man  snccessiTe: 
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Ä,  =  r+1, 
Ä,  =  r»+4r  +  l), 
(II)     /  Ä,  =  r»+l!r»  +  llr+l, 

«4  =  r*+ 26r»+66r»+ 26r  + 1 , 

i?a  =  r»  +  57r*  +  302r»+  302r« + 87r + 1 , 

fi,  =  r«  +  120r»+ 119Ir*+2416r8+ 1  löl»-«  +  120r+ 1 . 

Es  ist  immerhin  bemerkenswertli ,  dass  in  den  vorstehenden 
Polynomen  die  Coefficienten  paarweise  vom  Rande  einwSrts  ein- 
ander gleich  werden,  so  dass  liSr  r=:  —  1  die  R  mit  geradem 
Stelienzeiger,  R^  ausgenommen,  verschwinden;  hingegen  ist. 

(12) 

Eine  andere  Eigenschaft  derselben  ergibt  sich;  wenn  man  in 
(10)  r  =  1  setzt;,  wodurch  Rp  =  pRp^i  wird ;  hieraus  folgt  mit 
Leichtigkeit,  da  i?^  =  1  ist,  Rp=:  1.2.3....(p — l)p;  die  Summe 
der  Coefficienten  in  Rp  moss  daher  ebenfalls  gleich  p\  sein,  wie 
sich  dieses  in  den  in  (11)  angesetzten  Polynomen  auch  bestätiget. 

Die  Summeoformel  filr  die  Reihe  (1)  ist  nun  folgende: 

(13) 

Mail  erbalt  hiermit,  beispielsweise  fflr  n  =:  0,  1, 2,  3, . . .  und  dar 

«=2«— 1: 

(14), 

1  -1  +1  -1  +...  +  1  =+1. 

1  -2  +3-4  +...+(2^-1)  =(i, 
l»„2.  +  3>_4«  +  ... +(2^-1)«  =  ^(2^-1), 
l»-2» + 3»  -  4» + . . .  +  (2(.  - 1)»  =  ft«(4f»  -  3) , 

l«-2*+3*-4«+...+(2(»-l)«=KV-V+l)» 
l»-2»+3»-4»+...  +(2(»—  1)»  =  (»«(16^»-  20f4*+5), 
l«-2»+3«— 4»+...  +  (2(.— l)»  =  ft(32^»-48<t4+20^«— 3), 
ir_2'  +  3'-4'+...+(2f»- 1)' =  f.«(64,i»--I12^*+70,t«-21). 
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Fflr  fi=I  werden  diePolyDome  im  zweiten  Theil  dieser  Giei- 
ehungen  gleich  1 ,  da  hierfür  die  ersten  Theiie  sich  auf  das  erste 
Glied  reduciren;  hieraus  folgte  dass  die  Samme  der  CoefGcienten 
im  zweiten  Theil  einer  jeden  Gleichung  auch  fGr  jedes  andere  pL 
der  Einheit  gleich  sein  rouss,  was  auch  in  der  That  der  Fall  ist. 

Für  ein  gerades  m  =  2fft  wird : 

1  —1  +1  —...  —  I        =0, 
1  -2+3  -...-2fi     =-fi, 
P-2*+3«-...-(2fi)*=-K2^+I), 
18_2»+3»-...-(2ft)»=-^«(4ft+3), 

14-.2*+3*^...-(2fi)*=-fi(8^»+8^*-l), 
lÄ-.2»+3»— ...— (2fi)»r=-fi«(16|»»+20ft*-5), 

l«_2«+3«— ...-(2|*)«=-^(32|itH48^*-20f*H3), 
ir_2»'+y-...-(2|*f=-ft«(64ft»+llfi*-.70fiH21). 

Für  ft  :=  1  reduciren  sich  die  vorstehenden  Reihen  auf  ihre 
ersten  zwei  Glieder,  und  wirklich  werden  auch  die  zweiten  Theife 
gleich  I  —  2"y  woraus  wieder  folgt,  dass  die  Summe  der  CoefB- 
cienten  in  den  zweiten  Theilen  auch  für  jedes  andere  f&  gleich 
2*— 1  werden  muss,  wie  auch  wirklich  der  Fall  ist. 

Wird  r  absolut  genommen  kleiner  als  I  Torausgesetzt,  so  ist 
es  gestattet  m  =  Qo  zu  setzen»  wodurch  sich  unsere  Reihe  (1)  in 
eine  unendliche  verwandelt,  während  die  Summenformel  (13)  ihre 
endliche  Gliederzahl  beibehält. 

(m  +  1)* 


erscheint  für  diesen  Werth  von  m  allerdings  in  der  unbestimmten 
Form  ^,  der  Au^ruck  ist  jedoch  der  Mulle  gleich,  da  nach 
A- maliger  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner 

"'  «^     =0 


m(m— l)(in — 2)...(m — p  +  l)rw— »       {^\^m 
wird,  indem  n  endlich,  ganz  und  positiv  ist.  —  Man  erhält  also: 

'"  ^~\^K\J{T'-lf  +  V2/Oi^l)»+  •  •  •  +U/(r— 1)* ^  (r^l)«^»* 
oder  da  nach  der  Rekorslonsformel  allgemein : 
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3t J^.{P\JL.+(P\-^+     U^^^S=L 


and  dieses  ist  die  Form  des  Grenzwertbes  der  unendlichen  Reibe 
-  -f  -^  4-  ~i  +  •  •  •  *  vorausgesetzt^  dass   der  absolute  Werth  von 

r  TOQ  der  Einheit  verschieden  ist,  denn  nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  diese  Reibe  convergent  und  es  besteht  die  Gleichung : 

(16)  r  +  ;a+p  +  --  =  (^_,j«+i- 

So  ist  8.  B.  für  n  =  0,  I,  2,  3,  .... 

l.l.A. L_ 

r^r«+r»+ (f— 1)«' 

r  +  r«  +  r«  + Ö^^l)«' 

la.??-i.?!j.      -Kr*+4r.frl)* 
,  +  ,«  +  ,•+ (r-I)«     ' 

;  +  ,«  +  ,»  + (r-1)» 


SIT. 

Ueber   einen    geometrischen   Satz. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  A.  Niegemann 

in  Co  Id. 


Im  4ten  Theile  dieses  Archivs  S.  330.  finden  sich  zwei  Be- 
weise des  Satzes  „wenn  zwei  Winkel- Hai birungstransversalen 
eines  Dreieckes  gleich  sind,  so  sind  auch  die  halbirten  Winkel 
gleich"  von  Herrn  Mossburger  mit  der  Bemerkung,  dass  Herr 
Prof.  Steiner  zu  Berlin,  der  ihm  diesen  Satz  mitgetheilt,  den 
Beweis  desselben    ungeachtet   seiner    Geringßlgigkeit   doch  mit 
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einigen  Schwierigkeiten  verbunden  gefanden  babe>  ond  dass  dieser 
Satz  Herrn  Steiner  vom  Professor  ^  e  h  m  u  s  vorgelegt  sei. 

Der  eine  Beweis  ist  algebraiscli ,  der  andere  geometrisch; 
beide  sind  nicht  ganz  der  Einfachheit  des  Satzes  entsprechend« 

Folgenden  trigonometrischen  Beweis  theile  ich  gelegentlich 
mit. 

Sind  in  Taf.  III.  Fig.  10.  CE  und  BD  die  Halbirangslinien 
der  Winkel  ACß  und  ABCf  die  wir  der  Kurze  wegen  durch  C 
und  B  bezeichnen,  CG  und  BF  die  Perpendikel  auf  AB  und  AC, 
dann  ist: 

CG=  iCE.sinGEC  BF=:  IBD.BinFDB 

\cE.sin(A  +  iC)  \BD.»\n(A+iB) 

^       (CiE.cos4(ß—^)  [ßD.eo8i(C-A)\ 

folglich  : 

CG:BF=  CE.co8l(ß''A):BD.co8i(C—A), 

oder,  weil  ^AGCco^AFB  und  CE=zBD  ist: 

CA  .AB  =  cos4(Ä  --4):cos4(C— J). 

Dieser  Gleichung  wird  GenOge  geleistet,  wenn  man  CA:=zAB 
setzt,  weil  dann  auch  a).Ä  =  Ä).C.  Aber  auch  nur  durch  die 
Annahme,  dass  CAz=zAB^  ist.  Denn  wollte  man  annehmen 
CA>AB,  so  wäre  V>.B'>V>.C,  gleichzeitig  auch  cosi(Ä— ^) 
>cosi(C— 2I),  folglich  M).(Ä— i4)<M).(C-i^),  mithin  Ä<C, 
welches  der  Annahme  AC^^  AB  und  daher  ß>  C  widerspricht; 
mithin  ist  AC=^  AB  und  VO.B  =V>.C,  da  die  Unzulässigkeit  der 
Annahme  CA  <  AB  sich  ebenso  nachweisen  lassen  wOrde. 


\ 
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XV. 

Theilang  des  Kreises  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Theilang  darch  den  Zirkel,  fiir  praktische  Mathe- 
matiker und  praktische  Mechaniker. 

Von 

Herrn  Grafen  L.  von  Pfeil  * 

auf  Haiisclorf  liei  Neuro  de   in   Schlesien. 


§1. 

Die  Theilang  einer  geraden  Linie ,  oder  eines  Kreisbogens 
lässt  sieb,  zumal  mit  Hülfe  des  Zirkeis,  ohne  Anwendung  kfinst- 
iicher  mechanischer  Vorrichtungen,  nur  dadurch  mit  einiger  Ge- 
nauigkeit bewerkstelligen,  dass  man  sie  in  eine  Haibtheilung  ver- 
wandelt. Will  man  eine  gerade  Linie,  oder  einen  Kreisbogen, 
oder  den  ganzen  Kreis  in  n  Theile  theilen,  so  wird  man  n=pJ:m 
setzen,  wobei  p  eine  Potenz  von  2,  also  eine  solche  Zahl  ist, 
welche  sich  durch  fortwährende  Halbirung  auf  l  theilen  lässt. 
Man  wird  alsdann  auf  geeignete  Weise  die  Länge  von  m  Theilen 
ermitteln^  darauf  p  durch  fortgesetztes  Halbiren  eintheiien,  und 
dazu  die  Länge  von  m  Theilen  hinzufügen,  oder  sie  davon  weg- 
nehmen. Wollte  man  z.  B.  eine  gerade  Linie  in  100  Theile  thei- 
len, so  wird  man  11=  100,  p  =  12S  und  m  =  2S  setzen,  nämlich 
100=128-28.  Man  wird  darauf  die  Länge  von  128  Theilen 
ermitteln,  diese  durch  Ualbiren  eintheiien  und  davon  100  Theile 
abnehmen.  Ebenso  könnte  man  im  vorliegenden  Falle  100=64-|*36 
setzen.     Auf  ähnliche  Weise  wird  man  beim  Bogen  verfahren. 

Die  genaueste  Haibtheilung  findet  mit  Hülfe  des  Zirkels  statt, 
indem  man  aus  den  Endpunkten  der  zu  theilenden  Linie  oder 
des  zn   theilenden  Bogens    Aß  (Taf.  I.  Fig.  I.)    gegen  die  Mitte 

Ihcil  XLI.  11 
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hin  Bogen  beschreibt^  welche  man  einander  beliebig  nähern  kann. 
Die  Mitte,  C  zwischen  zwei  so  genäherten  Bogen  lässt  sich  weit 
genauer  wahrnehmen  und  bezeichnen,  als  der  Durchschnitt  eines 
einzelnen  Bogens*).  Es  ist  darum  vortheilhafter,  wenn  die  Bo- 
gen sich  nicht  ganz  berühren,  sondern  einen  kleinen  Ziviseben- 
räum  lassen. 

Die  Richtigkeit  des  angegebenen  Verfahrens  erhellet  aus  fol- 
genden Gründen : 

Man  setze  die  Länge  eines  Bogens  oder  einer  geraden  Linie 
AB  (Taf.  L  Fig.  la.)  gleich  a,  und  schneide  von  deren  Endpunk- 
ten Ä  und  B  aus  gleiche  Stucke 

AD  =  BE    oder     AE=2  BD  =='^±?^<a 


ab,  so  folgt  daraus: 


DE      d      a 
2    "^2 ^^2' 


Es  ist  also  auch: 


«-2.(|±f)  =  Trf<«; 


nehmlich  das  bei  C  von  AB  übrig  bleibende  Stiick  DE  ist  kleiner 
als  AB. 

Es  ist  dabei  ganz  gleichgültig,  ob  man  die  abgeschnittenen 

Stücke  grosser  oder  kleiner  als  q=  -^'  angenommen  hatte,  indem 

■i-d  und  —d  auf  einander  fallen. 

Der  gleiche  Satz  gilt  auch,  wenn  man  von  D  und  E  aus  ge- 
gen C  hin  abermals  Stücke  Z>'  und  £'  abschneidet.  Das  von 
DE  übrig  bleibende  Stück  D'E'  wird  kleiner  sein  als  DE. 

Von  dem  nunmehr  übrig  bleibenden  Stück  />'£'  kann  man 
abermals j  und  fort  und  fort  kleinere  und  kleinere  Stücke  gegen 
C  hin  abschneiden,  und  man  wird  sich  dadurch  bei  jeder  Wie- 
derholung der  Operation  dem   Halbirungspunkt  C  mehr  und  mehr 


*)  Diese  Art  der  Theiinng  ist  so  genau,  dass  damit  vor  Erfindung 
der  Theilmaschinen  brauchbare  amtroiMimische  Instrumente  getheilt  wur- 
den sind,  z.  B.  die  berühmten  Borda'schen  Kreise,  welche  bei  der  Be- 
stimmung des  Meter  angewendet  wurden*  Jede  andere  Art  der  Halb- 
theilnng  durch  Zirkel  und  Lineal  ist  bei  weitem  ungenauer  und  dealiaU 
praktisch  unbrauchbar.     Vergl.  §.  11. 
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nähern,  und  schliesslich  ihm  näher  kommen,  als   irgend   eine  ge- 
gebene, noch  so  kleine  Grösse. 

Es  ist  aber  vGlIig  gleichgiltig,  oh  man  das  Abschneiden  der 
Stucke  Ton  D  und  E  aus,  von  D'  und  E*  ans  u.  s.  u\,  bewirkt,  oder 
von  irgend  anderen  Punkten  aus,  welche  von  D  und  E  gleich 
weit  entfernt  liegen,  also  auch  von  A  und  B  aus,  indem  dadurch 
Dor  gleiche  Stücke  AD  und  BE  hinzugefügt  und  wieder  wegge- 
nommen werden. 

Es  ist  also  ein  Punkt  C  innerhalb  der  Punkte  Z>,  E\  D\  £' 
a.  s.  w.  der  richtige  Halbirungspunkt  von  AB  und  von  diesen 
Punkten  schliesslich  weniger  entfernt,  als  irgend  eine  gegebene 
Grosse.    ^.  e.  d. 

§.2. 

Die  angegebene  Art  der  Halbtheilung  kann  bei  Bogen,  welche 
beträchtlich  grosser  als  zwei  Drittel  des  Kreises  sind,  nicht  wohl 
unmittelbar  angewendet  werden,  weil  die  Kreisbogen,  welche  man 
aus  A  und  B  beschreibt,  einander  unter  einem  zu  stumpfen  Win- 
kel schneiden  wXirden.  IVlan  wird  darum  ein  vorbereitendes  Ver- 
fahren anwenden  müssen. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  IL)  der  überstumpfe  Bogen  ADB  in  D 
zu  halbiren.  Man  nehme  etwa  die*  Hälfte  von  AD  in  den  Zirkel 
und  steche  mit  dieser  Entfernung  aus  A  den  Punkt  Cy  und  aus 
B  den  Punkt  C  genau  in  die  Peripherie  des  Kreises  ein.  Aus 
C  und  C  halbire  man  den  Bogen  CDC  nach  §.  1. 

In  gleicher  Weise  wird  man  den  ganzen  Kreis  in  />'  in  zwei 
Tbeile  theilen,  nur  dass  dabei  die  Punkte  A  und  B  zusammen- 
falleo,  man  also  aus  A  nach  C  und  C  die  gleichen  Entfernungen 
absticht. 

Sind  Bogen  zu  halbiren^  welche  den  ganzen  Kreis  überschrei- 
ten, wir  wollen  sie  übergreifende  Bogen  nennen,  so  halblrt 
man  den  correspondirenden  überstumpfen  oder  stumpfen  Bogen, 
wodurch  zugleich  der  übergreifende  halbirt  wird.  So  halbirt  in 
Taf.  IL  Fig.  IL  der  Punkt  D  nicht  nur  den  Bogen  ADBy  sondern 
auch  den  übergreifenden  Bogen  ABDAB, 

Auf  diese  Art  kann  man  jeden  Kreis  oder  Kreisbogen  in  2, 
4,  8,  16  u.  s.  w.  in  jede  Potenz  von  2  eintheilen. 


n* 
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§.  3. 

Aufgabe. 

Von  einem  gegebenen  Kreise  oder  Kreisbogen  ei- 
nen bestimmten  Theil  abzuschneiden. 

Auflösung. 

Man  theile  den  Kreis  oder  Kreisbogen  durch  Halbirung  nach 
§.2.  und  §.1.  in  gleiche  Theile,  so  weit,  als  nothig.  Die  Zahl 
der  Theile  sei  q\  welches  eine  Potenz  von  2  bedeutet,  also  durch 
fortgesetzte  Halbirung  bis  auf  1  getheilt  werden  kann. 

Es  verhalte  sich  der  abzuschneidende  Bogen  i  zu  dem  gege- 
benen Bogen  oder  Kreise  q,  wie  Yit:n,  so  kann  man  folgende 
Proportion  ansetzen:  xiq^^min.    Aus  dieser  Proportion  folgt  die 

LSnge  des  gesuchten  Bogens  2  = • 

Da  man  die  Halbirung  des  Kreisbogens  beliebig  fortsetzen 
kann,  um  immer  kleinere  Theile  zu  erbalten,  so  Ist  man  im  Stande, 
sich  der  richtigen  Länge  des  Bogens  z  so  weit  zu  nähern,  aU 
die  Bedingungen  der  Aufgabe  erfordern. 

Sobald  der  zu  halbirende  Bogen  sehr  klein  wird,  kann  er  als 
eine  gerade  Linie  betrachtet  werden.  Eine  solche  l&sst  sich, 
auch  theoretisch,  in  einem  beliebigen  Verhaltniss  theilen.  In  der 
Praxis  wird  der  letzte  kleine  Bruchtheil  durch  Schätzung  bestimmt. 

Beispiel. 
Es  sei  (Taf.L  Fig.  Ula.— Taf.H.  Fig.nib.)   die  Länge  von 
g=  des   Kreises  oder   Kreisbogens  zu  finden  und  abzuschneiden. 

Man  theile  den  Kreis  oder  Kreisbogen  nach  §.  L  und  §.2.  etwa 
in  64  Theile.  Hier  ist  9  =  64,  n  =  97,  m  =  31,  also  z:64=:31 :97, 
woraus 

64><31_      44 

folgt 

44 
Man  wird  also  20ö^  der  durch  Halbtheilung  erhaltenen  Vier* 

undsechszigtheile  des  Kreises  oder  Kreisbogens  nehmen,  und  da- 

31 
durch  die  Länge  ?on    ^   mit  hinreichend    grosser   Genauigkeit 

bestimmt  haben. 
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E«  ist  nur  nothig,  die  Halbtheilang  so  weit  aaszu- 
fubren^  als  das  Bedürfniss  erheischt.  In  dem  vorliegenden 
Falle  wird  man  nur  theilen: 

1)  Der  Kreis  oder  Kreisbogen  halbirt»  giebt  32  Theile, 

2)  der  Halbkreis  oder  halbe  Bogen  halbirt  giebt  16, 

3)  zwischen  16  und  32  halbirt  giebt  24, 

4)  zwischen  16  und  24  halbirt  giebt  20« 

5)  zwischen  20  und  24  halbirt  giebt  22, 

6)  zwischen  20  und  22  halbirt  giebt  21, 

44 
7}  zwischen  20  und  21  wird  man  nach  ^  des  Bogens  ab- 
schneiden, nicht  ganz  .die  Hälfte. 

Wenn  der  Bogen  zwischen   20  und   21  noch  zu   gross  sein 

sollte,  so  wird  man  die  Halbtheilung  desselben  fortsetzen,  z.  B.  ihn 

4x44      176 
nochmals    etwa  in  4  Theile  theilen,   wodurch  man   —qs —  =  Tjt" 

79 
=  lq;^  solcher    Theile  erhalten   wird.    .In    der  Praxis    wird   der 

Bruch    zuletzt    verkleinert  und  geschätzt,   z.  B.   hier   würde  man 

qs=|7wv  =  7  setzen  und  dieses  Maass  schätzen"^). 


§.  4. 

Aufgabe. 

Einen  Kreis  oder  Kreisbogen  in  eine  gegebene  un- 
gerade Anzahl  gleicher  Theile  zu  theilen**). 

A  u  f  1  «i  s  u  n  g. 

Es  sei  der  Kreis  oder  Kreisbogen  in  n  gleiche  Theile  zu 
theilen.  Man  setze  n  =  pdk'n,  wo  p  eine  Potenz  von  2  ist,  sich 
also  durch  Halbirung  in  einzelne  Theile  theilen  lässt.  Man  be- 
stimme die  Länge  von   m  Theilen  nach  §.  3.     Durch  die  Länge 


*)  vf  >*t  eigentlich  0,814.  Die  Differenz  von  0,014  ist  jedoch  als 
Brachthei!  einer  ohnehin  sehr  kleinen  Grösse  meistens  zu  vernachlässi- 
gen. Ware  sie  von  Bedeutung,  so  miisste  die  Halbirung  noch  fortge- 
setzt werden. 

**)  Ist  die  verlangte  Zahl  der  Theile  eine  gerade,  so  dividirt  naao 
so  lange  mit  2,  bis  man  eine  ungerade  Zahl  erhält. 


Digitized  by 


Google 


158  »•  Pfeil:    Theilung  des  Kreises 

von  m  Theilen  erhält  man  auch  die  Lfinge  von  p  Theilen,  -iveil  y 
und  m  sich  gegenseitig  ergänzen. 

Den  Bogen  von  p  Theilen  theilt  man  durch  Halbtheilong, 
wodurch  man  auch  m  getheitt  haben  wird,  da  die  Theile  vod  m 
denen  von  p  gleich  sind. 

Beispiel    1. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  IV.)  der  Kreis  in  5  Theile  zu  theilen. 
Man  setze  5  =  4-1-19  und  denke  gemäss  §.3.  den. Kreis  etwa  in 

9  =  32  Theile  getheilt^).     Man  bestimme  den  Bogen   von  ?  de« 
Kreises  durch  die  Proportion: 

1:32  =  1:6,    also    t  =  ~  =  6g. 

Man  wird  also  halbireu  aus  ^  =  32,  16,  8,  4,  6,  7,  und  zwischen 

2 
6  und  7  die  g  schätzen,  oder  aber  durch   weitere  Halbiruog  be- 
stimmen.   Nunmehr  kann  man  p  =  4  durch  Halbtheilung  theileo. 

Beispiel    2. 

Es  sei  (Taf.  IL  Fig.  V.)  der  Kreis  in  13  Theile  zu  theilen. 
Man  setze  13  =  16 — 3,  also  n  =  13,  p=I6,  m=3. 

Man   denke  den    Kreis  ebenfalls    in    9  =  32  Theile  getheilt 

und  bestimme  die  Länge  von  vk  des  Kreises  durch  die  Proportton: 


z:J2  =  o:13,     woraus     2  =  -jtt-  =  7j^ 


folgt. 


Man   würde  also   den. Kreis  halbiren  aus  32  in  16,  8,  4,  6,  7 

ß  I 

und  zwischen  7  und  8  noch  r^  =  0,38  bestimmen.    Wäre  »5  **^ 

q  noch  gross  genug  um  etwa  in  8  Theile  getheilt  zu  werden,  so 

5       40  1 

erhielte  man  SXri==iQ  =  3|«  solcher  Theile  für  die  verlangten 

5  '«j 

lg,  und  hätte  somit   die  Länge  von  p«    des  Kreises.     Nunmehr 

kann  man  den  übergreifenden  Bogen  von  16  über  13  bis  3,  also 
von  /?  =  13-f  3  =  16  durch  Halbirung  eintbeilen,  wodurch  zugleich 


*)  Ueber  die  Wühl  der  Ziffer  fär  g  siehe  $.  10. 
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m  =  3  Theile  getheilt  ist.  Das  Verfahren^  um  eioen  blossen 
Kreisbogen  zu  theilen  ist  dasselbe,  mir  dass  man  eventuell  den 
Bogen  veriSngern  niuss.    (Siehe  später)*). 


Controlleder  richtigen  Theilung  und  Verbesserung 
einer  fehlerhaften**). 

Ist  man  in  der  angegebenen  Weise  mit  einiger  Sorgfalt  ver- 
fahren, namentlich  bei  Schätzung  des  zuletzt  erschei- 
nenden Bruchs,  verg.  §.  11.,  so  wird  man  stets  auf  das  erste 
Mal  die  richtige  Länge  von  m  Theilen  gefunden  haben.  Cm 
jedoch  zu  prüfen,  ob  m  richtig  bestimmt  worden,  eventuell  eine 
fehlerhafte  Bestimmung  zu  verbessern,  muss  man  vor  Vollen- 
dung der  Theilung  so  viel  Theile  aus  p  bestimmen,  dass  man 
davon  m  Theile  mit  der  aus  q  erhaltenen  Länge  von  m  Theilen 
vergleichen  kann.  Dadurchg  eivinnt  man  zugleich,  wie  man  sehen 
\s\xAy  für  die  nachfolgende  Theilung  des  ganzen  Kreises  oder 
Kreisbogens  im  Voraus  alle  richtigen  Maasse. 

Hatte  man  bei  q  keinen  Fehler  gemacht,  so  werden 
beide'Längen  von  m  Theilen,  die  aus  q  bestimmte  und 
die  aus  p  bestimmte,  einander  gleich  sein.  Ist  aber  In  der 
Ermittelung  von  m  ein  Fehler  vorgekommen,  so  lässt  sich  dieser, 
und  die  richtige  Länge  des  Bogens  für  m  Tlieile,  aus  dem  Fehler 
selbst  bestimmen  auf  folgende  Art: 

Vergleicht  man  die  beiden  aus  q  und  ans  p  gefundenen  Län- 
gen von  m  Theilen,  indem  man  sie  entweder  auf  einander  legt, 
was  geschehen  muss,  wenn  man  n^^p-\-m  gesetzt  hätte,  oder 
indem  sie  von  selbst  auf  einander  fallen,  wie  solches  bei  n^^-p—m 
statt  findet,  so  wurde  sich,  wenn  ein  Fehler  begangen  worden, 
ein  Unterschied  <£,  der  gleich  sein  sollenden  Bogen  zeigen. 
Nennt  man  tien  bei  der   Bestimmung  von  m  aus  q  begangenen 

Fehler  o?,  so  ist,  wie  gezeigt  werden  soll,  jederzeit  .t:=^.<2. 

Man  findetdarum  die  richtige  Länge  von  m  TheiicQ, 
wenn  man  die  Differez  d  der  aur  q  erhaltenen,  und  der 


*)  Es  ist  für  di«  Praxis  Tortheilhnft,  die  beiden  Endpunkte  von  m 
Theilen  mit  stähleroen  Centramzä|ifchen  zu  urmiren.  Die  ArioiruDg  ist 
aof  den  Figuren  durch  kleine  Kreise  bezeichnet. 

**)  Vergl.  Anmerkung  zu  §.  7.  am  Ende. 
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aus  p   erhaltenen  Länge   von  m  Theilen    -mal    nimmt, 

and  zwar  gilt  diese  Regel  sowohl  von  Kreisbogen  als  von  ganzen 
Kreisen. 

Der  Bruch  ^  ist  ein    ächter   Bruch,    wenn    man  9t=ti-f  "• 
n  '^ 

setzte  >    und  ein  unächter,  wenn  man  n  =  /; — m  gesetzt  hat,  weil 

in  dem  ersten  Fall  p  kleiner,  im  zweiten  p  grosser  als  n  ist 


§.6. 

Das  Gesagte  erhellt  aus  folgenden  Gründen: 

Es  sei  ein  Kreisbogen  In  n  Theile  zu  theilen. 

Erster  Fall.  Hat  man  7i  =  p-f  m  gesetzt,  so  schneide  man 
(Taf.  I.  Fig.  IV.)  nach  §.3.  die  vermeintlich  richtige  Länge  von 
m  Theilen  =  BC  ab.  Der  bei  BC  begangene  Fehler  sei  x^ 
nämlich  BC=zm4zX,  so  ist  der  Fehler  von  p  Theilen,  also  von 
AC  ebenfalls  a,  so  zwar,  dass  AC  um  a:  zu  gross  ist,  wenn  BC 
um  x  zu  klein  war,  und  umgekehrt.  War  also  BC  =  mAzX,  so 
ist  AC  =  p±a;. 

Man  theile  AC  durch  Halbirung  so  weit,  bis  man  davon  m 
Theile  abnehmen  kann.    Der  Fehler  jedes   einzelnen  Thells  von 

AC  oder  p  wird  sein  -,  der  Fehler  von  m  Theilen  also  — .     Die 

aus  der  Halbtheilung  von  AC  gefundene  Länge  von  m  Theilen 

tncc 

wird  demnach  sein  «iH *). 

Man  vergleiche  die  Länge  BC  =  m^x  mit  der  Länge  von 
BC  =:m^ — ,  indem  man  BO  von  B  aus  gegen  C  übertrfigt. 
80  sei  der  Unterschied  beider 

p        —    '^  P 


.p  +  m 


und  da 


*)  Dor  Unterschied  von  BC  und  BC'  ist,  der  Deutlichkeit  wegen,  in  den 
Figuren  viel  grösser  angenomuien  worden,  als  es  bei  der  praktischen 
AasfähruDg  vorkommen  kann. 
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P  +  m  =  w, 


so  ist: 


d'=iAr-.x     und     arrs+^.d. 


Man  ivird  in  der  Praxis  den  Brach  ^  annShernd  in  einen  sehr 

n 

einfachen  verwandeln,   was  ohne  Fehler  geschehen  kann,  weil  d 

nur  sehr  klein  ist,  oder  man  wird  den  Bruch  mittels  einer  Mikro- 

meterschraube  übertragen^  und  so  wird  man  CC ^=z^.dz=zx  be- 
stimmen und  auf  diese  Art  AO*  als  die  richtige  Länge  von  p 
Tbeilen  erhalten.  Man  wird  nunmehr  AC  durch  fortgesetzte 
Halbirung  eintheilen.  Man  kann  darauf  von  AC  so  viele  Theile 
=  DC  abnehmen,  dass  DC  zu  CB  hinzugefügt  ebenfalls  eine 
Potenz  von  2  giebt,  so  dass  man  also  BD  ebenfalls  durch  Hal- 
birung eintheilt.  Ist  man  richtig  verfahren,  so  wird  die  Halbirung 
von  BD  genau  auf  den  Punkt  Cf  zurückfuhren. 

Beispiel    3. 
Es  sei  der  Bogen  eines  rechten  Winkels  (Taf.  H.  Fig.  VU.) 
in  71  Grade,  also  in  270  Theile  einzutheilen.    Man  setzt 

~?  =  135  =  n=  128+7. 

Es  ist  also  in  der  Formel 

n=:p-ft?i, 
p  =  128, 
m  =  7, 
135  =  128+7. 

Man  suche  erst  die  Länge  von  7  Tbeilen  nach  §.3.  Angenom- 
men, man  habe  bei  dieser  Bestimmung  einen  Fehler  x  begangen, 
80  wird  BC=^m-jrX  sein. 

Man  theilt  0  bis  128  durch  Ualbtheilung,  wobei  man  jedoch 
die  Theilung  nur  so  weit  ausführt*)  bis  man  7  Theile  erhatten 
bat,  die  man  von  B  aus  nach  BC  überträgt  (Vgl.  Taf.  I.  Flg.  VI.). 

Die  Differenz  CC  =^d  wird  ^«^  =  Tog*^  ^"^  ^^^135*^   ^^'°' 


*)  Nämlich  128,  64,  32,  16,  8,  4,  6,  7. 
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so  dass  man  hier  ohne  merkliche  Fehler  ;r  =  d  und  AC=;AC 
setzen  kann*).  Man  wird  also  die  Halbtheilung  von  ilC  ausfuh- 
ren, bis  man  ]  Theil  CD  zu  BC  hinzufügen  kann,  und  somit 
auf  8  Theile  =  BD  gelangt.  Dann  theile  man  BD  durch  Halb- 
theilung.  Ist  man  richtig  verfahren,  so  muss  die  Theilung  auf 
den  Punkt  C  treffen. 

Findet  die  üebereinstimmung  Statt,  so  fährt  man  die  Thei- 
lung  vollständig  aus.  Die  in  der  vorläufigen  Theilung  bereits  er- 
haltenen Maasse  dienen  hierbei  als  Hilfsn^ittet. 

Zweiter  Fall.  Hatte  man  n=p — m  gesetzt,  so  muss  man 
den  Kreisbogen  verlängern,  und  BC  (Taf.  L  Fig.  VIII.)  als  die 
nach  §.  3.  bestimmte  Länge  von  m  Theilen  von  B  nach  C  über- 
tragen. Wäre  dieses  Maass  nicht  richtig  bestimmt  worden,  so  sei 
der  bei  BC  begangene  Fehler  a,  dann  ist  der  Fehler  von  AC  oder 
von  p  Tbeileo  ebenfalls  x,  so  zwar,  das«  wenn  BC  um  x  zu 
gross  oder  zu  klein  war,  auch  AC  um  x  zu  gross  oder  zu  klein 
ist.    War  also  BC^=^m:^x,  so  ist  auch  AC  =  p±^x. 

Man  theile  AC=pi:X  durch  Halbtheilung  so  weit,  bis  man 
davon  m  Theile  erhält;  es  werden  beide  Längen  von  m  einander 
beinahe  decken.     Der  Fehler  jedes  einzelnen  Theiles  wird  sein 

-,  und  also  der  Fehler  von  m  Theilen   — .     Die  durch  Halbtbei- 

P  P 

lung  aus  AC  gefundene  Länge  von  m  Theilen  wird  also  sein 

^  tnx 

B'C=  m± 

P 

Man  vergleiche  beide  Längen  von  m  Theilen,  so  ist  ihr  Un- 
terschied 

B'B  =  BC-B'C=zm±x-(m±—)=±{X'-~) 


-4-^ 

—  m 

= 

rf, 

—  ±~ 

P 

und  da 

P- 

-m  = 

n, 

so  ist  auch 

in 

diesem  Falle: 

und 

X 

d. 

7 
*)  Der  Fehler  rrr  =0,05  i«t  bei  der  Kleinheit,  welche  d  äberhaupl 
i«so 

nur  haben  kann  nicht  leicht  wahrnehmbar,   in   soweit  man  nicht  Ver- 

grösserungsgläter  anwendet. 
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Man  wird  in  der  Praxis  ebenfalls  den  unäcbten  Bruch   -  in 

n 

eioen  sehr  einfachen  verwandeln,   und  so  BB*'=^  -.#£  =  ar    be- 

n 

stimmen.  Man  wird  die  Länge  B"C  von  B  aus  nach  BO*  über- 
tragen, und  auf  diese  Art  AC"  als  die  richtige  Länge  von  p  Thel- 
len  erbalten,  woraus  man  durch  Halbtheilung  p  Theile  findet  Ist 
man  richtig  %'erfahren,  so  muss  die  Theilung  genau  auf  den  Punkt 
ß  zurückführen. 

Beispiel    4. 

Es  sei  (Taf.L  Fig.  IX.)  der  Halbkreis  AB  in  Hundert  Theile 

100 
einzutheilen     Man  setze   -j-  =25  =  32 — 7,  so  dass  in  der  Formel: 

M  =p — Wf  , 
«  =  25, 
p  =  32. 
111  =  7, 
sein  wird. 

Man  verlängere*)  den  Halbkreis  AB,  oder  0  bis  25,  entspre- 
chend ,  und  trage  von  B  also  25  aus  die  nach  §.  3.  bestimmte 
Länge  von  ^  =  7  Theilen  nach  C  also  32  mithin  ist  25  bis  32 
BC=in4:j;.  Man  ermittle  durch  Halbtheilung  von  p  =s32=ilC 
also  0  bis  32  ebenfalls  7  Theile.  Wären  die  7  Theile  im  An- 
fange richtig  bestimmt  worden,  wie  wahrscheinlich  der  Fall  sein 
wird,  so  musste  die  Theilung  auf  25  zurückföhren.  Wäre  jedoch 
bei  der  ursprünglichen  Bestimmung  von  7  Theilen  ein  Fehler,  x 
gemacht  worden,  so  ergeben  beide  Längen,  BC  und  B'C  etwa 
eine  Diflferenz: 

»ß      ^      »*  25  32. 

/fZi  =  a:^~  .a:  =  öö»^»    und    a?  =  ö^.a. 

32 

Anstatt   oÄ   wird  man   bei  der  Kleinheit  von  et  ohne  merklichen 

32      4 
Fehler  öl  ==  3  setzen  **).    Man  wird  also  ein  Drittheil  von  BB' 

nach  BB'  übertragen,  und  so  B"C  als  die  wirkliche  Länge  von 
m  oder  25  bis  32  erbalten,  welche  man  von  25  aus  nach  32  als  BC* 
abschneidet,  so  dass  nunmehr  AC"  die  richtige  Länge  von  32 


•)  Vcrgl.  überall  Taf.L  Fig.VIll. 
*)  Genauer  1,28. 
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Theilen  darstellen  wird.  Ist  man  jetzt  richtig  verfahren ,  so  wird 
die  Halbtbeilung.von  AC"  auf  B  zarückföhren. 

Es  wurden  in  beiden  Beispielen  solche  Theilangen  gewählt, 
wobei  sich  m  auch  durch  eine  vorläufige  Eintbeilung  leicht  fin- 
den lässt 

Wäre  aber  m  eine  beliebige  Primzahl «  so  lässt  sich  m-\:x 
eben  so  gut  bestimmen,  wie  dieses  §.  3.  gezeigt  wurde. 

Beispiel    5. 

Angenommen  z.  B.  es  wäre  Taf.  IL  Fig.  X.  ein  Bogen  von 
12  Grad,  oder  ein  ganz  unbestimmter  in  13  Theile  zu  theilen,  so 
wurde  man  13=  16 — 3  setzen,  und  zuerst  die  Länge  von  3  Thei- 
len, m,  finden,  indem  man  den  Bogen  von  12  Grad  etwa  in  8 
Theile  theilte.  Man  erhielte  die  verlangte  Länge  durch  die  Pro- 
portion z:8  =  3:13,  woraus 

8x3         II 

folgt. 

Man  würde  also  1  j»  eines  Achttheils  des  Bogens  von  12  Grad 

dem  ganzen  Bogen  hinzufügen,  und  den  so  verlängerten  Bogen  in 
16  Theile  theilen^).  Es  müssten  13  Theile  genau  auf  den  Bo- 
gen von  12  Grad  treffen.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde 
man   den  begangenen   Fehler   nach  §.  6.,  zweiter  Fall,  corrigiren, 

indem   man   den  Unterschied  dXyi^=tx  setzte,  und  den  Bogen 

für  16  Theile  um  x  vergrosserte  oder  verkleinerte. 


§.7. 

Aufgabe. 

Den  Kreis  in  eine  solche  Anzahl  gleicher  Theile 
zu  theilen,  welche  nicht  durch  2  theilbar  ist,  und  diese 
Theilung  zu  berichtigen. 

A  u  f  1  0  SU  n  g. 
Es  sei  n  die  Anzahl  der  Theile,  in  welche  der  Kreis  getheiit 


*)  Mao  theile  erst  zar  PrüfuDg  der  Richtigkeit  16,  8,  12,  14,  13. 


Digitized  by 


Google 


mit  besonderer  Berücksicht.  der  Theüung  durch  den  ZirkeU    165 

werden  soll,  so  wird  man  diese  Zahl  als  die  Summe  oder  Diffe- 
renz Ton  zwei  anderen  betrachten  können,  deren  eine  p  eine  Po- 
tenz Ton  2,  also  durch  Ualbirung  zu  theilen  ist.  Man  kann  also 
jedesmal  setzen  n=p4:iit. 

Man  bestimme  nach  §.  3.  aus  q  die  Länge  von  m  Theilen, 
und  theile  dann  p  durch  Halbtheilung  nach  §.  2.  und  §.  l.,  bis 
man  aus  p  etwa  m  Theile  abnehmen  kann.  Stimmen  beide  Maasse 
von  m  flberein,  so  war  m  gleich  Anfangs  richtig  bestimmt,  und 
man  kann  den  Kreis  durch  Halbtheilung  von  p  theilen.  War  aber 
m  nicht  richtig  bestimmt,  so  wird  die  (ur  m  Tbeile  gefundene 
Länge  AB  =  ni+a?  (Taf.  IL  Fig.  XL  und  Taf.  I.  Fig.  XIII,),  wo 
X  den  begangenen  Fehler  bedeutet. 

Erster  Fall«  Hat  man  7i  =  p-f  m  gesetzt,  und  war  etwa 
AB  (Taf.  II.  Fig.  XI.)  um  x  zu  gross  oder  zu  klein  angenommen 
ivorden,  so  musste  ACB  als  die  ohngefiihre  Länge  von  p  Thei- 
len um  X  zu  klein  oder  zu  gross  werden.  War  also  AB  =  m±a?, 
80  wird  ACB  =p^x  sein. 

Man  hatte  ACB  durch  Halbtheilung  so  weit  getheilt,  dass 
man  m  Theile  davon  abnehmen  konnte.  Dieses  geschieht  am 
besten  y   wenn   man   zwischen   B   und   C   so    lange    balbirt,    bis 

ÄßD=^,  ist,  weil  dann  AD-'BD=ABr=m  und  auch  BC-BD 
=:CD=:m^  also  AB=::CD  wird.     Der  Fehler  jedes  einzelnen 

X 

Theils  von  p  wird  sein  -,  nnd  also    der  Fehler  von  m  Theilen 

— .     Die  aus  der  Halbtheilung  von  ACB  oder  p  gefundene  Länge 

mx 
von  m  Theilen  wird  also  sein   CD  =  AB'^=mlf^ 

Man  vergleiche  die  Länge  AB=^m4:i^  mit  der  Länge 

tnx 
AD=zAB'  =  mT—^ 
P 

indem  man  CD  von  A  aus  gegen  B  überträgt,  so  ist  der  Unter- 
schied beider: 

P 
und  da 

p  +  «»  =  n. 
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80  iet  Mich 

d=:4 — .X    und  also    a:r=4--.rf. 
~p  -^n 

Da  nach  der  Annahine  d  nur  klein  sein  kann,  so  tässt  sich 

der  Bruch   -  annähernd  in  einen  sehr  einfachen  verwandeln,  und 

80  aus  BB'  =  d  die  Grosse  von  B'B"  =  a;  bestimmen.  Hieraus 
folgt: 

AB±BB":==AB'' 

als  der  richtige  Bogen  für  m  Theile. 

Man  wird  nunmehr  aus  A  und  B"  den  Bogen  ACB"  noch* 
mals  in  C"  halbiren,  ferner  nochmals  durch  Ualbtheilung  von  AC^, 
die  m  Theile  finden,  und  sind  diese  genau  =AB\  so  wird  man 
mit  der  Halbtheilung  von  AD  und  AO'  vorgehen.  Dabei  wird 
man  auch  aus  C  über  D  gegen  B  so  viele  Theile  unmittelbar 
erhalten,  dass  die  Theilungen  zwischen  C  und  Z>  ebenfalls  durch 
fortgesetzte  Halbirung  ausgeführt  werden  kann.  War  man  rich- 
tig verfahren,  so  musste  die  Theilung  auf^''  und  />  zurückfahren. 

Beispiel    6. 

War  der  Kreis  in  93  Theile  zu  theilen  und  93  =  64  -|-  29  ge- 
setzt worden,  so  musste  man    den   Bogen    von  29  Theilen  AB 

(Taf.  1.  Fig.  XII.)  nach  §.  3.  bestimmen,  also  AB  =  i  =  qq—* 
setzen.    Es  konnte  q  etwa  128  Theile  enthalten,  also 

^Ä  =  .  =  39|. 

Um  nun  aus  diesen  Theilen  nochmals  ?/e  =  29  zu  bekommen, 
tbeilte  man  p=zACB  in  C  in  zwei  Theile,  die  Hälfte  nochmals, 
und  so  fort,  bis  man  AD  =  32  Theile  bekam,  nämlich  man  theiite: 

zwischen  29  und  93  (29 +  32)  =  61.... C, 


29 

„    61  (29  +  16)  =  4S, 

29 

„    45  (-29+  8)  =  37, 

29 

„    37(29+  4)  =  33, 

29 

„     33  (29+  2)  =  31, 

31 

„    33                     32....  ö. 

Nunmehr  war  CZ>=61— 32  =  29  Theilen,  und  es  wurde  CD=AB, 
was  man    durch    Cebertraguog  zu  prüfen    hatte.     Beide  Läogeo 
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von  29  Tfaeiien  nmssten  übereinstimmen ^  wenn   man  bei  der  Be- 
stinimang  von  AB  keinen  Fehler  begangen  hatte. 

Obschon  ein  solcher  Fehler  bei  einiger  Sorgfalt  nicht  vor- 
kommt, so  setzen  viir  doch  er  sei  begangen  worden.  Man  musste 
(Taf.  II.  Fig.  XL)  AB'— CD,  von  A  aus  gegen  B  übertragen  und 

BB'  =  d=:  -  .X  r=  ^..oü    oder    .t=^ö.«^ 

setzen. 

&i  2  2 

Da  ^  =  0,688  fast  =  j,  also  a;  =  g  BB\  so  theilte  man  BR 

2 
in  drei  gleiche  Theile,  und  machte  BB"  =  »  BB',  wodurch  man 

AB"  als  den  richtigen  Bogen  von  29  Abtheilungen  erhielt. 

Nun  hatte  man  nochmals  (vergl.  Taf  II.  Fig.  XI.)  den  Bogen 
ACB"  in  O*  zu  halbiren,  darauf  nnchmals  die  erhaltene  Probe  zu 
wiederholen,  und  fand  man  CD**  genau  =  B"A,  so  konnten 
endlich  zwischen  0  und  32,  zwischen  29  und  61  und  zwischen 
61  und  93  durch  fortwährende  Halbtheiiung  die  einzelnen  Theile 
^etheilt  werden.  Die  richtigen  Maasse  fanden  sich  bereits  in 
der  vorläufigen  Theilung  gegeben. 

Zweiter  Fiill.  Hatte  man  nr^p — m  gesetzt,  und  bei  der 
Bestimmung  von  AB  (Taf.  1.  Fig.  XIII.)  einen  Fehler  gemacht, 
80  ist  auch  hier  AB  =  mAzX,  und  auch  der  übergreifende  Bogen 
ABVAB  i=  p^x,  weil  ABGAB  um  eben  so  viel  zu  gross  oder 
zu  klein  wird,  als  AB  zu  gross  oder  zu  klein  war. 

Man  theile  ABCAB  durch  Halbtheiiung  nach  §.2.  und  §.1. 
so  weit,  dass  man  m  Theile  davon  abnahmen  kann.     Der  Fehler 

des  einzelnen  Theils  wird    sein   -.  und  also  der  Fehler  von  m 

P 

Tbeilen 

P 

Man  vergleiche  die  Länge  ABz=zm^x  mit   der  darüber  fal- 

tnx 
lendeu  Länge  AB'  =  mAr — .    Ihre  Differenz  ist 

BB'=id=  (»i±:r)-(mdb— )=±a:Ty  =db^— -Xar, 

und  da 

p  —  m^n, 

80  ist  auch  in  diesem  Falle: 
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d=i^-.x    und    a:=±^Xd. 

Auch  hier  wird  mao  den  Brach  annähernd  in  einen  sehr  ein- 
fachen verwandeln,  und  so  aus  BB'  =  d  die  richtige  Grosse  von 
BB*'^=ix  bestimmen.    Hieraus  folgt: 

AB^BBf'  —  AB' 

als  der  richtige  Bogen  fiSr  m  Theiie. 

Man  wird  nunmehr  den  Bogen  ABGAB"  nochmals  in  O  hal- 
biren»  ferner  nochmals  durch  Halbtheilung  von  ABC  die  Länge 
von  m  Theilen  ermitteln ,  und  treffen  diese,  wie  der  Fall  seio 
wird,  genau  mit  AB"  zusammen,  so  wird  man  die  Theilung  durch 
fortwährende  Halbtheilung  zu  Ende  fuhren. 

Beispiel   7. 

War  der  Kreis  (Taf.  I.  Fig.  XIV.)  in  97  Theiie  zu  theilen. 
so  setzte  man  97  =  128 — 31.  Man  ermittelte  zunächst  den  Bo- 
gen von  31  Theilen  =  AB  nach  §.  3.,  indem  man 

.„     ^X31      ^  Ö4.31      ,,^44 

setzte,  und  hierauf  den  erhaltenen  Bogen  von  31  Theilen  noch- 
mals aus  der  Halbtheilung  von  p  =  ABGAB  gleich  128  Theilen 
bestimmte,  nämlich  man  rousste  theilen  64,  32,  16,  24,  28,  30,  31. 

War  bei  der  Bestimmung  von  AB  aus  q  kein  Fehler  began- 
gen worden,  so  mussten  AB  und  AB  zusammenfallen. 

War  dagegen  ein  Fehler  vorgekommen ,  so  war  (Tafel  I. 
Fig.XIlI.): 


AB  =  d=z^.x^^.x 


und 


Infi 

a;=^.d=l,32. 


4 
oder  ziemlich  =  ö*^* 


Man  musste  also  BB*  =  e?  in  3  Theiie  theilen,  und  4  dieser 
Theiie  von  B  über  B'  heraus  nach  B**  übertragen.  Dadurch 
wurde  BB"  =  o:,  so  dass  man  AB"  als  den  richtigen  Bogen  von 
31  Theilen  erhielt. 
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Nunmehr  hatte  man  aas  A  und  R'  nochmals  den  Bogen 
AOBf*  in  O'  zu  halbiren,  und  zuletzt  durch  Halbtheilung  von 
ABO*  und  B**AC'  zunächst  nieder  den  Bogen  von  ^1  Theilen> 
Aß  =i9f7  bis  31  in  Taf.  1.  Fig.  XIV.  und  schliesslich  die  einzelnen 
Theile  zu  finden,  indem  man  zwischen  97  und  54  den  Bogen 
AßC  und  gegenüber  zwischen  3]  und  64  ober  97  hinweg  den 
Bogen  CAB  (97  -  64  h  31  ^  64)  bei  96  halbirte.  Das  Uebrige 
der  Theilung  hat  keine  Schwierigkeit. 

Diese  Erörterung  zeigt,  dass  in  allen  Fällen,  wo  KreisQ  oder 
Kreisbogen  getheilt  werden  sollen,  der  bei  der  Bestimmung  von 
ffi  begangene  Fehler  x  gleich  ist  d,  dem  Unterschied  ^us  den 
beiden  Längen  von  m,  niMJtiplicirt  mit  einem  Bruch»  de«seii 
Zähler  p,  und  dessen  Nenner  n  ist,  wie  dieses  in  §.  5.  behauptet 
wurde  *). 

Die  in  §.  5.  bis  §.  7.  entwickelte  Bericbtigungsmethode  wird 
vornehmlich  alsdnan  Anwendung  finden,  wo  der  einzntheilende 
Kreis  in  der  Art  unterbrochen  ist,  dass  sich  eine  fortgesetzte 
Halbirung  von  q  nicht  ausfuhren  lässt,  wie  dieses  z.  B.  der  Fall 
ist,  wenn  ein  Radmodell,' oder  ein  fertiges  Rad  auf  den  Kämmen 
getheilt  werden  soll.  In  diesem  Falle  würden  die  Theijungspunkte 
aus  der  Halbirung  von  q  zwischen  die  Kämme  zu  liegen  kommen, 
während  die  Theilungspunkte  aus  der  Halbirung  von  p  sämmtlich 
suf  die  Kämme  fallen. 


§.8. 
Aufgabe. 

Den  Kreis  oder  einen  Kreisbogen  nach  einem  belie- 
bigen Verhältniss  in  ungleiche  Theile  zu  theilen. 

Auflösung. 

Es  seien  die  Theile,  in  welche  der  Kreis  oder  der  Kreisbo- 
gen getheilt  werden  soll,  r,  s,  /,  u.    Man  bringe  die  Zahlen,  wenn 


*)  Es  sei  übrigen«  bemerkt,  dass  eine  Ucrichlignng  \onm  seltener  ja 
niemals  nothwendig  ein  wird,  ftolmid  bei  der  Bestimmung  ans  der  Halb- 
theilung des  Kreises  oder  Rogens  ans  fj  vorsichtig  Terfahren  worden, 
zamal  wenn  man  die  Punkte  A  und  ß  mit  Centrurasftpfchen  armirt  hatte. 
Die  aus  Q  gefundene  Länge  Toin  m  Theilen  stimmt  mit  der  aus  p  ge- 
fundenen fast  jederzeit  überein,  indem  die  «ehr  kleinen,  bei  der  Halbi- 
rnng  zu  begehenden  Fehler  in  der  Regel  nach  entgegengesetzten  Seiten 

Theii:XLI.  12 
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Brüche  vorhanden  sind,  auf  gleiche  Nenner,  und  setze  die  Somme 
der  Zähler  von  r-f  f -f  f-f  tf  =  n.  Darauf  tbeile  man  den  Kreis 
oder  Kreisbogen  nach  §.  7.  In  n  Theile,  indem  man  jedoch  die 
Theilung  nur  so  weit  ausfährt »  dass  die  verlangten  Theilungs- 
punkte  sich  ergeben. 

Beispiel   8. 

Es  sei  der  Kreis  so  einzutbeilen ,  dass  die  Theilangen  den 
Monatslängen  in  einem  Jahr  entsprechen.  Man  setze  (Taf.  L 
Fig.  XV.)  n— 366  (bezüglich  366)  und  tbeile  nach  §.7.  den  Kreis 
SO9  als  ob  man  365  Tbeile  erhalten  wolle,  bezeichne  jedoch  nur 
die  Haupttheilungen,  etwa  je  16.  Hierauf  gebe  man  jedem  Monat 
seine  entsprechende  Anzahl  Tage,  und  führe  auch  die  Theilung 
nur  an  den  entsprechenden  Stellen  aus.  Taf.  I.  Fig.  XV.  erklärt 
das  Verfahren  hinlänglich. 


§.  9. 

Wahl  zwischen  n=p-f  m  und  n=p — m. 

Man  wird  am  bequemsten  p  so  wählen,  dass  m    mSgtichst 
klein  ist. 

Dieses  geschieht,  wenn  man  in  allen  Fällen,  wo  m  kleiner  als 

2  ist,  n=/i-f  ffi  setzt  dagegen  wo  m  grosser  als  ^  sein  würde, 

lieber  n^p-^m  wählt,  wodurch  dann  wieder  m<^  wird. 

Nachfolgende  Tabelle  zeigt  die  fllr  bestimmte  Theilongen  za 
wählende  Formel. 

Es  wird  gewählt: 

Für  die  Theilung  3.  Für  die  Theilung  3. 

»»     *»         »»        "•  99     9»         99        7. 

Zwischen      8  und    12.  Zwischen    12  und    16. 

16    „      24.  „           24    „      32. 


fallen,  und  «ich  darum  aufheben  and  aoigleichen.  Am  leichteeteo 
kommt  ein  Fehler  dadurch  vor,  daee  bei  der  BeetlmmoDg 
TOD  m  aus  g  der  Brach  am  Ende  dea  Werthee  nicht  richtig 
geechätit  worde.    Vergl.  $.  11. 
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Zwiacben  32  und  48. 

Zwischen  48  und  64. 

64  „  128. 

128  „  266. 

256  „  384. 

384  „  512. 

n.  8.  w. 

U.  8.  w. 

lodess  kann  auch  die  entgegengesetzte  Formel  gebraucht  werden, 
sobald  m  die  Hälfte  von  p  nicht  allzuweit  Gberscbreitet 


S.  ]0. 
Die  Wahl  der  Zirfer  ffir  g. 

Dieselbe  richtet  sich  nach  der  Grosse  des  zu  theilenden 
Kreises  oder  Kreisbogens»  und  ist  im  Uebrigen  willkQrlicb»  sobald 
nur  q  wie  gesagt  eine  Potenz  von  2  ist»  d.  h.  sobald  sich  q  durch 
Halbtheilung  auf  Eins  tbeilen  lässt.  Die  Ziffern  welche  g  haben 
darf,  sind  also:  2»  4»  8»  16,  32»  64»  128,  256»  512»  1024»  u.  s.  w. 
Man  wfthlt  bequem  etwa  eine  solche  Ziffer^  wobei  die  einzelnen 

Tbeile  zwischen  g  und  j  Zoll   fallen»    damit   man  die  Zahl  der 
Theilungen  gut  daneben  schreiben  kann. 

So  würde  man  z.  B.  bei  einem  Kreise  von  1  Fuss  Durch- 
messer oder  150  Viertelzoll  Umfang  9  ^256  setzen»  bei  einem 
Kreise  von  10  Fuss  Durchmesser  q  =  2048,  u.  s.  w. 


§.  11. 

Der  durch  die  Halbtheiliung  möglicher  Weise  zu 
begebende  Fehler  kann  höchstens  doppelt  so  gross  werden» 
als  derjenige,  welcher  bei  der  Halbtheilung  eines  einzelnen  Bo* 
gens  begangen  werden  kann. 

Dieses  erhellt  aus  folgender  Betrachtung.  Angenommen,  es 
sei  ein  Kreis  oder  Kreisbogen  z.  B.  in  128  Theile  getheilt,  so 
ist  die  Hälfte  64,  das  Viertheil  32,  u.  s.  w.,  bis  auf  einen  Theil 
herab  musste  7mal  getheilt  werden. 

Gesetzt,  es  sei  der  grosste,  bei  der  Ualbtheilnng  zu  begehende 
Fehler  «0,  und  dieser  Fehler  sei  bei  jeder  Halbirung  begangen 
worden,  gesetzt  femer,  es  fielen  alle  ("ehler  nach  einer  Seite  hin, 
so  wird  die  Summe  aller  dieser  Fehler  den  am  £nde  begehenden 
Fehler  darstellen. 
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Der»  bei   64  begangene  Fehler  w  wird  6mal  halbirt,  w  ivird 

w 
also  am  Ende  mit  ^  erscheinen* 

Der  bei  32  begangene,  eben  so  grosse  Fehler  wird  5mal  bal- 

>  w 

birty  erscheiot  also  am  Ende  mit  ^^• 

Ebenso  erscheint    der  bei    16  Theilen  begangene  Fehler  am 

Ende  mit  t^,  der  bei  8  begangene  Fehler   mit  tt,  u.  s.  w.  zuletzt 

der  bei  einem  Theil  begangene  Fehler  mit  tr. 

Es  ist  also  die  Summe  aller  dieser  Fehler,  wenn  sie  alle 
auf  eine  Seite  gefallen  sein  sollten 

w      w      w      w      w      w 
'^+  2+4+8 +  J6 +32  +  64' 

mithin  nicht  ganz  2w. 

Dieses  würde  auch  für  den  Fall  gelten^  wenn  man  q  grosser. 
z.B.  256y  512,  U.S.  w.  angenommen  gehabt  hätte^  Immer  würde 
der  am  Ende  begangene  Fehler  unter  w  bleiben. 

Aus  dieser  Darstellung  erhellt  zugleich,  dass  die  zu  be- 
gehenden Fehler  um  so  wirksamer  werden«  ivenn  sie 
bei  mehr  vorgeschrittener  Theilung  begangen  worden 
sind,  und  dass  in  der  Praxis  die  Genauigkeit  des  Re- 
sultats hauptsächlich  von  der  richtigen  Schätzung  des 
kleinen  Bruchs  am  Ende  abhängt,  weil  die  kleinen,  in  der 
Halbirung  begangenen  Fehler  theils  an  sich  sehr  unbedeutend 
sind,  theils  in  der  Regel  nach  entgegengesetzten  Seiten  fallen, 
und  sich  ausgleichen  werden. 


§.  12. 

Allgemeine   Regeln^). 

Man  kann  also  die  Theilung  jedes  Kreisbogens,  und  jedes 
ganzen  Kreises  nach  folgenden  Regeln  ausfuhren: 

1)  Setze  die  Zahl  der  Theile  nz=.p^m9  wo  p  eine  Zahl  ist, 
welche  sich  durch  Halbtheilung  bis  auf  1  theileo  lässt,  also  2, 
4,  8,  16,  32,  u.  8.  w.  mit  Berücksichtigung  von  §.  9. 


*)  Für  Nichtmathematiker. 
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2)  Bestimine  die  Länge  von  m  Theilen,  nach  §.3.  aus  der 
HalbtheiiuDg  des  ganzen  zu  theilenden  Kreises  oder  Kreisbogeas 
q.  Verwende  insbesondere  auf  die  Schätzung  des  letzten  Bruchs 
die  grusste  Sorgfalt.  Es  darf  q  ebenfalls  nur  als  eine  der  obigen 
Zahlen  angenommen  werden. 

3)  Finde  die  Länge  von  m  Theilen  nochmals^  aber  durch 
Halbtheilung  des  Bogens  von  p  Theilen. 

4)  Stimmen  beide  Längen,  wie  wahrscheinlich,  überein,  so 
vollende  die  Theilung  durch  Halbirung  von  p. 


Sollten  beide  Längen  jedoch  nicht  genau  übereinstimmen, 
so  war  m  von  Anfang  unrichtig  bestimmt.     Dann 

5)  Finde  die  Differenz  beider  Bogen  von  m  Theilen  gleich  dy 
indem  du  die  Bogen  von  einander  abziehest. 

6)  Ans  dieser  Differenz  bestimme  den  bei  m  begangeneu  Feh- 
ler Xy  indem  du  d  mit  -  multiplicirst,  also  x  =  -Xd  setzest, 
wobei  der  Bruch  verkleinert  wird. 

7)  Nachdem  so  die  richtige  Länge  von  m  Theilen  ermittelt 
worden,  theile  den  Bogen  von  p  Theilen  durch  fortgesetzte  Hai* 
birung,  wodurch  auch  der  Bogen  von  m  Theilen  getheUt  sein  wird. 


Auf  die  in  vorstehendem  erwähnte  Weise  können  alle  belie- 
bigen Thellungen  des  Kreises  oder  eines  Kreisbogens  mit  ganz 
gleicher  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  ausgeführt  werden. 

Es  mögen  hier  noch  einige  Aufgaben  folgen: 

9)  Um  z.  B.  den  Kreisbogen  in  3  Theile  zu  theilen,  setze  man 
(Taf.  I.  Fig.  XVI.)  3  =  2  +  1,  denke  den   Bogen  etwa   in  ^  =  16 

\(\         1 
Theile  getheilt,  uüd  schneide  ^  =  5^   solcher   Theile   ab.     Den 

«ihrig  bleibenden  Bogen  theile  man  in  p=:2  Theile,  und  ver- 
gleiche einen  der  Theile  mit  dem  abgeschnittenen  Bogen.  Ist 
die  IJäIße  dem  abgeschnittenen  Bogen   nicht  gleich,  so  nehme 

2 
man  von  dem  Unterschied  ä,  und  es  wird   dadurch  die  richtige 

Lftnge  eines  Drittheils  gefunden  sein. 

Man  hätte  auch  3  =  4  —  1  setaBen  können,  wo  man  dann  den 
Bogen  verlängern  musste. 
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10)  War  etwa  der  Kreis  (Taf.  IL  Fig.XVU.)  in  7  Theiie  xo 
theileo,  so  wOrde  man  7  =  8'— 1  setzen,  also  fi=:7,  ps=8,m==]. 
Man  konnte  nun  den  Kreis  etwa  in  j  =:]28  Tbeile  getbeilt  den- 
ken» und  setaen: 

x:128  =  l:7, 
woraus : 

128      ,^2 

'  =  —  =  ^«7 
folgt 

Man   würde  also  durch  Halbtheiiung  des  Kreises  finden  128, 
64,  32,  16,  24,  20,  18,  19  und   swiscben  18  und  19   die  Länge 
2 
s  =  0,286  schätzen,   wie  j.  3.  am    Ende  gezeigt  wurde*).     Man 

halbirte  nunmebr  p;  zwischen  1  und  7  und  zwar  4,  2,  1.  Traf 
dieser  Theil  wider  Erwarten  nicht  auf  die  Länge  m  aus  9,  so 

7 
ergäbe   sich    (Taf.  L  Fig.  XIII.)   eine    Differenz    BB'  :=zd^^x, 

und  x:=ijd.     Man   würde    also   BB'   in   7  Theiie  oder  auch  8 

Tbeile**)  theilen,  und  davon  8  oder  respective  9  Theiie  von  B 
fiber  B'  hinaus  nach  B*'  übertragen ,  und  x  =  BB*'  und  auch 
AB"  =  m  Abtheilungen  erbalten. 

11)  Wäre  ein  andermal  der  Kreis  (Taf.  11.  Fig.  XVIll.)  in 
39  Theiie  zu  theilen,  so  würde  man 

n  =  39  =  32  +  7 
setzen^  und  aus  der  Halbtheiiung  von  vielleicht  q  =  S12  finden : 

z:512  =  7239. 


also 


512x7  35 

39      —^^39' 


Man  würde  den  Kreis  theilen  512,  256,  128,  64,  96,  80,  88, 

92,  90,  91  und  zwischen  91  und  92,  vielleicht  durch  weitere  Halb* 

•  35 

theiiung  nach  §.  3.,  den  Bruch  ^  angeben,  und  so  den  Bogen  für 

7  Tbeile  erhalten.    Hierauf  würde  man  p  halbiren  zwischen  7  und 


*)  £•  sind  hier  and  in   den    folgenden  Beispielen  grossere  Kreise 
vorausg^seUt,  als  die  Figuren  angeben. 
**)  Was  der  Kleinheit  wegen  angeht. 
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39,  nSmlich  23,  15,  19,  17,  16»  die  so  erhaltene  LSnge  von  16  bis 

23,  also  von  7  Theilen  mit  der  Länge  von  39  bis  7  vergleicheo. 

32 
Fände  sieb    ein  Unterschied ,    so  wfirde   man  x^rz^.d   finden. 

32      32  4 

Man  wfirde,  weil  der  Bruch  unbequem  ist,  ön  =  In»  oder  ^  setzen» 

4 
and  g.<2  von  B  aus  gegen  B'  (Taf.  I.  Fig.  Xlll.)  bin  nach  J?S"  =  a: 

7 
abertragen  und  AB*'  als  den  richtigen  Bogen  von  gg  erhalten. 

Ffir  die  praktische  AusfiQhrnng  wird  man  bisweilen  BW^BB* 
setzen  können,  sobald  BB*  und  m  nur  klein  sind.    So 

12)  wfire  z.  B.  die  Theiiung  des  Kreises  (Taf.  IL  Fig.  XIX.) 
in  31  =  32  —  1  Tbeile  zu  bewirken,  so  wQrde  man: 

z:64  =  l:31, 

also 

*^31  — "'S! 

bestimmeD,  darauf 'den  fibergreifendeu  Bogen  31,  I,  16,  31,  1 
dnrch  Halbirang  theilen,  nämlich  16,  8,  4,  2,  I,  und  wenn  es  n&- 
thig  wäre  eine  Differenz  BB'  =  d  berichtigen,  indem  man 

^  =  Ä  i .  u  ^  a  f 

setzte. 

13)  Es  sei  hier  noch  die  Theiiung  des  Kreises  (Taf.  II.  Fig.  XX.) 
io  360  Grade  angegeben.  Da  360  s  8x45,  so  wird  man  den 
Kreis  in  45  Theile  zu  theilen,  und  diese  durch  Halbtheilung  auf 
360  zu  bringen  haben. 

Es  ist  4Ö  =  32  +  13,  also  n  =  45,  |>  =  32,  m  =  J3. 

13 
Man  suche  den  Bogen  fSr  ^,  indem  man  erst  die  LSnge 

dieses  Bogens 

yXl3      ^  64x13       ,^22 

in  «2  des  Kreises  ausgedrückt  findet,  also  -i  des  Kreises  und  noch 

22  13 

^^45  ^css^l^cii*     ^^^  ^^  erhaltenen  Bogen  fSr   ^  des   Kreises 

nimmt  man  als  m  Theile,  und  verßhrt  weiter  nach  §.  4.  bis  7. 
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14)  Man  sieht  übrigens  hieraus,  dass  es  auf  die  Zahl  der 
Theite  gar  nicht  ankommt.  Um  z.  B.  den  Kreis  (Taf.  II.  Fig.  XXI.) 
in  359  Theile  zu  theilen,  weiches  eine  Primzahl  ist,  so  wurde 
359  =  256  +  103  gesetzt.  Der  Boj^en  von  103  Theilen  wurde  aus 
f/  =  512  gefunden,  indem  man 

512X103  316 

"  =       359       =  ^^^359  =  *^^'^ 

AbtbelluDgeii  des  Kreises  bestimmte,  worauf  man  weiter  nach 
§.  4.  und  §.  7.  (erster  Fall)  verfuhr.  Sind  die  Theile  sehr  klein, 
8o  wird  man  beim  Zeichnen  zuletzt  mit  <lem  Augenmass  halbiren*). 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  man  sich  durch  das  vorge- 
schlagene Verfahren,  auch  praktisch,  der  absolut  richtigen  Thei- 
lung des  Kreises  beliebig  nähern  kann.  Je  grosser  die  Kreise 
sind,  desto  grösser  ^ird  auch  die  zu  erlangende  Genauigkeit  seiD, 
weil  die  Grösse  des  möglichen  Fehlers  nur  allein  von  der  Mög- 
lichkeit abhängt,  ihn  noch  wahrzunehmen.  Es  wird  darum,  ins 
Besondere  für  iMühlräder  und  deren  Modelle,  die  Theilung  eine 
Genauigkeit  geben,  wie  sie  selbst  durch  die  besten  jetzt  gebrauch- 
ten Theilscheiben  schwerlich  zu  erreichen  sein  möchte.  Wenn 
man  sich  jedoch  für  die  Erkennung  und  Bezeichnung  der  Thei- 
lungspunkte  mikroskopischer  und  mechanischer  Vorrichtungen  be- 
dienen wollte,  so  würde  man  gleichsam  jeden  beliebigen  Grad 
von  Genauigkeit  erreichen  können. 

Theoretisch  betrachtet,  ist  das  Verfahren  absolut  richtig,  so- 
bald man  einräumt,  dass  die  sehr  kleinen  Bogen  d  und  x  für 
gerade  Linien  angesehen  werden  können,  indem  sich  bekanntlich 
jede  gerade  Linie  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile,  also 
hier  in  n  Theile  theilen  lässt.  Ebenso  folgt  theoretisch  die  Rich- 
tigkeit aus  dem  Umstände,  dass  man  sich  der  verlangten  Ge- 
(lauigkeit  ohne  Ende  nähern  kann,  da  sich  ein  gegebenes  Maass 
des  Kreisbogens  ohne  Ende  in  engere  und  engere  Grenzen  eio- 
«ichliessen  lässt.  Diese  Behauptungen  gelten  von  beiden  Me- 
thoden der  Theilung,  sowohl  der  in  §.  3.,  als  auch  in  der  §.6. 
und  7.  entwickelten. 

Das  Verfahren  ist  gewissermassen  einer  unendlichen  Reihe 
zu  vergleichen,  welche  sehr  schnell  zusammenläuft. 

Das   Gesetz   dieser  Reihe  für  die  Bestimmung  von  m,  arith- 


*)  Eine  Theilunf^  de«  Krf^iiif's  in  359  Thciio  dürfte  mit  den  bis  jetzt 
bekannten^  Hilfsmitteln,  selbst  mit  Anwenrlnn":  trigonometrischer  Rech- 
nungen, kaum  Biisfährbfir  gewesen  sein. 
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p 

metiscb  aasgedriickt,  weon  -^  die  Länge  den  zu  theilenden  Kreis- 

bngenciy  und  P  den  Umfang  des  zu  theilenden  Kreises  bedeutet 
(wobei  also  Q  =  1  wird),  würde  sein: 


m 


die  Reihe  fortgesetzt  nach  dem  Bedfirfniss  der  Genauigkeit. 

Man  würde  sich  mit  Benutzung  des  ^  so  eben  entwickelten 
Systems  mit  grossem  Vortheil  der  Tfaeiimaschine  für  astrono- 
mische Instrumente  bedienen  k&nnen,  um  davon  Theilscheiben 
von  grosser 'Genauigkeit  abzunehmen. 

Es  enthalten  diese  Instrumente  einen  Fundamentalkreis,  wel- 
cher auf  den  grosseren  bis  auf  eine  Minute,  also  in  21600  Theile 
unmittelbar  gethellt  ist,  und  jede  Zwischenabtheilung  lässt  sich 
mit  Hülfe  von  Mikrometerschrauben  in  grosser  Vollkommenheit 
darstellen. 

Man  würde  hiernach  iur  jede  beabsichtigte  Theilung  die  Bo* 
geulänge  von  m  Theilen  bezeichnen,  und  hierauf  die  einzelnen 
Theile  durch  Halbtheilung  mit  Hülfe  der  Theilmaschine  aufritzen. 
In  dieser  Weise  würde  man  eine  Fundamentaltheilscbeibe  dar- 
stellen, von  welcher  alsdann  gewöhnliche  Theilscheiben  abge- 
nommen werden  könnten. 


12* 
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Bestimmung  des  Rauminhaltes  desjenigen  Theiles  eines 

elliptischen  Kegels,  welcher  zwischen  zwei  gegebenen 

Ebenen  enthalten  ist. 

Von 

Herrn  Franz  Unferdinger 

ProfeMor  der  Mathematik  an  der  Oberrealschnle 
am  Banemmarkte  in  Wien. 


Sind  a  und  ß  die  Verbältnisszablen  der  Axen  der  elliptischen 
Grandfläche»  so  ist»  wenn  die  Aze  des  Kegels  die  Axe  der  : 
vorstellt»  die  bekannte  Gleichung  des  Kegels: 


(1)  ^»=f.+ 


(2)  2^Ax+By  +  C, 

(3)  z  =  J'j?+JB'y+C'. 

(2)  und  (3)  seien  die  beiden  gegebenen  Scbnittebenen. 

Haben  C  und  C  entgegengesetzte  Zeichen»  so  liegen  die 
beiden  Schnittebenen  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Schei- 
tels. Sind  wir  im  Stande,  die  Inhalte  der  beiden  Kegel  so  he- 
stimmen»  welche  (2)  und  (3)  einzeln  von  (1)  abschneiden,  so  gibt 
die  Differenz  oder  die  Summe  derselben  den  gesuchten  Raum- 
inhalt» je  nachdem  C  und  O  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zei- 
chen haben. 

Zur  Bestimmung  der  beiden  Kegel  be^dienen  wir  uns  des  fol- 
genden  Lehrsatzes:  Jede  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  beruh- 
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reode  Ebene  schneidet  von  dessen  AsyroptoteDfläche  Kegel  von 
conatantem  Inhalt  ab  =:ia6c7s,  wenn  a,  6,  c  die  Halbaxen  der 
Fläche  sind.  (8.  meine  Abhandlung  im  Archiv,  Tbl.  XXVII. 
p.  476  und  Tbl  XXVIII.  p.  92.) 

Sind  Qy  by  c  die  Halbaxen  eines  solchen  Hyperboloides,  wel- 
ches den  Kegel  (1)  zum  Asymptotenkegel  hat  und  die  Ebene  (2) 
berfihrt,  so  müssen  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
folgende  Bedingungen  erfüllt  sein: 

(4)  a^ac,    b  =  ßcy     C*z=z6*-ii^A^---b^B*, 

wodurch  a,  b,  c  bestimmt  werden.     So  wird 


(5)  c«  = 


l^a^A^^ß^ß** 


folglich  der  Inhalt  des   Kegels,   welchen   die  Ebene  (2)  von  der 
FiSche  (1)  abschneidet,  weil  abc  =  aßc^  ist: 

(6)  F=:iaßc^7t; 

ebenso  findet  man  für  die  zweite  Schnittebene  und  den  zweiten 
Kegel : 

(8)  F'=:tö/?c'»7i;; 
und  der  gesachte  Inhalt  ist  daher: 

(9)  F-F'=-^(c3-c'»), 

80  dass  nur  c  und  &  nach  (5)  und  (7)  zu  rechnen  sind  und  ihre 
Vorzeichen  übereinstimmen  mit  jenen  von  C  und  O, 


Anmerkung. 

Wie  man  sieht,  gibt  die  vorstehende  Auflösung  nur  dann 
reelle  Resultate,  wenn  l-aM2-/J«Ä«>0,  1— ««.!'«— /jaB'«>0; 
diess  sind  aber  auch  zugleich  die  analytischen  Bedingungen,  dass 
die  gegebenen  Ebenen  den  Kegel  in  Ellipsen  schneiden,  wovon 
man  sich  leicht  auf  folgende  Art  überzeugt. 

Legen  wir  durch  den  Scheitel  eine  zur  gegebenen  Ebene 
z^=Aa:+By+C  parallele  Ebene,  so  ist  t=:Ax  +  Bif  ihre  Glei- 
chong.    Der  Schnitt  dieser  mit  dem  Kegel  muss  in  geraden  Linien 
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erfolgen,  soll  die  erste  Ebene  den  Kei^el  in  einer  Hyperbel  oder 
Parabel  schneiden  oder,  analytisch  betrachtet,  die  Gleichmig: 


(^x+%)«-(^;  +  ^)  =  0 


mnss  so  beschaffen  sein,  dass  ibr  erster  Theil  in  zvrei  reelle 
Factoren  des  Iten  Grades  in  Bezug  auf  o:  und  y  zerlegt  werden 
kann.    Wird  die  Gleichung  geordnet,  so  steht: 

(10)    /S«(««^«-l)jr«  +  2««/3«2<Äa:y  +  a«(iS«Ä«-I)y«  =  0. 

Damit  die  Zerföllung  dieses  Trinoms  in  zwei  reelle  Factoren  de^ 
ersten  Grades  stattfinden  kann,  mnss 

sein,  woraus  mit  Leichtigkeit  folgt: 

aM«  +  i3«Ä«-l>0. 

Ist  diese  Gr»sse  gleich  Null,  so  ist  (10)  ein  vollständigem 
Qnadrat,  obige  Gleichung  repräsentirt  nur  eine  Gerade  und  der 
Schnitt  der  Ebene  z=  Ax-^r  By-\-C  ist  eine  Parabel.  Ffir  die 
Ellipse  als  Schnitt  bleibt  noch  die  Bedingung 

aM«  +  /J*i?«-l<0. 
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Eine  Aufgabe  aus  der  Hydraulik. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 
an   der   polytechnischen  Schule   in   Carlsriihe. 


Ein  Kiirper  besteht  aus  einem  senkrechten  Kreis- 
zylinder vom  Halbmesser  r  und  der  Hohe  h,  und  daran  ist 
befestigt  ein  Regel  von  demselben  Halbmesser  und  der 
Hohe  h'.  Der  Zylinder  ist  innen  zum  Theil  aus^eh5hlt, 
so  dass  die  Höhlung  abermals  einen  senkreehten  Kreis- 
zylinder, mit  derselben  Axe  wie  der  erste^  bildet.  Der 
Stoff  des  Körpers  ist  zwar  spezifisch  schwerer  als 
Wasser,  allein  wegen  der  Höhlung  schwimmt  das  Ganze 
doch  im  Wasser.  Man  bringt  nun  diesen  Korper  unter 
Wasser  und  uberlSsst  ihn  sich  selbst,  ohne  ihm  eine 
Anfangsgeschwindigkeit  zu  ertheilen.  Man  soll  seine 
aufsteigende  Bewegung  untersuchen. 

Sei  S  der  Kubikinhalt  des  ganzen  Zylinders,  nS  der  Höh- 
lang, wo  also  71  <1;  ^  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  des  Stof- 
fes; a  das  der  Kubikeinheit  des  Wassers;  $  der  Kubikinhalt  des 
Kegels ;  g  die  Beschleunigung  der  Schwere ;  P  das  Gewicht  des 
(ausgehöhlten)  Korpers;  p  das  Gewicht  der  durch  ihn  verdräng- 
ten Wassermasse.     Alsdann  ist: 

Szni^nh,    f=4r*«*',    P=(l— fi)SfA+fft,    p  =  (Ä+.f)«, 

natürlich  Letzteres  nur  insoferne,   als  der  ganze  Korper  unterge- 
tawskt  ist. 

Sei  J7  der  Abstand  des  Schwerpunkts  des  schwimmenden 
Korpers  von  der  Kegelspitse;  x  der  Abstand  dieses  Schwerpitokls 
zur  Zeit  t  von  seiner  anftnglichen  Lage.  Die  Gleichung  der  Be- 
wegung ist: 
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Also: 


'=zj  i3rn=5»«ö«=fti'(^ — 2--)      ^) 


Gesetzt  nun»  die  Tiefe  des  Wasserspiegels  über  der  anßingiichen 
Lage  des  Schwerpunkts  sei  E,  so  werden  die  Gleichungen  (2) 
und  (3)  nur  gelten,  so  lange  noch  jr<£ — H,  da  für  a;=£ — H 
die  Kegelspitze  an  die  Oberfläche  tritt,  also  k  nicht  mehr  das- 
selbe bleibt.    Zugleich  muss  man  übrigens  auch  bemerken,  dass 
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wenn  v  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  i  und  k  ein  gewisser  Koef- 
fizient ist. 

Was  diesen  letzteren  anbelangt,  so  bestimmt  er  sich  (Scheff- 
ler:  Prinzipien  der  Hydrostatik  und  Hydraulik,  IL,  p.  14i) 
in  folgender  Weise.  Sei  ^£  ein  Element  der  Projektion  der  Kegel- 
fläche  auf  seine  Grundfläche,  d.  h.  die  Projektion  eines  Eiemeots 
dieser  Fläche  auf  die  Grundfläche;  9  der  Neigungswinkel  der  er- 
zeugenden Geraden  gegen  die  Axe,  so  ist  A:^  l'25a.^sin9J|, 
wo  das  Sumroenzeichen  sich  auf  den  eingetauchten  Tbeil  des 
Kegels  bezieht,  üa  q>  konstant,  so  ist  £=  l'SSasin^l,  wenn  | 
die  Projektion  des  eingetauchten  Theils  auf  die  Grundfläche. 

So  lange  also  der  ganze  Kegel  noch  unter  Wasser  sich  befin- 
det, ist  A;=:  l''25a8inqpr^;r;  ist  aber  ein  Theil  des  Kegels  bereits  • 
über  Wasser  und  ist  dessen  Hohe  =z  (z<A')»  ^^  ist  £  ein  Ring,  , 
dessen  Halbmesser  gleich  r  und  ztgg)  sind,   so  dass  jetzt 

k  =  l'25a;rsin g) (r*—  2*  tg»g?)  } 

ist,   wo  z  "T  A'. 

Die  Gleichung  (1),  so  lange  der  Kegel  noch  unter  Wasser 
sich  befindet,   liefert,    wenn 

V  —  P         o      ok      ,^      S^x        _      ,.  -      80       «      ,_  _ 

da   r  =  0,    wenn    <  =  0: 

a+  bv       «  .  a  e«*'— e-»*' 

^„=e^*,    r=.-^-Jairfp^,'  (2) 
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wShrend  dieser  BewegvDg  9  Die  negativ  werden  darf,  da,  so  bald 
p  =  0  wird>  alle  Bewegung  aufhört.     Aus  (2)  ergibt  sich   aber 

offenbar,   dass  v  fiir  alle  t  positiv  ist.    F0r  f==OD  wfirde  t7  =  T 

und  dann  ^^  =  0,   so  dass  auch  der  Widerstand  des  Wassers 
nie  grosser  wird  als  der  Auftrieb. 

Sei  T  der  Werth  von  f  ffir  üc=^E—H,  so  ist: 

T=^  /[e*'(«-»)  +  Ve«»*(«-i^  — 1].  (4) 

Die  alsdann  bestehende  Geschwindigkeit  sei   F,  so  Ist: 

Von  jetzt  an,  bis  x  zu  E-^-h'^^H  geworden,  verbalten  sich  die 

Dinge  anders.    Sei  nämlich  die  Kegelspitze  nach  der  Zeit  ^,  von 

T  an  gerechnet,  um  t  ausserhalb  des  Wassers,  so  ist  der  Kubik- 

x'tir'flp 
Inhalt  des  eingetauchten  Körpers  nur  noch  S-{-$ -^-^tc,  also 

das  Gewicht  der  verdrängten  Wassermasse 

=  (iS  +  j—  -g-tg^)«  = />—  -3-tgV» 

wenn  p  den  vorigen  Werth  hat;    die  vorige  Grosse  k  ist  jetzt 

l-25«»sin9(r*  — a«tg*g))  =  A:— 1-25«»^'   ^  «*, 

80  dass,  wenn  x  von  dem  vorigen  Anfangspunkte  gerechnet  wird, 
*ro  also   x=^£  —  it+x: 


—  [A-l•25a«sin9tgV(£-Ä-^)*](^y• 
Setet  man   x^E-^H+z: 

was  wir  sor  Abkfirsung  schreiben  wollen : 
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g  =  „._A.-(6«-^«)@)'.  (5) 

Diese  Gleichung  müss  nach  dem  in  meiner  Differential-  und 
Integralrechnung  (II.  Aufl.)  §.  118,  IL  integrirten  Muster  be- 
handelt werden.    Setzt  man  (k-.J  =^»   so  ergibt  sich: 

wo  C  aus  der  Bedingung  zu  bestimmen  ist,  dass  ^=  F*,  wenn 
z=0^   so  dass 

0 

Die  Geschwindigkeit  Vi^  welche  im  Augenblicke  stattfindet, 
wenn  der  ganze  Kegel  aus  dem  Wasser  getreten  ist,  wird  hier- 
nach aus  der  Gleichung 

0 

erhalten.  In  der  Unmöglichkeit,  dieses  Integral  zu  ermitteln,  wol- 
len wir  eine  Näherungsrechnung  durchffihren.  In  der  Gleichung  (5) 
nfimlich  wollen  wir  statt  der  veränderlichen  Koeffizienten  ihre  mitt- 
leren  Werthe  (a.  a.  O.  $.  39.,  IV.)  einführen,  also  statt  derselben 
setzen : 

§?  =  *'./       f" 3— p«»]3' 

«) 

o 
d.  h. 

oder  zur  Abkfirsnng: 

i?=6«-^'^""°ff'yy*".  (7) 


Digitized  by 


Google 


Dienger:    ßfne  Aufgabe  aus  der  HydrauHh.  185 

Wir  wollen  annehmen,    es  fallen  A  und  B  noch  positiv 
aus.     Alsdann  ist  für  5)  =  v: 

2Väb\a-BvJ-*+^'  *^-2yrÄB'U-Br/ 

Wurde  man  die  Gleichung  (7)  behandeln,  wie  oben  die  Gleichung  (S), 
so  ergäbe  sich   für  f  g^j  =y« 

und  da  y=V^  fiir  zssO: 

SO  dass  also,  wenn   F|  wieder  die  Bedeutung  wie  oben  hat: 

F,»  =  (F«-^  *.-»«*'+ ^.  (8) 

Dann  ist  weiter,  da  q>>0: 

da   «  =  0    fiBr    r  =  0, 

1         /VA  +  y  (BV^-A)e-^«'+2  VA—VVB\_ 

^yfÄB  \VA- V (B V^-A)e-^B*-\-A ' VA  +  VvBj-*' 

Ist  t'  die  Zeit  des  Aufsteigens  des  Kegels,  so  ist  also: 

^,_       1        yvA+>/'{BV^— A) €-''«'>' -fA  VA-rvB\ 
*  ~2  VJg  \VA-y/TB V^-ATe-^Bh-  ^  a  '  VA  +  VvBj 


_      1       (VA  +  V(g F'-^)g-»J* +^  ,,.A 


(9) 


A      A 

Da  F|' aus  (8)  positiv  ist,  weil  -^ — j^c-*^*'  in  dieser  Lage, 

so  wird  der  Korper  sich  ferner  nach  oben  bewegen.  Jetzt  übt 
aber  das  Wasser  keinen  Widerstand  mehr  aus,  wenn  wir  von  der 
geringen  Reibung  absehen. 

TheilXLI.  13 
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Sei  nmi  wieder  %  die  H^he,  bis  2U  welcher,  nach  der  Zeit  i 
vonV  aus  gerechnet,  der  Zylinder  aufgestiegen.  Dann  ist  jrs£ 
-\-Z'{-h! — i7;  die  verdrängte  Wassermasse  wiegt  noch  {S — i^m)a^ 
so  dass  jetzt : 

P  3h 

8*1  .  f^nag    .  Sag      ^ 

Hieraus  (a.  a.  O.  §.  103,  II.) : 

(s)'=^.--(-7'H^.-^.)-         « 

dz 
da  far  z=0  sein  niuss  k-.=  Fi-    Die  zweite  Seite  dieser  Glei- 
chung,  die  ffir  z  =  0  gleich   Fi*  ist,   darf  nie  negativ  werden. 
Ist  also 

SO  wird  der  ganze  Zylinder  sich  aus  dem  Wasser  heben  und  im 
Augenblicke  des  Austritts  eine  Geschwindigkeit 

haben.    Ist  aber 

SO  hat  man  den  Werth  von  z  zu  suchen,   fOr  den 

und  es  wird  der  Zylinder  nur  bis  zu  dieser  Hohe  sich  aus  dem 
Wasser  beben  und  darauf  zurücksinken.  Sei  Letzteres  etwa  der 
Fall  und  £  der  fragliche  Werth,  so  ist  die  Zeit  t^  des  letzten 
Aufsteigens  gegeben  durch  die  Formel: 

'^  dz 

(12) 


=/' 


V[F,'-^--V+'-^]" 


so  dass  die  Gesammtzeit  der  Bewegong  r^v'-f  r'  ist  Die  ktste 
Erhebung  des  Schwerpunkts  aber  seine  «nfkwliclie  Laee  wiro 
E  +  i+h'^H. 
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Von  da  ao  wftre  onn  die  Gleichung  der  Bewegung»  wenn 
jetst  die  x  von  dieser  Lage  aae  gereehnet  werden: 

wo  /»'  das  Gewicht  des  aus  der  Steile  verdrängten  Wassers.  Wir 
wollen  jedoch  dies  hier  nicht  weiter  verfolgen,  da  es  nach  dem 
Obigen  verhältnissmfissig  leicht  durchführbar  wäre. 

Die  Aufgabe  selbst,  wie  sie  uns  gestellt  wurde,  enthielt  die 
Zeit  des  Aufsteigens  als  gegeben  und  suchte  den  Werth  von  n. 
Begnügen  wir  uns  mit  (4)  und  setzeo  dort  H^zO,   so  ist: 

^  =^ /(^»Ä +  V  !?"•*- 1), 

woraus,  wenn  man  a  und  b  einsetat,  durch  Nftherungamethoden 
n  au  suchen  wäre. 


XTUI. 


Ueber  die  permanente  Gestalt  einer  mit  gleichförmi- 
ger Winkelgeschwindigkeit   um    eine  Axe  rotirenden 

Flusaigkeit. 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carlsrnhe. 


Wir  nehmen  an,  eine  (ungleichartige)  Flüssigkeit  rotire  mit 
der  upverfinderlichep  Winkel -Geschwindigkeit  a  um  eine  feste 
Axe,  di?  j»r  Axe  der  %  gewählt  werde.  Die  Gestalt  der  Oh^r- 
fllche^  so  wie  die  relative  Lage  der  inneren  Theile  sei  permanent, 
während  auf  diese  nur  die  Kräfte  der  gegenseitigen  Anziehungen 
wirf^en. 

18* 
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Sei  ffir  einen  Punkt  (x,  y,  z)  die  Grösse  V  das  Potential  der 
Masse»  so  dass  di^  auf  den  Punkt  wirkenden   (auf  die  Gemchts- 

t^V       hV       tiV 

einheit  bezogenen  Seiten-)  Kräfte  sind :    o— ■»    -g— »    g^;    die  Sel- 

tengesehwindigkeiten  desselben  Punktes  sind  — cty^  ax,  0,  wenn 
man  die  Rotation  in  dem  Sinne:  Axe  der  x  gegen  Axe  der  y^ 
rechnet. 

Daraus  ergeben  sieh  (meine  »»Integration  der  partiellen 
Differential-Gieichungen^S  §.26,1.): 

wo  q  die  Dichte  (=  Gewicht  der  Kubikeinheit)  in  dem  Punkte 
{x,  y$z)9  p  der  dort  herrschende  Druck  ist.  Daneben  besteht 
die  Gleichung  [a.  a.  O.  §.  25.,  IlL,  (6)]: 

da  sicher  q  die  Grosse  t  (Zeit)  nicht  entwickelt  enthalten  kann» 
sobald  ein  permanenter  Zustand  eingetreten. 

Aus  (2)  ergibt  sich  (a.  a.  O.  §.  4.) : 

Q=f(x^  +  y^,z).  (3) 

d.  h.  q  ist  nothwendig  eine  Funktion  von  x'*  +  y*  und  z»  bleibt 
also  dasselbe  för  Punkte»  die  in  derselben  auf  der  Rotationsaxe 
senkrechten  Ebene  liegen  und  denselben  Abstand  von  derselben 
haben. 

Die  Gleichungen  (1)  heissen  auch: 

Hieraus  folgt,    nach  einem  Satze,  den  wir  zum  Schlüsse  bewei- 

sen  wollen»  dass  p  und  q  Funktionen  von  ^F+o- (ar*  +  y*)  sind. 

Da  nun  nach  (3)  g  nur  Funktion  von  x'^  +  y^  und  z  sein  kann, 
x!*  +  y^  in  dieser  Lage  auch  ist,  so  muss  F  bloss  Funktion 
von  x'^+y*  und  z  sein»  d.h.  man  hat  nothwendig  auch 

F=F(a;«+5^«,x)»  (5) 

so  dass  also  q,p,  V  nur  unter  den  Formen  9(.T*-f  ^^»  z)  erscheinen. 
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Sobald  gV  -\'  o~('^^~f  .9^  konstant  ist,  sind  auch  p  und  q,  als 
Funktionen  dieser  Grösse^  konstant  nnd  sonst  nicht.    In  der  Fläche 

^F+^(a:*+3^«)=C,  (6) 

wo  C  eine  (beliebige)  Konstante,  herrscht  also  immer  und  über- 
all derselbe  Druck  und  dieselbe  Dichte ;  iSsst  man  C  eine  Reihe 
von  Werthen  durchlaufen,  so  erhSit  man  eine  Reihe  solcher  Flächen, 
in  denen  Druck  und  Dichte  nur  von  Fläche  zu  Fläche  sich  ändern. 

Die  Fläche  (6)  ist,  weqen  (5),  nothivendig  eine  Rotations- 
fläche mit  der  Axe  der  z  als  Rotationsaxe.  Daraus  folgt,  dass 
alle  Flächen  vo*n  gleichem  Druck  (und  gleicher  Dichte) 
nothwendig  Rotationsflächen  sind^  entstanden  durch 
Rotation  einer  Kurve  um  die  Axe,  um  welche  die  Flüs- 
sig keit  rotirt.  Ist  hiernach  der  Druck  auf  die  freie  Oberfläche 
ein  konstanter  (für  alle  Punkte  derselbe),  so  ist  diese  Oberfläche 
nothwendig  eine  Rotationsfläche. 

Setzen  wir  den  letzten  Fall,  so  ordnet  sich  hiernach  von  aus* 
sen  nach  innen  die  Flüssigkeit  von  selbst  in  Schichten  von  glei- 
cher Dichte,  die  sämmtlich  Rotationsflächen  sind.  Die  Gleichun- 
gen der  Kurvejn,  durch  deren  Rotation  diese  Flächen  entstanden, 
sind : 

gF{x^,  2)  +  f^x^  =  C,  (6) 

wo  F  die  Bedeutung  von  (5)  hat. 

Die  Ermittlung  der  Gestalt  der  Oberfläche  selbst  ist  mit  Hilfe 
dieser  Gleichungen  kaum  möglich ,  da  der  Werth  von  F  sich  erst 
berechnen  lässt,  wenn  man  die  Gestalt  kennt.  Der  Fall,  da  die 
Oberfläche  nahezu  eine  Kugel  ist,  wurde  von  Laplace  (Meca- 
nique  Celeste)  behandelt;  eine  im  Allgemeinen  klare  Darstel> 
lung  dieser  Untersuchungen  enthält  auch  der  „Treatise  on 
Attractions'*  von  Pratt  (Cambridge,  1860). 

Beweis    des    angeführten    Hilfssatzes. 
Seien  p,  g),  q  Funktionen  von  x,  y^  z,  so  beschaffen,  dass 

dp        Sq>      dp        dg)      dp        dtp  _ 

di^^di'     dy^^d^'     d'z-^dz'  (^ 

Man  setze  q>{Xy  y,  z)=:fi,  ziehe  hieraus  z  als  Funktion  von  x^  y,  fc 
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und  führe  diesen  Werth  in  g  ein,  wodurch  Qz^f(x,y,  n)  werde. 
Alsdann  ist: 

8j:"'8;r  +  8|*öa:'     8y ""  8^  +  8^'8y '     8z -^8^' St'        ^^^ 

Nun  folgt  aus  (7): 

8*p  dg  85p        8V.       8*p  ^  ??.  ®^  1      8*y 

Si8i-8i'8a:  +  ^äi8i'    8^z-8a:'&+^8x8i' 

8«p       8^  85p        8«g)       8^  _  8p  8(p         8V . 
%Si  =  S'8y+^8^'    8;^8i~8y  8i+^8y82' 

woraus 

dg  d(p dg   dq^       8p  Bq>      dg  dq> 

dz'Bx'^dx'  Sz'     &'8y~'8y*8x' 

Setzt  man  ans  (8)  hier  ein,  so  ergibt  sich: 

Bf  8^  ^±^f^f  ,^f  8fi\8ji      dfS(i^d(i^_/BfBfB(i\Bii 
Bti'Wz'Sx-y^^Bji'BijBz'    aii'B^'B^^KB^'^Bfi'S^jBi' 

d.  h. 

8a;*82        '    ByBz 

8tt 
Da  nun   -f  nicht  Null  ist,  weil  q>  nothwendig  z  enthält,  so  folgt 

aus  (9): 

8S  =  0,    g^=0; 

d.h.  /*  enthält  bloss  f4,   oder   es   ist   g  bloss  eine  Funktion 
von  ^.    Alsdann  ist: 

g=A»)g.   |=A»)|.   |=rt»)g= 

mithin 

P  —  ffXv)dq>y 
d.h.  auch  p  ist  eine  Funktion  nur  von  q>. 
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XIX. 

Die  Periode  der  forstlichen  Haubarkeit. 

Von 

Herrn  Professor   Dr.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  in  Carlsriihe. 


Ein  Wald  werde  jetzt  an|;elegt.  Die  Holzzuwächse,  die  er 
im  Laufe  des  ersten,  zweiten,....,  Titen  Jahres  erhält^  seien 
Z|,  z^,  ....,Zfi9  so  dass  also  am  Schlüsse  des  ttten  Jahres  der 
Holzbestand  =  Z|  -f  ^2  +  ....+2^11  ist,  wenn  wir  den  anfänglichen 
Satz  nicht  beachten  oder  mit  in  Z|  einrechnen.  Die  Grussen 
Z|,  z^,....  bilden  eine  Reihe,  die  anfönglich  steigt,  ein  Maximum 
erreicht  und  dann  fällt. 

Denken  wir  uns  nun,  von  Anfang  an  gerechnet  sei  die  Zeit 
(verflossen;  z  eine  Funktion  von  t,  so  beschaffen,  dass,  wenn 
der  Wald  in  der  Zeit  1  (=:ein  Jahr)  genau  in  derselben  Weise 
fortwüchse,  wie  er  es  zur  Zeit  t  thut,  die  Zunahme  in  dieser 
Zeiteinheit  =:z  wäre.  In  der  unendlich  kleinen  Zeit  Jt,  die  auf 
(  folgt,  beträgt  hiernach  der  Zuwachs  wirklich  zdi,  da  man  für 
diese  Zeit  z  als  konstant  anzusehen  hat;  ist  2=f(t),  so  hat  man 
also,  wenn  T  den  Bestand  zur  Zeit  /  bezeichnet: 

Bestand  zur  Zeit  t  +  Jt:    T+f[t)Jt, 

„      „    t+2Jt:  T+fit)Jt+f(HM)M, 

u.  s.  w. 

Daraus  folgt  ganz  von  selbst,   dass  der  Bestand  zur  Zeit  t+r 
sein  werde: 

zdi,  (1) 


Digitized  by 


Google 


192  Dienger:    Die  Periode  der  fontlichen  ilaubarkeit. 

Demnach  Ist  der  Zuwachs  in  der  Zeit  r  (von  t  an  gerechnet) 
zdt     Daraus  folgt,   dass 


/i 


o  1 

Ist  A  der  anföngüche  Satz,  den  wir  ganz  wohl  besonders  her- 
vorheben können,  so  ist  hiernach  der  Bestand  am  Ende  der  Zeit 
ts  von  Anfang  an  gerechnet: 

A+f'zdt  (2) 

Will  man  den  mittleren  Werth  von  z  für  die  Zeit  t  haben, 
so  ist  derselbe  (meine  Diff.  u.  lutegr.  §.  39.,  IV.): 


=  ^/ 


zdt  (3) 


Ist  z  der  laufende  Zuwachs,  Z  also  der  mittlere,  so  ergibt 
sich  aus  (3),  d.  h.  aus  der  Bedeutung  des  Begriffs  eines  mittleren 
Werthes,  dass  der  Waldbestand  am  Ende  der  Zeit  t  thatsächlich 
derselbe  sein  würde,  wenn  z  beständig  =:Z  gewesen  wäre,  wie 
wenn  z  die  oben  gemeinte  Funktion  von  t  ist. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Frage  stellen,  wann  Z  ein  MaxiiDum 
sei.     Alsdann  ist: 

g^  =  0,  d.  h.  -^   /      13^+^  =  0,  also  i  —  j/    *3^-  (^) 

(»  0 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  Z  dann  ein  Maximum  sei,  wenn 
der  laufende  Zuwachs  dem  mittleren  gleich  ist  (natur- 
lich letzterer  bis   zur  betreffenden  Zeit  gerechnet).     Zugleich  ist 

o 

wegen  (4).  So  lange  z  wächst  mit  t,  Ist  immer  das  letzte  z  das 
grosste;  man  hat  also  noch  nicht  einmal  das  grosste  z,  viel  we- 
niger das  grosste  Z  erreicht ;    daraus  folgt,  dass  für  unseren  Fall 

nothwendig  z  abnimmt,  mitbin  07  <  0,  also  Z  wirklich  ein  Maxi- 
mum ist,  was  freilich  eines  Beweises  kaum  bedarf. 

Schlägt  man  nun  den  Wald  zur  Zelt,  da  Z  ein  Maximum  ist. 
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pflanzt  ihn  wieder  neu  an  u.  s.  w.,    so  erhält  man  Hauperioden, 
in  denen  jeweils  das  mittlere  Jahreserträgniss  das  grusste  ist. 

Dass  aber  bei  solcher  Bewirthschaftung  wirklich  das  Ertrag- 
niss  ein  grosstes  ist,    kann  man  auch  in  folgender  Art  einsehen. 

Sei  k  eine  lange  Zeit,  während  der  der  Wald  mehrfach  ge- 
hauen und  wieder  neu  angepflanzt  wurde.  Die  Periode  einer  sol- 
chen Aenderung  sei  r,    so  dass  also  der  Wald  in  der  Zelt  k  im 

k 
Ganzen  -mal  abgehauen  wurde  {Je  ein  Vielfaches  von  r).    Das  Er* 

X 

trägniss  jeder  einzelnen  Periode  ist    /      zd<,  wenn  wir  vom  an- 

fanglichen  Baumsatze  absehen;    also  ist  es  für  die  Zeit  k  gleich 

—  I       xdt,  und  wird  ein  Maximum,  wenn  r  so  gewählt  ist,  dass 

o 

1     /*» 

-  /       zdt  ein  Maximum  ist.    Dies  ist  aber  unsere  obige  Auflosung. 

o 

Unsere  Auflösung  föllt  zusammen  mit  derjenigen  der  folgen- 
den Aufgabe. 

Sei  ABC  eine  Kurve,  welche  in  A  durch  den  Koordinaten- 
anfang geht  und  von  da  an  (nach  der  Richtung  der  positiven  x) 
über  der  Abszissenaxe  bleibt.  Man  konstruirt  von  A  aus  eine 
zweite  Kurve  so,  dass  die  Ordinaten  der  letzteren  je  die  mittleren 
Werthe  sind  aller  Ordinaten  der  ersteren  (bis  zu  dem  betreffenden 
Punkte).  Wann  erreicht  die  Ordinate  der  zweiten  Kurve  ihr 
Maximum  ? 

Die  Auflösung  ergibt«  dass  dies  im  Durchschnittspunkte  bei- 
der Kurven  stattfindet. 
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Das    Prinzip   der    kleinsten    Wirkung. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Dienger 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe. 


Id  den  meisten  Lehrbüchern  wird  ausgesprochen,  dass  die 
Grosse  fZmods  ein  Minimum  sei,  wenn  das  Integral  zwischen 
zwei  festen  Gränzen  genommen  sei,  v  die  Geschwindigkeit,  tb 
das  Element  der  Bahn,  m  die  Masse  bedeute  und  H  sich  aof 
alle  materiellen  Punkte  des  Systems  beziehe.  Man  vergleiche  etwa: 
Poisson,  Mechanik,  §.  160.;  Duhamel,  Mechanik,  IL,  §.  76.; 
Sturm,  Cours  de  Möcanique,  II.,  §.641.,  obgleich  bereits 
Lagrange,  Mäcanique  analytique,  III"*'  Edition,  pag.  2Si. 
darauf  aufmerksam  macht,  dass  es  eigentlich  ;=JZmt^dt  sei,  was 
übrigens  Poisson  a.  a.  O.  §.  573.  wiederholt. 

Da  mir  ein  Beweis,  der  einfach  auf  die  Regeln  der  Varia- 
tionsrechnung zurückgeht,  nicht  bekannt  ist,  da  Stegmann  (Va- 
riationsrechnung, pag.  413.)  nur  einen  einzelnen  Fall  betrach- 
tet und  die  Sache  ohnehin  nicht  allgemein  darstellt,  so  mögen 
die  nachstehenden  Betrachtungen  vielleicht  nicht  unerwünscht  sein. 


1. 

Im  Archiv,  Tbl.  XVIII.  habeich  nach  Vieille  gezeigt,  wie 
die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  materiellen 
Punkten  auf  die  von  Lagrange  aufgestellte  Form  (a.  a.  O.  p.  29L) 
gebracht  werden  können.  Ich  habe  diese  Gleichungen  In  anderer 
Form  abgeleitet  in  meiner  Schrift  über  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  §.  10.,  IV.,  Indem  ich 
der  Darstellung  gefolgt  bin.  welche  Bertrand  in  der  sechsten 
Note  zu  seiner  Ausgabe  der  Mäcanique  analytique  eingehal- 
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teo.  Es  mag  mir  hier  gestattet  sein ,  mich  anf  mein«  Schrift  au 
beziehen. 

Darnach  bat  man  das  Folgende  als  erwiesen  anausehen: 

Seien  m  materielle  Punkte  zu  einem  System  vereinigt;  die 
(rechtwinkligen;  Koordinaten  des  rten  Punktes  seien  Xr,  yr»  zr; 
die  Seitenkräfte  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft  (Vereinigung  aller 
Einzelkräfte)  Xr^  Yr,  Zr;  es  bestehen  ferner  zwischen  den  Sm 
Koordinaten  die  Gleichungen: 

Fi=0,    F.  =  0,....,/%  =  0;  (1) 

wo  naturlich  ^<3m,    die  F  aber  t  entwickelt  enthalten  können. , 
Mittelst  der  (1)  drücke  man  ii  der  Koordinaten  durch  die  3m  —  (i=:n 
übrigen  aus^  oder  überhaupt  drücke  man  die  Sm  Koordinaten  durch 
n  neue  Grossen 

li,  ««,....,&,  (n=3m-f*)  (2) 

aus,  so  werden  zwischen  den  |  keine  Bedingungsgleichungen  mehr 
bestehen  9  wenn  man  begreiflich  bei  dieser  Auflösung  die  Glei- 
chungen (I)  beachtete  und  sich  noch  n  weitere  Gleichungen  gab. 

Setzt  man 

dt=^^    e.=  ^^(J^^3|;+J'fg|;  +  2^8|;)>  (3) 

80  Bind  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  (2),  also 
zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems: 

wo 

Mq  die  Masse  des  gten  Punktes,  also  T  die  lebendige  Kraft 
des  Systems  ist. 

Ist  F  eine  Funktion  der  Koordinaten  a;^,  y^,  i^,  ohne  die 
Geschwindigkeiten  x^' ,  y^' ,  z^' ,  und  zogfeich: 

x-^^     r-^     7-^^'  M^ 

^«=Wf'    ^o-W«'    ^"-STf'  <•> 

80  ist 

O  -  s(^^  Sx«      BF  d^.BV  S*f\Br 
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und  die  (4)  irerdeo: 

d  /BT\      BjT  +  F) 


dt\d^'J  d^r 


0,  (4') 


wo  durch  d  die  vollständigen,  durch  d  die  partiellen  Differeozi- 
rangen  bezeichnet  sind.  F  beisst  bekanntlich  die  KrSftefunktion, 
auch  wohl  das  Kräftepotential. 

Die  Voraussetzungen,  welche  zu  (4')  geführt,  sollen  im  Fol- 
genden wesentlich  festgehalten  werden,  und  es  gilt  Alles  nur 
unter  denselben. 


2. 

Seien  a  und  b  zwei  Werthe  der  Zeit  t  (6  >  a) ;  seien  ferner 
für  diese  Augenblicke  die  |  und  |'  als  fest  angesehen,  so  be- 
haupte ich,   dass 

**(r+F)d<  (8) 


/' 


den  Bedingungen  des  Maximums  oder  Minimums  genügt  *). 

Denn  es  ist  T+  F  eine  Funktion  von  |i  und  Ji',  ^  und  |,', 
....,  In  und  ^n,  indem  natürlich  in  T  und  F  die  Grossen  or,  ^,  z: 
.t',  y,  z'  durch  ihre  Werthe  In  |,  |'  ersetzt  sind;  ferner  sind  an 
i\en  Gränzen  des  Integrals  die  Werthe  von  |,  |'  unveränderlich, 
die  Aenderungen  derselben  also  Null.  Demnach  führt  die  Varia- 
tionsrechnung (Stegmann,  pag.  197.)  unmittelbar  zu  folgenden 
Bedingungsgleichungen  : 

d(T+V)       dd{T+_V)  d(T+  F)        dS(T+V) 

ö^i       '^dt      81/       ~" '        8|„        '^  dt      8S„'       -"' 

die  aber^  da  F  von  den  §'  frei  ist,  indem  F  anfänglich  nur  x^y^z 
enthielt  und  diese  sich  nur  durch  |  ausdrücken,  ganz  unmittelbar 
die  (4')  sind.    Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

Dies  setzt  übrigens  voraus,  dass  alle  andere  Funktionen,  die 
man  bei  den  Variationen  mit  den  |  vergleicht,  dieselben  Anfang^- 
und  Endwerthe  haben  wie  I  und  i' ;  dass  ferner  die  Gleichungen  (1) 
die  Geschwindigkeiten  nicht  enthalten  und  dass  auch  F  in  dieser 
Lage  sei. 

Der  hier  bewiesene  Satz  ist  die  allgemeine  Formel  för  das 
Prinzip  der  kleinsten  Wirkung,  und  so  ist  wohl  keine  Uo- 


*)  Ob  e«  wirklich  ein  Miniraam  sei,    bleibe  tinentschieiieo. 
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klarheit  darin,  obwohl  vielleicht  allerlei  metaphysische  KüDsteleien 
davon  wegfallen »  die  eben  in  der  unklaren  Fassung  wurzeln.  Es 
ist  eine  Folgerung  aus  den  allgemeinen  Sätzen  und  kein  Prin- 
zip^  mag  aber  als  Folgerung  zuweilen  von  Nutzen  sein,  insofern 
namentlich  der  Satz  (8)  die  Gleichungen  (4')  unmittelbar  liefert, 
also  dem  Gedäcfitnisse  zu  Hilfe  kommen  kann. 


3. 

Enthalten  die  F  in  (1)  die  Zeit  t  nicht  entwickelt, 
so  ist  natSrIich  T  in  derselben  Lage;  enthält  dann  weiter  die  F 
ebenfalls  die  Zeit  nicht  entwickelt,  so  kann  man  aus  den 
(4')  folgern : 

dt^^  5^^"^"   dir'  ""  ^  8Sr  -^  8Sr  * 

>voraus 

d«^«  8^'  +  --  +  s«8|,'>     vli  31^»  +  — +  6«  g|^/; 

-  «'  s|j  +  ••••  +  «•  ai„'  - «»  81,  +-+S-  sii' 

Aber  nach  (5)  ist  sicher  T  eine  homogene  Funktion   der  £'   des 
zweiten  Grades,  da  ja 


^a  dass 


und  folglieb: 


^, +  ....  +  §«  g|; 

dt       df  dt'     dt  '^  dt' 

T^V^^C,  (9) 

wenn  C  eine  Konstante  (nach  t)  ist.  Die  (9)  wird  als  Prinzip 
der  lebendigen  Kräfte  in  der  Mechanik  aufgeßibrt,  gilt  aber 
natürlich  nur  unter  den  geroachten  Voraussetzungen. 
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Unter  den  Voraussetzungen  des  §.3.,  d.  b.  der  (9),  wird  die 
GrSsse  (8)  zu 

r\T+  T—C)dt  =r *  ITdt  —  Cib—tt). 

a  a 

und  man  kann  also  sagen»  dass  der  Minimumwerth  von  /     (7-|-  V)dt 

a 

in  diesem  F^iile  die  oben  angegebene  GrCsse  sei. 

Desshaib  aber  icann  man  nicht  eigentlich  sagen^  es  sei  /     27Vil 

a 

ein  Minimum,  da  dazu  die  klare  Bestimmung  fehlt    Es  ist  —  wie 
angegeben  —  j     2Tdt-C(b-a)  der  Werth  von  ß      (T+T)dt, 

a  a 

und  weiter  Nichts. 

Mit  der  ebigen  Darstellung  mag  freilich  die  Art  Mystik  >  die 
an  das  ,» Prinzip  der  kleinsten  Wirkung^'  sich  geheftet,  nicht  recht 
verträglich  sein.  Es  geht  eben  hier,  wie  in  vielen  anderen  Ffil- 
len.  Das  berührte  Prinzip  in  seiner  wirklichen  Fassung  erscheint 
hiernach  als  eine  jener  in  letzter  Zeit  wi^er  vielfach  beliebteo 
Kfinsteieieo,  Probleme  der  Mechanik  als  solche  der  Variation»- 
rechnung  erscheinen  zu  lassen. 
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XXI. 

lieber  das  Zusammenfallen  des  ordentlich  gebrochenen 

und  des  ausserordentlich  gebrochenen  Strahls  im  ein- 

axigen  Kristalle  der  Richtung  nach« 

Von 

dem  Lehrer  Herrn  C  Cavan 
am  Konigl.  Pädagogium   bei  Z  all  ich  an. 


Fftllt  eiD  Lichtstrahl  auf  die  Schnittfläche  eines  einaxigen  Kri« 
staUs,  so  wird  er  im  Allgemeinen  durch  die  Brechung  in  zwei 
Strahlen  zerlegt»  von  denen  der  eine,  der  ordentlich  gebrochene 
Strahl ,  in  der  Einfallsebene  liegt  und  überhaupt  alle  Gesetze  der 
gewöhnlichen  Brechung  befolgt,  der  andere»  der  ausserordentlich 
gebrochene  Strahl»  ini  Allgemeinen  ausserhalb  der  Einfallsebene 
liegt.  Sollen  nun  bey^e  Strahlen  der  Richtung  nach  zusammen- 
fallen, so  muss  der  einfallende  Strahl  im  Hauptschnitte  liegen, 
d.h.  in  der  durch  die  Hanptaxe  des  Kristalls  senkrecht  zur  Schnitt- 
ebene gelegten  Ebene. 

Es  sei  6  die  Geschwindigkeit  der  ordentlich  gebrochenen  Strah- 
len, a  die  Geschwindigkeit  der  ausserordentlich  gebrochenen  Strah- 
leo,  mit  welcher  sie  sich  rechtwinklig  zur  Hauptaxe  im  Kristalle 
fortpflanzen,  wobei  fflr  a  und  b  die  Geschwindigkeit  g  des  Lichts 
in  dem  vorhergehenden  Medium  die  Einheit  sein  mag.  Für  den 
Fall  des  sogenannten  negativen  Kristalls,  den  wir  zun&chst  nur 
berücksichtigen,    ist   a  >  6. 

Zur  Auffindung  der  Richtungen  der  gebrochenen  Strahlen  dient 
die  Huygbens'sche  Constrnction.  Ist  (Taf.  111.  Fig.  5.)  KK  die 
Durchscbnittsgerade  der  Kristallebene  mid  des  Hauptschaitts,  OC 
die  Richtung  der  Hauptaxe,  SO  ein  im  Hauptschnitte  liegender 
und  in  O  auf  die  Kristallebene  fallender  Lichtstrahl,  so  constrnire 
maa  ■■!  O  als  Mittelpunet  mit  dem  Radius  OC=b  einen  Kreis, 
und  mit  den  Halbaxen   OC=s6  und  OA  =  a  eine  Ellipse.    (Die 
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Theile  der  Figur,  die  ausserhalb  des  Kristalls  liegen,  sind  punc- 
tirt  gezeichnet).  Darauf  ziehe  man  OE  senkrecht  OS  und  EF 
senkrecht  OEy  so  dass  EF=g:=l  ist,  lege  vom  Puncte  F  aus 
die  Tangenten  FT  und  FT'  an  Kreis  und  Ellipse,  so  geben  die 
Radien  OT  und  OT*  resp.  die  Richtung  des  ordentlich  und  des 
ausserordentlich  gebrochenen  Strahls  an.  Für  unser  Problem  des 
Zusammenfallens  müssen  also  OT  und  OT'  dieselbe  Ricbtnns; 
haben. 

Siebt  man  vom  einfallenden  Strahle  ab,  dessen  Richtung  leicht 
aus  der  des  ordentlich  gebrocheneti  gefunden  werden  kann,  so 
handelt  es  sich  darum,  wenn  (Taf.  Ui.  Fig.  6.)  ein  Ellipse  und 
Kreis  gemeinsamer  Durchmesser  KK'  gegeben  ist,  einen  beiden 
Figuren  gemeinsamen  Durchmesser  T7\  zu  finden,  so  dass  die 
Tangenten  in  den  Endpuncten  T  und  T'  sich  auf  KK'  schnei- 
den,  oder  umgekehrt. 

Sind  OC,  d.  h.  die  Richtung  der  Hauptaze  ausserhalb  des 
Kristalls,  und  OA,  d.  fa.  die  auf  OC  senkrechte  und  in  den  Kri- 
stall fallende  Richtung,  die  Richtungen  der  positiven  x-  upd  ^- 
Aze,  j^AOK=:X»  mithin  90^— Jl  der  Neigungswinkel  des  Kristall- 
Schnitts  gegen  die  Hauptaze,  j^AOT=^  q>y  mithin  90^ — tp  die 
Neigung  des  gebrochenen  Strahls  gegen  die  Hauptaze,  so  sind 
die  Goordinnten  des  Punctes  T' : 

ab  cos  q> ab  sin  q> ^ 

V^a*sin9*  +  6*cosg)'       V"a*sing)*  +  6*cos9* 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  halber  V"a*sin  tp^  +  6*cos  q>*  =  tr  setzen, 
wo  w  wesentlich  positiv  ist: 

ab  cos  (p       ab  sin  q> 

# • 

w  w 

Die  Coordinaten  des  Punctes  T  sind : 

6  cos 9),    6 sin  9. 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Puncte  T'  der  EHipse  ist 
demnach : 

6^0: cos 9)  -f  Aising)  =  abw, 

und  die  Gleichung  der  Tangente  im  Puncte  T  des  Kreises: 

xQOBtp  -f  ysin9  =  6. 

Für  die  Coordinaten  des  Durchschnitts  beider  Tangenten  liat 
man: 
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\        q — w    _        -      iito— 6^ 

Wenn  nun  dieser  Durchschnitt  auf  dem  Durchmesser  KK  liegen 
soll,  dessen  Glefchung  ist  y  i=  xigXy  so  rauss  sein: 

mo — 6*  SS  a{a — «')tg9)tgi, 
\Toraus   folgt: 

-  aw — 6* 

Nun  sind  ctgA  und«  wie  man  sich  leicht  fiberzeugt«  aio— 6* 
und  a — w  positiv,  folglich  auch  i%q>  stets  positiv«  d.h.  es  kann 
Durchmesser  T7\  der  verlangten  Eigenschaft  nur  im  ersten  und 
dritten  Quadranten  geben.  £s  ist  aber  ersichtlich«  dass«  wenn 
z.  B.  der  Radius  OT  der  genannten  Bedingung  entspricht«  auch 
seine  VerlSngerung  07\  im  dritten  Quadranten  genügt«  so  dass 
es  för  unser  physicalisches  Problem  hinreichen  würde,  dieLSsnn* 
gen  unserer  Aufgabe  fiSr  den  ersten  ^  Quadranten  aufzustellen  und 
diejenigen«  welche  in  den  vom  Kristalle  nicht  erfüllten  Raum  COK 
fallen«  nach  dem  vom  Kristalle  erfüllten  Räume  C'O'K!  des  drit- 
ten Quadranten  zu  übertragen.  In  diesem  Falle  müsste  sich  er- 
geben X<,q>9  welcher  Fall  aber«  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  nicht  eintritt.  Es  giebt  also  nur  Losungen  unserer  physi- 
calischen  Aufgabe  im'ersten  Quadranten. 

Aus  der  Gleichung  (2)  ergiebt  sich  leicht: 

fiir  9  =  0   wird    X  =  90ö, 
-  „    9  =  900  „     1  =  90«; 

woraus  hervorgeht«  dass  X  ein  Minimum  haben  muss. 

« 

Dm  dieses  Minimum«  sowie  zunächst  den  correspondirenden 
Werth  des  q>  zu  erhalten,  setzen  wir  den  Differentialquotienten 
von  (2)  gleich  Null  und  erhalten: 

.        ,     dw      (a*  — 6*)  sin  9  cos  9  ,  ^ 
oder,  da  ^^'- ^^^^ ^  ist: 

«•v/          X  .  (a*  — 6*)  sin  9«  cos  9*     ^ 
-(flic— 6«)(a— w)  +  ^ '—^- ^=0, 

Theil  XLI.  1^ 
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oder,   indem  wir  siny^=  ^ /j  substituiren , 

(flfc  -6«)  (a— ir)w  —  («•— w«)  («?•— 6«)  =0, 
oder 

(a— tr)(a6*— fr8)  =  0. 

FOr  a — to=0  erhfilt  man  9=90^,  aUo  grade  das  Maximani; 
für  daa  Miniroam  hat  man  also: 

Ans  to=  Va*8in9*  +  6*cosg)*  hat  man  tg9)=:W  liCj3>  "**^ 

hin  ffir  den  dem  Minimum  von  iL  entsprechenden  Werth  des  (jp, 
den  wir  mit  <Z>  bezeichnen. 


W      a«— Va«6* 


für   das  Minimum  von  1  al«o,    das  wir  mit  A  bezeichneo,  au« 
Gleichnog  (2): 

tg^= mzA/  -J— z — 

(al  +  M)l       ,  .    *  . 

=  ,  oder,   wenn  wir  -:=«  »ereen, 

=  (1  +  61)1. 
FOr  das  entsprechende  Minirnnm  des  q>  hat  man: 

8m<i>  =  — I 

?-» 

Liegt  A  also  zwischen  90^  und  A,  so  giebt  es  auch  Radien,  welche 
die  verlangte  Eigenschaft  haben. 

Man  sieht,  während  q>  von  Q9  bis  90^  wächst,  gebt  l  von  90^ 
bis  A  und  kehrt  von  hier  zu  90^  zurück,  vorausgesetzt»  dass  za 
einem  bestimmten  Werthe  des  l  zwei  Werthe  tp  gehören.  Es 
giebt  also  für  irgend  einen  Kristallschnitt,  der  unter  dem  Winkel 
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90^— X  i^gen  die  Hauptaze  geneigt  ist,  zwei  Richtangen^  nach 
(velcheo  der  gebrochene  Strahl  nicht  zerlegt  wird,  vorausgeBetzt, 
dass  A  grösser  ist  als  der  »»Grenzwinkel**  A, 

Zur  Berechnung  der  Werthe  X,  welche  gegebenen  Wertben 
<p  entsprechen ,  erhält  man  aus  (2)  nach  einigen  Umformungen  die 
Gleichung : 

V^I  +e*cteQ)* 
(3)  *8^=         cosy     -+*«^- 

Ist  X  gegeben,  so  findet  man  zur  Berechnung  der  zugehöri- 
gen Winkel  ip  aus  Gleichung  (2)  zu n liehst : 

(6*  +  2a«6«tgAtg9  +  a*tgI«tg9>2)(l+tg(p») 
=  a«(l  +  2tgItg<p+tg;«tgg>2)(6»  +  aatg<)P»). 

Die  Glieder  in  tg^^  heben  sich,  woraus  hervorgeht,  das«  eine 
Wurzel  der  vorstehenden  Gleichung  tg9)  =  0D^  also  9)  =  90^  för 
jeden  Werth  des  A  ist;  d.  h.  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  fal- 
len, wie  bekannt  Ist,  die  gebrochenen  Strahlen  zusammen,  wel- 
ches auch  die  Neigung  des  Kristallschnitts  gegen  die  Hauptaxe 
sein  mag. 

Durch  Reduction  der  Gleichung  erhSit  man: 

2tgg)».o«tgA  +  tgg)«(a«  +  Ä*-  a«tgA»)  +  6*  =  0, 

oder  noch  umgeformt: 


indem  wieder    -  =  6  gesetzt  ist. 

Diese  Gleichung  hat  fiir  tgA>  (l-|-ßl)i  stets  drei  reelle  Wur- 
zeln, und  zwar  zwei  positive  und  eine  negative.  Letztere  ist  fSr 
unser  pbysicalisches  Problem  nicht  brauchbar,  sie  hat  nur  geo- 
metrische Bedeutung.  Der  daraus  abgeleitete  Werth  des  (p  er- 
giebt  einen  Durchmesser  Ui  (Taf.  III.  Fi&[.  7.)  des  zweiten  und 
vierten  Quadranten.  Die  Tangenten  an  den  Durchschnittspuncten 
oiit  Kreis  und  Ellipse  schneiden  sich  zwar  auch  auf  dem  Durch- 
messer  EE',  aber  nicht  die  an  diese  Figuren  auf  derselben  Seite 
gezogenen  Tangenten,  sondern  auf  entgegengesetzten,  also  die 
Tangenten  in  t'  und  ti,  und  gleichfalls  die  Tangenten  in  <  und  ^i'. 

Frfiber  waren,  wie  es  für  unser  pbysicalisches  Problem  nur 
statthaft  ist,  die  Puncte  Tund  P  (Taf.  ill.  Fig.  6.)  stillschweigend 

14* 
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als  auf  derselben  Seite  des  Durchmessers  liegend  angenommen 
und  desshalb  die  Coordinaten  beider  Puncte  mit  demselben  Zei- 
chen versehen.  FOr  das  allgemeinere  geometrische  Problem  muss 
aber  noch  der  Fall  berficksichtigt  werden,  dass  die  Puncte  auf 
ferschiedenen  Seiten  des  Durchmessers  liegen.  Man  hat  dann 
den  Coordinaten  des  einen  Punctes  die  denen  des  andern  Pnnc- 
tes  entgegengesetzten  Zeichen  zu  geben.    Nehmen  wir  also  z.  B. 

I    ^      j.     *              -^     a6cos9      ab  Bin  q>  j      j.     j 

an  als  Coordinaten  von  T^ $ ;  so  werden  die  des 

w  fV 

auf  der  andern  Seite  liegenden  Durchschnitts  mit  dem  Kreise 
sein:    — bcostp,  — bsintp,  und  die  Gleichung  (2)  wird  dann: 

Für  g)  =  0  wird  tgA  =  — oo,  für  g)  =  90l^  wird  tgA  =  0,  wo- 
raus hervorgeht >  dass  in  diesem  Falle  l  kein  Minimam  hat 

Diese  letzte  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung 
(2)  nur  durch  das  Vorzeichen  von  w.  Macht  man  sie  rational,  so 
wird  man  dieselbe  kubische  Gleichung  (4)  erhalten,  welche  also 
auch  die  Lösungen  in  sich  schliesst,  welche  nur  geometrische 
Bedeutung  haben. 

Zur  numerischen  Berechnung  der  Wurzeln  der  Gleichung  (4) 
setze  man: 

eigX 


sin  3^  = 


iltgA«-(l  +  6«)|^i|tgX«-(l+ß«)t 


i(tgi+(l+e«)»MtgA-(l+««)i|V^i{tgX+(l+6«)4|.ltgi-(l+e*)ir 

so  sind  die  beiden  positiven  Wurzeln    der  kubischen  Gleichung 
gegeben  durch : 

^tgy^^2sinilV'i{tgA-f(l-fe«)*MtgA-~(li:^^. 
.^^  _2sin(eOO-^)Vi|tgX-f(l-f6«)M.ttgA-(l  +  e«)M 

ctg  99  —  — — _ 

Entnimmt  man  tgA  selbst  ans  den  Tafeln,  so  ist,  da  (l-fe*)i 
für  denselben  Kristall  constant  ist,  die  Berechnung  ziemlich  bequem. 

Beispiel    ffir   den    Kalkspath. 
Ffir  den  Kalkspath  Ist  ass  0,64717,   6  =  0,60449,   wenn  die 
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Geschwindigkeit  des  Lichtg  io  der  Laft  die  Einheit  ist  Darnach 
findet  man  ßir  die  Grosse  des  Gegenwinlcels:  Az=:zW^2afZV 
nod  för  den  zugehörigen  Werth  des  q>i     a>  =  33^47'46^ 

Die  erste  der  folgenden  Tabellen  giebt  die  ans  Gleichung  (4) 
berechneten  Werthe  fp,  die  zweite  die  aus  Gleichung  (3)  berech- 
neten Werthe  l.  In  l>eiden  Tabellen  schreiten  die  Argumente  nach 
ganzen  Graden  fort. 
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Der  Fall   des   positiven  Kristalls    erfordert  keine  besondere 
UntersnchuDg.     Da  in  diesem  Falle  a  <  6  ist,    werden   ai»— ^' 
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und  a — w  stets  negativ,  also  auch  (Gleichung  (2))  tgg)  wiederum 
stets  positiv.  Sämmtliche  Folgerungen  bleiben  demnach  ungeSndert. 

Die  Behandlung  desselben  Problems   für  zweiaxige  Kristalle 
behalte  ich  einer  späteren  Untersuchung  vor. 


Berücksichtigung  der  Refraktion  und   Correktion  der 
Fehler  bei  dem  Stundenzeiger  von  Eble. 

Von 

Herrn  Doctor  Neil, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Gewerbeschule   in  Darinttarit. 


Dieses  ausgezeichnet  sinnreiche  Instrument,  dem  der  Herr 
Erfinder  den  Namen:  Horoskop  gegeben  hat,  I5st  die  Aufgabe, 
für  irgend  einen  Moment  die  Zeit  aus  der  Höhe  der  Sonne  zu 
bestimmen,  mit  einer  solchen  Leichtigkeit,  dass  in  dieser  Bezie- 
hung kaum  etwas  zu  wünschen  übrig  bleibt.  Im  Bande  XXXVII. 
des  Archivs  hat  Herr  Professor  Grunert  eine  vollständige  Theorie 
des  Instruments  gegeben,  weshalb  wir  uns  nicht  dabei  aufhalten, 
sondern  sogleich  dazu  übergehen  wollen,  zu  zeigen,  wie  man  den 
Einüuss  der  Strahlenbrechung  unschädlich  machen  und  auch  die 
Fehler  des  Instruments  korrigiren  kann. 

1.    Die  Refraktion  bei  dem  Instrument  von  Eble. 

Der  Einfluss  der  Refraktion  ist  hier  insofern  nicht  unwesent- 
lich, als  man  während  eines  grossen  Theils  des  Jahres  die  Be- 
obachtung bei  ziemlich  tiefem  Sonnenstande  anstellen  muss,  um 
ein  etwas  sicheres  Resultat  zu  erhalten.  Denn  man  erhält  na- 
türlich die  Zeit  um  so  genauer,  je  rascher  die  Höhenänderung 
der  Sonne  von  statten  geht.  Um  zu  wissen,  wann  diess  geschieht, 
so  bezeichne  ß  die  Polhuhe  des  Orts,  d  die  Deklination,  k  die 
Hohe  und  ö  den  Stundenwtnkel  der  Sonne,  so  ist  bekanntlich: 
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siDA=  siDjSsifid-f  cos/?cosdcostf. 
DiflTerentiirt  man  in  Bezug  auf  h  und  tf,  so  wird: 


• 

dh           cos/^cosdsintf 
d6 ""               co^A 

Setzt  man  ausserdem  dasAzimuth  der  Sonne  =a, 
wir  die  Gleichung: 

so 

haben 

sin  u       cos  d 
sintf  "  cosA' 

also  auch: 

dh 

-jr  =.  —  cos/Ssina. 

Dieser  Ausdruck  erlangt,  vom  Zeichen  abgesehen ,  seinen 
grössten  Werth  (är  o;=:90^,  d.h.  die  Sonne  ändert  ihre  Hohe 
am  schnellsten,  wenn  sie  im  ersten  Vertikale  steht.  Diess  tritt 
bekanntlich  um  die  Zeit  der  Nachtgleichen  des  Vor-  und  Nachmittags 
um  6  Uhr  oder  zur  Zeit  des  Sonnenauf-  und  Untergangs  ein.  In 
den  Wintermonaten  steht  die  Sonne  unter  dem  Horizonte,  wenn 
sie  in  den  ersten  Vertikal  gelangt,  dagegen  kann  man  in  den 
Sommermonaten  die  Beobachtung  wirklich  zu  einer  Zeit  anstellen, 
dass  man  auch  eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erhält.  Um  jedes- 
mal zu  wissen,  wann  diess  der  Fail>  dient  die  sehr  einfach  nach- 
zuweisende Gleichung: 

COS0  =  cot/?tgd. 

Z.B.  um  die  Zeit  des  Solstitiums  ist  d:=23^27',  setzt  man 
ausserdem  /?=:50^,  so  findet  sich  a  =  4^35»,  oder  man  macht 
um  diese  Zeit  unter  dem  50sten  Breitengrade  die  Beobachtung 
am  besten  des  Morgens  um  7  U.  25  M.  oder  Nachmittags  4  C 
35  M.,  wobei  es  naturlich  auf  eine  Viertelstunde  früher  oder  spä- 
ter gar  nicht  ankommt,  indem  bekanntlich  jede  Grösse  in  der  Nähe 
ihres  Maximums  oder  Minimums  sich  nur  langsam  ändert. 

Die  Formel  -fz= — coaßsina  gibt  für  «  =  0,  5^  =  0»  ^-  **• 
zur  Mittagszeit  würde  die  Beobachtung  ein  ganz  unsicheres  Re- 
sultat geben.  Im  Allgemeinen  wird  man  gut  thun,  mindestens 
3  Stimden  vor  oder  nach  12  Uhr  zu  beobachten.  Diess  setzt  je- 
doch voraus,  dass  man  den  Fehler,  welcher  durch  die  Refraktion 
verursacht  wird,  unschädlich  macht.  Führen  wir  in  unserer  obi- 
gen Gleichung  für  sinA  statt  der  Deklination  der  Sonne  ihre 
Poldistanz  =p  ein,  so  wird  sie: 
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sin  A  =s  B\nß^oBp-{-coBßB\n  pcos  tf , 

Bezeichne  r  die  Refraktion  der  Sonne,  wenn  sie  die  wahre 
Höhe  h  zeigt,  so  ist  A-f  r  ihre  scheinbare  HOhe,  und  man  kann 
dafiir  die  Gleichung  anschreiben: 

sin  (K-t*  r)  =  sin  /?  cosp'-f  cos  /?sin/i'  cos  <7, 

welche  jedenfalls  dadurch  befriedigt  werden  kann,  dass  dem  p' 
ein  geeigneter  Werth  beigelegt  wird.  Wir  können  daher  die 
Frage  stellen:  Welche  Correktion  9  muss  man  an  die  wirkliche 
Poldistanz  p  der  Sonne  anbringen,  dass  obige  Gleichung  für  die 
scheinbare  Sonnenhöhe  noch  den  gleichen  Stundenwinkel  0  wie 
vorher  gibt.  Wir  haben  hier  offenbar  p'  z=ip'{-q>\  da  nun  q>  und 
r  kleine  Winkel  sind,  die  immer  kleiner  bleiben  als  P,  so  setze 
man  den  Sinus  gleich  dem  Bogen,  den  Cosinus  =  1  und  erhält 
damit 

_     ^^ rcosA 

^  ^      Bvußsxnp — cos/^cospcosA* 

Man  mGsste  hiemach,  um  den  Einfluss  der  Refraktion  un- 
schädlich zu  machen,  für  den  beiläufig  bekannten  Stundenwinkel  0 
nach  der  Formel  sin  A  =  sin  j?  cosp -f  cos  ^  sin  pcos  0  die  Hohe  der 
Sonne  berechnen,  dazu  ans  einer  Refraktionstafel  das  r  entneh- 
men, und  dann  9  berechnen.  Allein  diess  wäre  ziemlich  um- 
ständlich und  würde  dem  Zweck  des  Instruments  geradezu  wider- 
sprechen, da  man  beim  Gebrauch  desselben  jeder  trigonometri- 
schen Rechnung  fiberhoben  sein  soll.  Berechnet  man  sich  übri- 
gens ein  für  allemal  eine  Tabelle,  aus  welcher  man  die  Grösse  9 
sogleich  entnehmen  kann,  so  verursacht  diess  bei  jeder  Beobach- 
tung eine  ganz  unbedeutende  Mühe.  Wir  theilen  hier  eine  solche 
Tabelle  mit,  welche  für  |3  =  60o  berechnet  ist: 


Digitized  by 


Google 


210       Neil:  Berücksichtigung  der  Refrahlion  und  Correklion 


Tabelle 

zur  Correktion  des  Polabstandes  der  Sonne,    um  beim  Gebrauch 

des  Stundenzeigers  den  Einfluss   der  Refraktion  unecbSdlich  zn 

machen.    Für  den  50sten  Grad  der  Breite. 
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Die  in  dieser  Tafel  entbftlteoen  Zahlen  bedeuten  Bogen- 
minuteo  und  sind  jederzeit  von  dem  wahren  Polabstand  der 
Sonne  in  Abzog  zn  bringen. 
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Um  aber  diese  Tabelle  berechneo  zu  können,  ist  es  oothig, 
den  Betrag  der  Refraktion  für  die  wahre  Hube  der  Sonne  zu 
kennen,  während  die  Refraktionstafeln  denselben  immer  fSr  die 
scheinbare,  oder  dureh  Beobachtung  erhaltene  Sonnenhöhe  an- 
geben. Man  muss  dessfaalb  aus  einer  solchen  Tafel  den  Werth 
von  r  beiläaOg  bestimmen,  dann  ist  h+r  die  scheinbare  Uöhe^ 
für  welche  man  also  den  Werth  von  r  genauer  erhält;  würde  der 
letztere  von  jenem  stark  abweichen,  so  müsste  man  das  Verfahren 
nijsderholen.  boch  wird  man  durch  Benutzung  der  folgenden 
Tafel  dieser  etwas  umständlichen  Arbeit  überhoben,  indem  solche 
die  Refraktion  für  die  wirkliche  Höbe  angiebt.  Sie  ist  in  Minuten 
und  Zehnteln  derselben  ausgedrückt 
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Wahre 
Höhe. 


Befrak- 
tion. 


Wahre 
Höhe. 


Refrak- 
tion. 


Wahre 
Höhe. 


Befrak 
tion. 


Wahre 
Höhe. 


tion. 


— ü"  35' 
30 
26 
20 
15 
10 

-0     5 


0  0 
-1-0  5 
10 
15 
20 
25 


-fO  30 
35 
40 
46 
60 
65 


0 
5 
10 
16 
20 
25 


1  30 
40 
50 


2  0 
10 
20 
30 
40 
60 


3  0 
10 
20 
30 
40 
50 


^4^9 
34.1 
33,2 
32,3 
31.6 
30,7 
30.0 


29.2 
28,6 
27,8 
27,1 
26.4 
25,7 


24,6 
23,9 
23,3 
22.8 
22,3 


21.8 
21.3 
20.8 
20,3 
19,9 
19,6 


19,1 
18,3 
17,5 


16,9 
16,3 
16,7 
16,1 
14,5 
14,0 


13,5 
13.1 
12,7 
12,3 
11,9 
11,6 


11.3 


4»  0' 
10 
20 
30 
40 
50 


5  0 
10 
20 
30 
40 
60 


6  0 
10 
20 
30 
40 
60 


7  0 
10 
20 
30 
40 
60 


10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
60 


10  0 
10 
20 
30 
40 
60 


11,0 
10,6 
10,4 
10.1 
9.8 


9,4 
9,2 
9,0 
8,8 
8,6 
8,4 


^:2- 

8,0 

7,9 
7.7 
7,6 
7,4 


TT 

6,9 
6.8 
6,7 
6.6 


6,4 
6,3 
6.2 
6,1 
6.0 
6,9 


5,8 
5,7 
5,6 
5,6 
5,4 
5.3 


5,2 
5,1 
5,1 
6,0 
4,9 
4,9 

4.« 


ir» 

12 
13 
14 


16 
16 
17 

18 
19 


20 
21 
22 
23 
24 


25 
26 
27 
28 
J9 

30 
31 
32 
33 
34 


36 
36 
37 
38 
39 


40 
41 
42 
43 
44 


46 
46 

47 


49 


4^ 

4.4 

4,1 

ZA 

3.5 
3,3 
3,1 

2,9 

2,8 


2.6 
2,5 
2,4 
2,3 
2,2 


2.1 
2.0 
1,9 
1,8 
1.7 

\fi 
1.5 
1,5 
1.4 


1.4 
1.3 
1.3 
1.2 
1,2 


l.l 
1,1 
1,1 
1.0 
1,0 


1.0 
0,9 
0,9 
0,9 
0,8 

'W 


51« 
62 
53 
54 


56 
66 
67 
68 
59 


60 
61 
62 
63 
64 


6S 
66 
67 
68 


0.8 
0,7 
0.7 


0.7 
0.6 
0.6 
0y6 
0,6 


0.6 
0.5 
0.5 
0.5 
0.6 


0.5 
0.4 
0.4 
0.4 
0,4 

"5r 


Digitized  by 


Google 


der  Fehler  bei  dem  Stundenzeiger  van  Ebie.  213 

Um  nan  su  beiirtheileD»  welchen  Fehler  man  begeht,  wenn 
man  bei  der  Zeitbestimmung  mit  dem  Instrument  von  Ebie  die 
Refraktion  ganz  vernachlässigt^so  differeotiire  man  die  Gleichung: 

'  .    sinAs:  8in/?co8p-|-cos|3sinpco6<7. 

in  Bezug  auf  h  und  o. 

Dadurch  findet  sich,  wenn  man  ausserdem  noch  dh^r  setzt : 

_  TQOSh 

"~       15  cos  ß  sinp  sin  tf ' 
in  Zeitminuten  z,B.  ßz:zW*,  pz=iW^,  0  =  66^  oder  =  90».  Dafiir 
ist  A  =  0,  also  r  =29^2  und  dfSzsz  —  3,03  Minuten. 

II.     Untersuchung  der  Fehler  des  Instruments. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  zeigen  übrig,  wie  man  die  Fehler  des 
Instruments  korrigiren  könne.  Dasselbe  besteht  (siehe  Archiv, 
Theil  37,  Seite  429)  aus  2  Haupttbeilen,  wovon  der  erste  AB 
die  Gestalt  eines  T,  der  andere  CD  Aehnlichkeit  mit  einem  L 
hat.  Auf  AB  finden  sich  2  Skalen,  wovon  die  eine  nach  Graden 
für  die  Poldistanzen  der  Sonne,  die  andere  nach  Stunden  und 
Minuten  getbeilt  ist.  Die  Richtigkeit  beider  Eintbeilungen  kann 
leicht  vermittelst  eines  geradlinigen  Massstabes  und  einer  trigo» 
nometriechen  Tafel  geprüft  und  also  auch  nothigenfalls  korrigirt 
werden,  indem  bei  der  ersten  Skala  die  Abstände  der  Theiluogs- 
punkte  von  der  Mittellinie  sich  wie  die  Tangenten  der  um  90  Grad 
verminderten  Poldistanzen,  und  bei  der  Stundenskala  sich  wie  die 
Cosinus  der  ebenfalls  um  90  Grad  verminderten  Stundenwinkel 
verhalten  müssen.  Ausserdem  fordert  die  Theorie  des  Instruments, 
dass  beide  Skalen  rechtwinkelig  zu  einer  geraden  Linie  stehen, 
welche  man  sich  von  der  Mitte  der  oberen  Skala  nach  demjeni- 
gen Punkt  gezogen  denkt,  auf  welchen  man  beim  Gebrauche  das 
Lotheinspielen  lässt.  Bezeichnet  K  (Taf.  HI.  Fig.l.)  diesen  Punkt 
und  ist  H  die  Mitte,  G  und  J  die  Endpunkte  der  oberen  Skala, 
80  ist: 

^HKJ=^HKG  =  W^, 

daher: 

HK  =  HJ.  cot2Ö0  =  2,1445. «J 
ond: 

Ol 

Hat  man  sieb  daher  zuerst  überzeugt,  dass  HJ  gleich  HG  ist, 
so  beschreibe  man  von  den  Punkten  J  und  G  aus  mit  KJ  als 
Halbmesser  zwei  Kreisbogen,  die  sich  in  K  durchschneiden  wer« 
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den,  and  fiberzeuge  sich^  ob  BK  eben  so  gross  ist,  als  es  die 
Rechnung  verlangt.  Man  kann  hiernach  die  Lage  des  Punktes  A' 
notbigen falls  verbessern.  Endlich  bleibt  noch  zu  untersuchen 
Cibrig,  ob  die  durch  die  Mitte  zwischen  den  beiden  Lucbelchen 
bei  K  (siehe  die  Abbildung  des  Instruments  Taf.  III.  Bd.  37)  und 
die  Linie  auf  dem  Plättchen  /  gedachte  Ebene  mit  der  Geraden 
im  einen  rechten  Winkel  bildet.  Diese  Untersuchung  Ist  wohl 
die  vrichtigste,  indem  ein  kleiner  Fehler  sogleich  einen  sehr  merk- 
lichen Einfluss  auf  das  Resultat  der  Beobachtung  ausübt;  man 
wird  sie  um  so  mehr  vornehmen  müssen,  als  man  nicht  voraus- 
setzen kann,  dass  das  aus  Holz  verfertigte  Instrument  seine  Form 
unverändert  beibehält.  Hier  wird  uns  ein  Verfahren,  welches  auf 
der  „Methode  der  korrespondirenden  Sonnenhöhen" 
beruht,  am  sichersten  zum  Ziele  führen.  Hat  man  nämlich  ver- 
mittelst eines  Spiegelsextanten  oder  irgend  eines  anderen  Instro- 
inents,  das  zur  Messung  von  Huhenwinkeln  eingerichtet  ist,  Vor- 
und  Nachmittags  gleiche  Höhen  seines  Gestirns,  das  seine  Dekli- 
nation nicht  ändert,  beobachtet  nnd  dabei  jedesmal  die  Uhrzeit 
notirt,  so  ist  es  gar  nicht  ncithig,  den  Hohen winkel  zu  kennen, 
seitdem  man  braucht  nur  das  Mittel  aus  beiden  Ubrzeiten  za 
nehmen,  um  den  Moment  der  Culmination  zu  erhalten.  Bei  Beob- 
achtungen der  Sonne  muss,  um  den  wahren  Mittag  zu  findeo, 
an  das  Mittel  der  Zeiten  noch  die  sogenannte  Mittagsverbenserung 
angebracht  werden,  weil  dieselbe  ihre  Deklination  im  Laufe  mehrerer 
Stunden  schon  merklich  ändert.  Man  könnte  natürlich  di,e  Mittvgsver- 
besserung  auch  dadurch  bestimmen,  dass  man  bei  jeder  Beobachtung 
die  Höhe  am  Instrument  ablesen,  sodann  mit  Zuziehung  der  richtigen 
Deklination  und  Polhöhe  den  Zeitmoment  der  Beobachtung  be- 
rechnen und  das  Mittel  der  Uhrzeiten  vom  Mittel  der  berechneten 
Zeiten  subtrahiren  würde.  Bezeichnet  man  die  berechneten  Zeiten 
Vor-  und  Nachmittags  durch  t  und  t\  die  Uhrzeiten  durch  t  nnd 
x'  8o  (ii)det  man  also  die  Mittagsverbesserung: 

Zweckmässiger  ist  es  jedoch,  an  t  und  V  den  Betrag  der 
Zeitgleichung  z  und  i'  anzubringen,  um  die  wahre  Sonnenzeit  auf 
mittlere  zu  reduciren,  da  eine  Uhr  nur  nach  letzterer  regaürt 
werden  kann.    Danach  ist  also: 

f)  =  ' , 

z 

welches  sich  auch  schreiben  lässt: 

«?=:i{(<+2-t)  +  (f  +  l'^T')}. 

Nun  ist  (t-i-z — t)  der  Stand  der  Uhr,  man  versteht  näm- 
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lieh  darnoter  die  Anzahl  Minuten  und  Secunden,  ivelche  zu  der 
Zeit^  welche  die  Uhr  gerade  zeigt,  binzugefögt»  die  richtige  Zeit 
geben.  Wurde  nun  dacs  Winlcelniessiustrument  die  Hohen  fehler- 
frei geben,  so  mfissten  die  beiden  Ausdrücke  (i-{-z — t)  und 
{Ü-^-x'  —  r^  auch  genau  fibereinstiniroen ;  diess  uird  jedoch  in  der 
Regel  nicht  der  Fall  sein,  dann  erhält  man  aber  nach  dem  Vorherge- 
henden in  dem  Mittel  aus  beiden,  ein  von  den  Fehlern  des  In- 
struments unabhängiges  Resultat.  Man  sieht  nun  leicht  ein,  dass, 
wenn  auch  die  am  Nachmittag  genommene  Hohe  etwas  von  der 
vormittägigen  verschieden  ist,  man  dennoch  durch  dieselbe  Rech- 
nungsmethode ein  gutes  Resultat  erhält,  indem  bei  nahe  liegenden 
Beobachtungen  kleine  Fehler  des  Instruments  in  ganz  ähnlichem 
Sinne  wirken.  Diese  Beobachtungen  auf  das  Horoskop  angewandt, 
erhält  man  folgende  Vorschriften:  Man  macht  am  Vormittage, 
am  besten  4  oder  ö  Stunden  vor  12  Uhr,  mit  dem  Instrument 
eine  Beobachtung,  dessgleicben  Nachmittags  beiläufig  ebensoviel 
Zeit  nach  12  Uhr,  und  berechnet  aus  beiden  Beobachtungen  den 
Stand  der  Uhr,  das  Mittel  daraus  gibt  den  richtigen  Werth;  zu- 
gleich sieht  roan^  dass,  je  mehr  beide  Werthe  von  einander  ab- 
weichen, um  so  grösser  der  Fehler  des  Instruments  sein  müsse. 
£6  wurde  bei  diesen  Betrachtungen  übrigens  keine  Rücksicht 
auf  den  täglichen  Gang  der  Uhr  genommen.  Man  versteht 
Dämlich  darunter  den  Unterschied  zweier  innerhalb  24  Stunden 
bestimmter  Uhrständö,  und  nimmt  das  Zeichen  desselben  so  aii, 
dass  ein  positiver  Gang  ein  zu  langsames,  ein  negativer  ein  zu 
schnelles  Gehen  der  Uhr  bedeutet.  Um  den  täglichen  Gang  der 
Uhr  zu  bestimmen,  macht  man  auch  am  folgenden  Tage  wieder 
um  dieselbe  Vormittagsstonde  eine  Beobachtung,  so  erhält  man 
durch  Vergleicbung  der  beiden  Vormittagsbeobachtungen  einen 
richtigen  "Werth  für  den  täglichen  ^ang,  indem  dabei  wieder  die 
Fehler  des  Instruments  ganz  in  dem  gleichen  Sinne  wirken.  Man 
kann  dann  die  Beobachtung  am  Nachmittage  leicht  so  reduciren, 
als  wenn  die  Uhr  ganz  richtig  gegangen  wäre.  Freilich  muss 
man  sich  auf  einen  gewissen  regelmässigen  Gang  der  Uhr  inner- 
halb 24  Stunden  verlassen  kunnen,  sonst  wäre  eine  solche  hierzu 
nicht  zu  gebrauchen.  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass 
man  sich  nicht  mit  einer  einzigen  Beobachtung  begnügen  wird, 
sondemdass  man  jedesmal  eine  Reibe  von  Beobachtungen  rasch 
hintereinander  machen  wird,  und  das  Mittel  daraus  nimmt,  um 
das  Resultat  von  Beobachtungsfehlern  freier  zu  machen. 

Hat  sich  nun  durch  eine  derartige  Untersuchung  herausgestellt, 
dass  der  Strich  auf  dem  Plättchen  l  eine  unrichtige  Lage  habe, 
so  kommt  es  jetzt  darauf  an,  dieselbe  zu  korrigiren.    Zu  dem  Ende 
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siehe  man  (Taf.IIl.  Fig.  2.) .ober-  and  unterhalb  von  jenem  Striche 
in  gleichen  Abständen  (am  zweckmäesigsten  von  etwa  1  Millime- 
ter) mit  scharf  gespitztem  Bleistift  parallele  Striche  und  mache 
nun  an  jedem  der  drei  Striche  Beobachtungen  nach  der  eben 
beschriebenen  Methode.  Wie  man  dann  weiter  Terßihrt,  ersiebt 
man  am  besten  ans  folgendem  Beispiel. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Striche  durch  (1),  (2),  (3),  and  zwar 
sei  (1)  der  untere,  (2)  der  mittlere  (alte)  Strich,  (3)  der  obere. 

Beobachtung  am  1.  Juli  1863.    Vormittags  nach  7  Uhr. 
Poldistanz  der  Sonne  =:66<^47',  Zeitgleichung  z=-|-3,4. 


Beobachtung  am  Strich  (1): 

hm  hm  hm  hm 

«=7    1,3       7    3,5       7    8,2       7    9,7 
xss       3,4  3,4  3,4  3,4 


«+»  =  7    4,7 

T  =  7    9.0 

t  +  x — T=:    ^4,3 


7    6.9 

7  11,4 

-4,5 


7  11,6 

7  16,1 

-4,8 


7  13,1 

7  17,8 

^,7 


*      m 

7  12,3 
3.4 

7  15,7 

7  20,2 

-4,5 


Beobachtung  am  Strich  (2): 


fe      m 


t=  7  14,6 

*=       3,4 

7  18,0 

«  =  7  21,5 


k         M 

7  17,7 
SA 
7  21.1 
7  24,4 


h      m 

7  19.8 

3.4 

7  23.2 

7  26,7 


h       m 

7  21,6 

3.4 

7  25,0 

7  28,3 


*      m 

7  26,9 

3,4 

7  29,3 

7  32,6 


k      m 

7  27,4 

M 

7303 
7  34.0 


H-z-T=    —3,5       —3,3       —3,5       —3,3       —3,3       —3,2 


Beobachtung  am  Strich  (3): 


A      m 
<=7  30,7 

7  3'"7 

*      m 

7  36,2 

h      m 
7  38,3 

7  3^8 

*  =       3.4 

3,4 

3,4 

3,4 

3,4 

=  7  34,1 
T  =r  7  36.4 


7  36,1 
7  38,4 


7  39,6 
7  42,0 


t  +  x—t=    —2,3         —2,3         —2,4 


7  41,7 
7  44,0 


-2,3 


7  43^2 

7  45,8 

-2,3 


Man  erhSIt  hiernach: 


Stand  der  Uhr  am  1.  Juli  Vormittags; 


nach  Strich  (1)  .   . 

.  .  ->4^  am  7  ib  öder  7,2, 

•         -       (2).   . 

.  .—3,35    -    7  25     .     7A, 

-         -      (3)  .  . 

.  .-2,32    -    7  40     -     7,7. 
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Beobacbtnng  am  1.  JolK     Nachmittags  nach  4  Uhr. 

Poldiatanz  der  Sonne  =  06050".     Zeitgleichung  =  +  3,4. 

Strich  (3): 

Am          hm          hm         hm          hm  hm 

t=4    5,3     4    7,8      4    9,9      4  11,4      4  13,6  4  16,2 

*= 3j4     3j4     3j4    3j4    3^  3^4 

t-i-x=:4    S,7     4  11,2     4  13,3      4  14,8     4  17.0  4  19,6 

T  =  4  12,5      4  15,0      4  17,2     4  18,7      4  20,8  4  23,5 

(  +  i-T=     -3,8       —3,8       —3,9       —3,9       —3,8  —3,9 

Strich  (2): 

hm          hm          hm         hm         hm  hm 

t  =  4  19,6      4  21,3      4  23,5      4  25,8     4  27.7  4  29,3 

z=       3,4     3j4      ZA_     3j4     ^  3^ 

4  23,0      4  24,7     4  26,9      4  29,2     4  31,1  4  32,7 

t  =•  4  26,7      4.27,4      4  29,4      4  31,9      4  33,8  4  35,4 

/+x— T=     -2,7       -2,7        -2,5       —2,7    ,  —2,7  —2,7 

Strich  (1): 

A^m          hm          hm         hm         hm  hm 

«  =  4  34,2      4  36,2      4  36,6      4  37,5      4  41,3  4  42,7 

2= 3^4     3jj4     ZA     3^      3j4  3^ 

4  37,6      4  38,6      4  40,0      4  40,9      4  44,7  4  46,1 

y  =  4  39,2      4  40,2      4  41,5      4  42,4      4  46,2  4  47,8 

<+t-T=    -1,6        -1,6       -1,5       —1,5        —1,5  -1,7 

Hiernach  Stand  der  Uhr  am  1.  Joli  Nachmittags. 

Nach  Strich  (3)  .   .   .   .  —3,85  um  4,2, 

-  -         (2).    .   .    .-2,67    .    4,5, 

-  -         (1).   .   .   .-1,57    -    4,7. 


Beobachtung  am  2.  Juli.    Vormittags  nach  7  Uhr. 

Poldistanz  der  Sonne  =  660Sl'.    Zeitgleichung  =  -f  3T6. 

Strich  (1): 


<  =  7    5I2 

*=       3,6 

7    8,8 

t  =  7  13,2 

?     6T4 

3,6 

7  10,0 

7  14,7 

7    8,2 

3,5 

7  11,8 

7  16,3 

7    9,3 

3,6 

7  12,9 

7  17,6 

^11,3 

3,6 

7  14,9 

7  19,5 

t      m 

7  13,1 

3,6 

7  16,7 

7  21,4 

i+*-t=    -4,4 

-4,7 

-4.5 

-4.6 

-4,6 

-4.7 

ThcilXU. 

15 
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Strich  (2): 

A      m    k      m     h      m     k      m     h      m    k      m     h      «ftii 

t  =  7  17,6  7  J9,2  7  20.3  7  21,9  7  24,2  7  25,6  7  28,7  7  303 
*  =       3,6       3.6       3,6       3,6       3,6       3,6       3.6      3,6 

7  21.2  7  22,8  7  23,9  7  25,6  7  27.8  7  29,2  7  32,3  7  33,9 
t  =  7  24,6  7  26,2  7  27,6  7  29,0  7  31,0  7  32,6  7  35,9  7  37,2 

«-hx— Tss    -^     -3,4    -3,7    -3,5    -3,2    -3^3    -3,6  ^^ 

Strich  (3): 

hm         km         hm        hm         hm  hm 

(=7  36,1      7  37,5      7  40,7      7  41,9     7  44,1      7  45,7 
»=       3,6  3^  3j6  3,6      3^  3,6 

7  39,7     7  41,1      7  44,3      7  45,5     7  47,7      7  49.3 
T  =  7  41.9     7  43,4     7  46,8     7  48.0     7  49,8      7  51.4 

i+t-.x=    —2,2       —2.3       —2,5        -2,5       -S^l        -2,1 
Hiernach  Stand  der  Uhr  am  2.  Jali  Vormittags: 


Nach  Strich  (1)  .  .   .  .  —4,58  am  7.2  Uhr. 
•       (2).   .  .   .-3.43    -    7,5    - 
-       (3)  .  .   .   .  -2,28    -    7,7    - 

Die  Vergleichung  mit  der  Beobachtung  am  1.  JoH  Vormittags 
ergibt: 

Täglichen  Gang  nach  Strich  (I)  .  .  .   .  — OM 

-  -  -       (2) .   .   .  .  -0,08, 

-  -  -       (3).  .   .   .+0,04. 

m 

Das  Mittel  daraus  ist  =  — 0,04  oder  die  Ohr  ist  vom  1.  siim 
2.  Jttli  um  2}  Secunden  Torgeeilt 

Diese  BeobachtmigeD  worden  mit  einem  Taschencbronometer 
gemacht«  doch  hätte  auch  eine  gute  Cylinder-  oder  Ankemhr  hin- 
reichende Genanigkeit  gewährt 

Whr  wollen  nun  die  NachmittagsbeobachtQngen  so  redodren, 
als  wenn  die  Uhr  gar  nicht  vorgeeilt  wäre. 
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Beobachtung  am  1.  Juli. 

Strich  (1)  um  7,2  Vormittag    i  „ 

.       -     .    4,7  Nachmittag  (  Z«»«»*««^^«^»  =  «>»  Stuoden. 
Strich  (2)    -    7,4  Vormittag   1  _ 

-      -    4,5  Nachmittag!  "  -  9,1        - 

Strich  (3)    -    7,7  Vormittag    i  _ 

.      -    4,2  Nachmittag!  "  -8,5       - 

h  004  95  * 

Gang  der  Uhr  in  9,5  =  -  55!^^==:  -  0,02, 

.        .        .     .9,i^^0^M:=^0,02,. 

.       .       .     .8,5  =  ^?^^=-0,01. 

Wäre  daher  ^e  Uhr  nicht  vorgeellt,  so  hätte  sich  bei  den 
Nachmittagsbeobacntangen  der  Stand  derselben  gezeigt: 

Strich  (1)  .  .  -ijs.  Strich  (2)  .  .  —2,65,  Strich  (3)  .  .  —3,84. 
Bei  den  Vormittagsbeobachtangen  fanden  sich  die  Zahlen: 

—4,50,  —3,25,  —2,32. 

Die  Mittel  aas  den  Vor-  und  Nachmittagsbeobachtungen  sind: 

-3,03,  —3,00,  —3,08. 

Nimmt  man  endlich  noch  das  Mittel  ans  diesen  drei  Werthen, 
80  erhält  man  fOr  den  Stand  der  Uhr  am  1.  Juli  Vormittags  un 
7,4  Uhr  =^3,04». 

Die  Vergleichang  mit  den  obigen  Zahlen  zeigt  sogleich,  dass 
der  richtige  Strich  AB  (Taf.  III.  Fig.a)  zwischen  (2)  und  (3)  zu 
liegen  kommen  wird.  Um  seine  Lage  festzusetzen,  setzen  wir 
CD  =  a,  CA  =  X.    Nun  fand  sich: 

Stand  der  Uhr  nach  Strich  (2)  =:--.3,35,    daher  Fehler  =+0,31, 
(3)  =-2,32,        -  .      =—0,72. 

Wir  erhalten  daher  die  Proportion: 

0,31  —  (—0,72) :  a  =:  0,31 :  ;r, 

.=^-  =  0.301«. 

Hiernach  ist  die  Lage  des  Striches  zu  verbessern. 


15« 
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XXIII. 

Sammation  reciproker  Potenzreihen  mittelst  der  Formel 
1  1        P^ 

1«       JT(a  —  \)J 

0 
VOD 

Herrn  Doetor  Gu»iav  Ferdinand  Meyer 
in    Hannover, 


In  seiner  algebraischen  Analysis  —  Note  X»  Seite  433—447 
—  bat  mein  verehrter  Lebrer«  Herr  Professor  Stern  in  GOttingen, 
eine  Anzahl  interessanter  Sätze  über  gewisse  Doppelreihen  aaf- 
gestellt»    die    eine    Anwendung   der  so  wichtigen  Formel 

0 

gestatten.    Die  Sätze  selbst  sind  folgende  —  a.a.O.  S. 446— 447-: 

,,Wenn  man  die  Einheit  sowohl  als  Basis ,  wie  als  Exponent 
ausschliesst,  so  Ist  die  Summe  der 

1.  reciproken  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =:  1 , 

2.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =«, 

3.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  =i, 

4.  reciproken  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =:log2« 

5.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =  j, 

6.  reciproken  ungeraden  Potenzen  aller  geraden  Zahlen  =:log2— i, 

7.  reciproken  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  =1  —  log2, 
S.  reciproken  geraden  Potenzen  aller  angeraden  Zahlen  =  h 
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9.  reciprokeo  ungeraden    Potenzen    aller    ungeraden    Zahlen 
=  J-Iog2, 

10.  reeiproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4fi-t-3 

n      log  2 

""8  ""    2  ' 

11.  reeiproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4fi-f  3=i.log2» 

12.  reeiproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4it-t-l 

log  2       n 
=  » 2"-^^' 

13.  reeiproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n-f  l=i(l~log2), 

14.  reeiproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4it-|-2  s=  —f-» 

15.  reeiproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n-f  2  =  -g» 

16.  reeiproken  ungeraden  Potenzen  aller  Zahlen  4it=|log2— |, 

17.  reeiproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4n=i— oj.'* 


Des  Interesses  halber,  welehes  ohne  Zweifel  diesen  SXtzen 
an  sich  zukommt,  möge  es  mir  erlaubt  sein.  In  dem  Folgenden 
den  Beweis  derselben  auf  die  erwähnte  Weise  zu  liefern. 


Wenn  man  in  L  statt  i  zunächst  die  Zahlen  2,  3,  4,  5,.... 
setzt,  so  ergiebt  sich  offenbar: 

K 
1111  1  P^ 

0 

_        1  /*«  e-^x^^d. 

-JT(a-l)J  l^e-' 

0 

L_  r 

-  JT(a-l)y 


0 


e*-l 


Schreibt  man  nun  filr  a  ebenfalls  simmtliche  ganze  Zahlen 
von  2  an,  so  entspringt  weiter: 
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1) 

+ 

»00 

'b 
d.  h.  der  erste  der  zu  beweisenden  Sätze« 

Auf  dieselbe  Weise  wird  man  offenbar  auch  den  allgemeinen 
Satz  beweisen  können,  den  Stern  a.  a.  O.  S.434.  anführt«  Sub- 
stitnirt  man  nSmIich  in  I.  statt  s  die  W«rtfae  }?-fl>  f-f-^  p-f3^.., 
wo  p  eine  positiTe  Zahl  ausdrückt;  so  gewinnt  man  aus  1: 

_1_+_L_._1_. 

OH-l)«^  (|H-2)«+  (p+3)«+--  •• 


=/' 


i^  /*  ^««»-»Arc-CJ'+D'Cl  +  «-»+  e-««+ ....] 


n{a 

0 


L_  r 

-  n{a-\)J 


e*-l- 


Slitbin  wird 
1 


X  -J_  a. -i_  4.  _JL_  .        l  -   f"  er^'dxz=z\. 

■*"  (p+1)»  ■**  (p+2)«  +  {p+3)«  +    •  l       »^  ' 

Uer  zweite  der  oben  [erwähnten  Sitze  ergiebt  sieb,  indem 
man  in  K  ÜBr  a  die  geraden  Zablen  2,4...  wäblt    Man  eriiiltso: 

2»^3*^4«^'* 


0  0 

/»»  /»OD 
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Werden  dagegen  in  K  flir  a  die  ungeraden  Sbiblen  3,6,.... 
genommen,  so  kommt: 

!2»'*"P^*4»  ■'■••••  j 
111  (  __  p^  er-^dx    g^  +  e"*^2 

+ ) 
=  \J       e-'dx  -  ij       tr—dx-  \, 

\  o  0 

ein  Resoltat,  das  sofort  durch  SnbtractioD  der  beiden  ersten  SXtie 
erbeilt. 

Non  setze  man  in  I.  ffir  t  alie  geraden  Zahlen.    Dadurch  wird: 

I». 

i  X  i  j.  ix  1        p  *r-**.a— t«to_      1        P  i'xß^dx 

2. +  4« +  6»+ n(a-l)J      ~l-e-*»    ~n(a-l)J      e**-!' 

o  o 

folglich  (Ür  c(=:2,  3.  4, ....: 
/  i+i+l+        1 

O  0  0 

*)  Hier  Ut  offenbar  od  — aD==e,   indem  2= lg««,   also 

a?-Ig(^'+l)  =  lg;^  =  -  Ig(«-'  +  l) 
i«t,  dieser  Aoedrack  aber  ffir  ^r=aD  den  Werth  0  giebt. 

/OD     fix 
— p-nnlerder 

/OD    fix 
o  ■ 

/»  e-*dx_     f9  d(l+e-*} 
Heetitch  iet 
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Nimmt  man  aber  asS^  4,  6,./..,    so  folgt  aus  R: 

5) 
2i  +  42  +  p+—  i 


O  0 

+ J 

Uie  Werthe  a  —  Z,  6,  7«....  hingegen  liefern  die  Beziehong: 

6) 


2i+4»  +  6»'*"" 
1.1.1 


+  25  +  P  +  5S+      •  l~^       '**-* 


/ 


•     dx      e*+e-*—2 


=*/    ^+T-t/     ^mT=*/     ii+T-*/     ^<l-?+i)*- 

0  0  0  0 

o  o 

was  offenbar  sogleich  durch  Subtraction  der  Sätze  4)  und  5)  ge- 
wonnen werden  kann. 

Dm  den  7ten  der  obigen  Sätze  zu  erlangen,  wollen  wir 
in  I.  statt  s  zuTorderst  alle  ungeraden  Zahlen  setzen.  Hierdardi 
gewinnen  wir  die  Gleichung: 


111  1         p^     «-»* 

0 


o 

Hieraus  aber  fliesst,  wenn  man  a  =  2,  3»  4,....  schreibt: 

7)  {      .i.l.  i   . 

•^  3*     6»^  7'      "" 


+ 


/OD    ß—xj^ 
-5j^ . (e'-l)  =  [-e-+lga+e-')]o.«  =  J  - Ig2. 
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Natflrlich  kann  dieses  Resultat  unmittelbar  aus  1)  and  4)  abgele- 
sen werden.. 

Weiter  erhält  man  ans  der  Formel  l*'. : 


8) 


O  0 

Endlich  giebt  die  Gleichung  K  Tfir   a  =  3,  5,  7,....: 

38  +  5S+7S  +  ""    I 

111  l    -.  /*  *  e-'da:   e'+e-'- 


=  V       iMT-y        lHT=y       ^mT-*/       '^^^' 


o 
Aber 


^jqrr=  -  e-  +  log(l  +6-')  +const. 

und 

— i/c-^*«r=ir-«'+const., 

sonach : 

O  0 

ein  Ergebnisse    das  schon  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Glei- 
chungen 7)  und  8)  zu  erkennen  ist. 

Wenn  wir  jetzt  in  I.  statt  i  alle  Zahlen  von  der  Form  4n-f-3 
substitairen ,  so  bekommen  wir  zunächst  die  Beziehung: 
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K 

111  1  /**  «-' 


_        1  P*  ^a^^dx 

-n(a-Dj  ««»-l   ' 

o 

Sonach  wird: 

10) 

111  f  __  P^  e'dx     e*  +  g"*-2 


o  o 

^   C  dx        ,  /»  e-«*<te      ,  /» rf(l-e-»»)    ,,  .,        -  , .       , 


Nun  ist  aber: 


und 

—  *  /  rr^ = ^  iarctg«* — g.  arctg  (ie*)  +  coiiat , 

j        I ^ 

d.  g.  wegen    arctg«!  =  g^.  log  j^ : 

y  j£"-ri=  —  ta'ctge»  +  *iog|^  +  conat. 
Daber 

—^^    -I- conat 


l*f  e* 

=  i  arctg  e»  +  i  log  — jj-  +  conat. , 


und  aomit: 
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1            1         /•*  M7 

miUelsi  der  Formel  -==r; 7r  /     e-^^a^-^dx,         ^ 

,  P^     dm  P^   e*dx       n     log2 

.   o  0 

Ferner  folgt  aus  K: 

11) 

111  l— /**  j?!^  f!n£l!— i /**-£IÜ^ 

+  3i  +  74  +  Tl4+ —  (""o/      «*'-i*      2     "-*/      c-«»+i 

+ / 

Indem  man  in  I.  statt  s  alle  Zahlen  der  Form  4n  -f  1  setst, 
gewinnt  man: 


111  1  /•*  «— *» 

L_  r 

-  n{a-l)J 


«**— 1 
o 
Demnach  ist: 

12) 

P  +  P  +  IP  +  -—  j 
111  \_^  p*er*dx   e*-fg— -2 


+ 


1    1     1         U/**f=!^. 


o  o 

Weil  aber 


4-  const. 


♦)  Dasa  arctg(«)  — arctg(l)=^— ^  l«t,    ergiebt  sich  sofort  ans 

der  Formel  

arctgs  =  arctg  s  ±  /tt  , 

ia  weldier  arctg  s  deo  kleinolen  Werth  der  irieldeatigen  FanciioB  arctg  s 
und  /  jede  ganze  Zahl  beceichnet. 
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und 

80  entspringt  mit  Rflcksicht  auf  die  Betrachtungen  unter  10): 

V   «*'-l    J  «*'-! 
=  i«-**  +ilog(l  -e-a*)-c-*— ilog  J^-iarctg«'  +  eonsl.. 
folglich  nach  einigen  leichten  Rechnungen: 
4/   ^nri-J  ^4^-I  =  i^*'-e-'-4arctge'  +  iIog(l+e-') 

•f  CODSt 

Und  sonach  wird: 

o  0 

Wählt  man  fOr  a  alle  geraden  Zahlen  ^  so  fliesst  aus  K: 

13) 

5«  +  9i  +  Jp+-    i 

1       1        1  y_/**c-*cfct   e»-«-»         p'»  t-^dx 

+  5*+95  +  13i+"    ("V       «^-*'       2       -V        ^'hT 

0  0  o 

Für  f  m5gen  jetzt  Zahlen  von  der  Form  4it-|-2  gewählt  wer- 
den.   Unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  vorerst: 


o 

_        1  p^  e^x^^dx 

0 

Schreibt  man  nun  fClr  a  die  ungeraden  Zahlen  3,  5,  7, ....,   so 
erhält 
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mitlem  der  Formel  i  =^j-/"e--^-irfx.         ^29 


»•""/r(ii-i)« 

14) 


2a  +  6»"''10»"'""' 


111  {       P^  e'^dx   g*  +  g-*— 2 

+  2ft  +  6»  +  IÖ«+- (     '^       e**— r  2 


Nan  ist 


^    Pe*dx         p  e^dx       ,,     1 -e*      ,,     l-e«*  . 


also 


o  o 

Die  Voranssetzaiig  a=2,  4,  6,....  hingegen  giebt: 

15) 

2«  +  8«  +  10«+'  •  i 

1       1        1  V  —    /*  *  c'^ffcr     g«— e-*  _  ,  /*  *    c*<fa: 


=  [i8rctge*]o,o6=8- 


Endlich  giebt  die  Formel  I.  för  5=r4,  8, ....  4n, .... : 

1«. 

1  .l.JL.  1       r«.!^     «-** 

4.  +  8«+12a  + n{a-l)J  *      '^'l—e-to 

-  n(a~l)J       €*'-!' 

O 

Hieraas  folgen  dann  wieder  zwei  Sätze,  jenachdem  fdr  a  die  un- 
geraden oder  die  geraden  Zahlen  genommen  werden.  Für  jene 
bekommt  man : 
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.16) 

48  +  g8  +  i2»  +  -  •  i 

111  f       /^°^     dx      g^+g"^— 2 


•    e-^d^ 


U  O 

Da  aber  die  Beziehung  gilt:    . 

und 

so  erhalten  wir: 

/e'-'dx       P  e-^*dw  1— c« 

fcl  -y  rri=4?= i«-'  +  iiog jq:^-4iog(e-*'-i)+coDst 

e-**  —  1 
=  ie-'  +  ilog  (^x.|.i)«  —  4log(«~*'  -  1)  +  const 

=  ie-*  —  ilog(I  +  r-*)  —  ilog(l  +  «-«')  +  const 
Mithin 

o  u 

Ffir  a=:2.  4,  6,....  dagegen  flieset  aus  U.s 

17) 

4«Tga-r  j2aT""  J 

111  >—  /**     ctr       c*--c-»_      /»*  g-»d:a: 

+  P  + 85  + 125+  ••("-{        e««-I-        2        "V        «**  + » 

+  .   .      • ' 

:=ij       er-'dx-^ij       ^äFipj  =  [-46-»— 4arctg«']„,  Qo=i— g-. 


Wie  schon  aas  einer  nur  oberflächlichen  Betrachtang  sich  ergiebt,  so  bie- 
ten die  in  dem  Vorstehenden  bewiesenen  S&tze  noch  manche  interessanten  Be- 
snltate  dar.  So  folgt  z.  B.  sofort,  dass  die  Summe  der  redproken  angeraden 
Potenzen  aller  ganzen  Zahlen  gleich  ist  der  Somme  der  redproken  geradoi 
Potenzen  aller  angeraden  Zahlen  (3)  and  8)),  dass  ferner  die  Somme  der  red- 
proken geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4it-f'8  der  Summe  der  redproken  im- 
geraden  Potenzen  aller  Zahlen  4ii-|-8  gleich  ist  (11)  and  14)}.  fibenfe^ersiehi 
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man,  dass  die  Summe  der  reciproken  Potenzen  aller  ungeraden  Zahlen  das 
Vierfache  yon  der  Summe  der  redproken  geraden  Potenzen  aller  Zahlen  A^n-^-l 
beträgt  (7)  und  13)).    TT.  8.  w. 

Das  in  dem  Vorhergehenden  gezeigte  Verfahren  könnten  wir  nun  noch 
zur  Herleitnng  anderer  Sätze,  welche  Stern  an  demselben  Orte  aufgestellt  hat, 
benutzen.  Indessen  machten  wir  doch  durch  derartige  Betrachtungen  die  Qeduld 
der  geehrten  Leser  gar  zu  sehr  auf  die  Probe  stellen,  und  erlauben  uns  daher 
nur  nodi,  die  schönen  Entwickelnngen  Stern' s  sehr  zur  gefälligen  Kcnntniss- 
nahme  za  empfehlen. 


XXIV. 

Neue  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichungen. 

Von 
Herrn  Doctor   Ludwig  Matihieseen 

in   JeTcr. 


Gegeben  sei  die  Gleichnng 

a:*  +  cu:»  +  bx^  +  ex  +  i/=0. 
Nehnieii  wir  an,  es  sei  der  Aasdrnck  x^+  (ia-f  t))^:-!-.^  «in  tri- 
nomischer  Factor  der  Function  von  x^  so  erhält  man  durch  Divi- 
sion derselben  den  anderen  trinomischen  Factor 

x^  +  (ia-r)x+  (r«-y-[^-6]) 

und  einen  Rest  von  der  Form  px-i-q,   nämlich: 

{— „•— 4a©H(^  — ft)t>+V  +  l(a**— 4a6  +  8c)|:r 

Setzt  man  jene  trinomischen  Factoren  einzeln  gleich  Null^   also: 
a^^  +  (ia  +  v)x  +  y  =  0,  (1) 

^*+(ia-r):r  +  (Da-»-[j-6])  =  0,  (2) 

so  muss  auch  jener  Rest  gleich  Null  sein ;  da  aber  die  Ausdrucke 
zwei  wilikfihrliche  Grössen  y  und  v  enthalten,  so  kann  man  diese 
mittelst  der  Annahme  /?  =  0  und  9  s  0  bestimmen ;  also : 

--.„•_ja„«+^^^6^„+2yr  +  i(a»~4fl6  +  8c)=0,    (3) 
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-!^p*  +  y*+(^-6)y  +  rf=0.  (4) 

Multiplicirt  man  (3)  mit  y,  (4)  mit  v,  so  ist  die  Differenz: 

-  iflV»«  +  y«r +|(a«— 4afi+8c)y — dp  =  0. 
Multiplicirt  man  noch  (4)  mit  ^a  und  subtrahirt  das  Product  vod 
der  Differenz,  so  erhält  man: 

(r-4«)(y*-rf)  +  cif  =  0  oder  ^=3f-^.         (5) 

Aus  (4)  folgt  aachc 

aus  (3): 

aus  (4): 

oder 

(8) 

{y-i(^a«Q^-.6])}«c=J(r«-[^-6])«-d=i(r«-4i£). 

Verbindet  man  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  mit  einander, 
indem  man  das  Quadrat  von  (7)  dem  Tierfachen  Prodocte  ?on  (6) 
und  (8)  gleichsetzt,  so  erh&lt  man: 

(4az-.c)«  =  (*«-4rf).(2  +  Q*~6]) 
oder 

t»—6z«  +  (oc— 4rf)2  —  (a«d  +  c>— 46d)  =  0.  (9) 

Substituirt  man  (fir  t  wieder  den  froheren  Werth  y  -|-  - ,  so  re- 
sultirt  hieraus  die  reciproke  Gleichung: 

»•— *y*+  (««— <')y*  —  (o*d+  c«— 2Äd)y» 

+  d(ac^d)y*  —  biPy  +  d»  =  0,  (10) 

welche  zu  Warzeln  hat  folgende  sechs  Werthe: 

d       d       d 

yo.  ifi,  y,   -.    -.   -• 

Aus  der  Gleichung  (l)  geht  ferner  hervor,  dass  y^  das  Prodoct 
zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  ist,  mithin  im  Allge- 
meinen : 
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d 

d 
y%  =  ^ii^t>   rr  =  *!'»«• 

7S 


Die  Warzelo  sind  alsdann: 

"^^*V^y^'  "'-*^^,;2'  "•"-vi^y^' 

jenacadem    . 

yorvya  -f  (yo + yi  +  ya)<^  t^^üj 
V"yoyiy2<^ 

«der 

^,=±^^^^-.  ^,=+^S^.  ^.=±v^^, 

»oyiy«  '     -     yo  yi 


jenachdem 

yoyiya+(yo+yH-y8)^_y  g 

Cm  das  Vorhergehende  an  einen»  Beispiele  zu  erläatern,  sei 

a:«— 8a;»+T4;r«  +  4ar— 8  =  0- 

Wc  Resotveote  ist  i»— 14t»+48  =  0;    man  findet  hieraus  Zo'=,% 
Zi  and  2,=:04:^V5. 

lEa  folgt  nun  weiter  aus  (10) : 

£  =  -»; 

y,  =(H-V3)(3  +  V5),    ^=:(1-V3)(3-VÖ); 

Vi 

y,  =  (l-.V3)(3+V5),    ~  =  (1  +  V3)(3-V5). 
Da  Bon 

Mü^LH^^^ty^^ 

=s  —  8, 
so  ist: 

aro=3+V5,    ari=3-V5,    j:a=l  +  V3,    a?8  =  l— V3. 


Thcil  XLI.  16 
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Note  über  lineare  Differentialgleichongen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

ProfeMor  am  k.  k.  polytechnUchen  IntÜtate  in  Wien. 


Wiederholt  habe  ich  über  die  Integration  linearer  Differeii- 
tialglelchuogen  der  Formen: 

y«)  =  o^iAxy"  +  Bxy'  +  Cy), 


geschrieben.  Anf  ganz  ähnliche  Art»  als  sich  diese  Gleichongeo 
behandeln  lassen,  lassen  sich  aach  Differentialgleichungen  der 
folgenden  Formen: 


behandeln,  nnd  diess  soll  hier  in  einem  speciellen  Falle  geseigt 
werden.    Betrachtet  man  nSmlich  die  Differentialgleichang : 

deren  Integrale  abhängig  gemacht  werden  soll  Ton  dem  Int^^ale 
der  Differentialgleichang 

Jar2(«)=:ar«2,  (2) 

and  zwar  anf  nachstehende  Weise: 

y=y   "*  ^{ux)rdu,  (3) 

vorausgesetzt,  dass 

2  =  *(^)  (4) 

das  Integral  der  Gleichung  (2)  ist  (welche  sich  einfacher  auch  so 
schreiben  lässt:  ^z(«*)  =  ar">->z),  V  eine  Function  von  u  und  tC|, 
»2  constante  Zahlen  bezeichnen. 
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Um  diess  zu  beweisen »  fahre  ich  das  in  (3)  stehende  y  in  die 
Gleichung  (1)  ein,  und  erhalte  dann : 

(5) 
y   "*  F[ilrK»if;<")(tu?)+  ÄM"-it}i(«-i)(ica:)  —  a:«if;(iur)]rfti  =  0. 

Nun  ist  vermöge  der  Gleichung  (2): 

^ua«^(«)  (tfcr)  =  t«"*«*"i/;(iia?), 

und  bestimmt  man  hieraus  x^f^{ux)  und  fährt  den  gefundenen 
Wertb  in  (5)  ein,  so  erhält  man: 

(8) 
y    "*  F[^jr(ii«— i«i-«)^W(ia:)  +  i?tii-i'^(«-i)(aa:)]dt«  =  0.    . 

Es  ist  aber: 

Ax  f"^  F(ii"— ii*-'«)'*(»)(t«?)dt«  =  ^|F(u»— t|i-«)if;(»"i)(t«?)r 
t/  »1 

—  ^ y^"*  *('-i)(aa:)^[F(ii,— ti»-«)]dtt, 
«1 
und  daher  gestattet  die  Gleichung  (6)  auch  folgende  Schreibweise: 

(7) 


A  \  F(u»  —  i«i— )  ^(«-1)  {ux)  \^ 


+  /*"*  ^<»-*)(t«:){Äu»-iF-^  J^[F(u»— tt»-«)]ldtt=0, 

und  dieser  Gleichung  genfigt  man,   wenn  man  F  so  w&hlt,   dass 

i?M«-i  F  =  ^  ^Vi^vF^  tt^-«)]  (8) 

wird,  und  tt|,  %  so,  dass 

F(l«"  -  «!-«•)  ^("-*)(iw:)  =0  (9) 

ist    Aus  (8)  folgt: 

V      (J?.-^ii)tf"H-»-i~^(m— 1) 

F  ""  24(11«+«— 1«) 

oder  anders  geschrieben:  * 

F  *"     tt     +  21(11»»+"-»  — 1) 

folglich  ist: 
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B 

V  =  tt"»-i  (1  -  i4«+«-i)^(«+«-i)"  (10) 

und 

tf;(tia?)  ti"»-*  (1  —  tc"H-«»-i)^(»»+»-i)      ib 

das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung,    Die  Integrationsgrenzen 
ergeben  sieb  aus  der  Gleicbung 

B 
(1  _  |fm4^-l)^(m^fi-l)  ^C«-l)  (ux)  =  0. 

Beispiel.    Sei 

so  hat  man  die  Differentialgleichung: 

Ist  nun 
so  ist: 


y^=^  I       uh^{ux)du. 


«1 
Diess  ISsst  sich  einfacher  darstellen,  denn  man  hat: 

^x'^^iux)  =  ^(ux), 
folglich  ist: 

Uij  «a  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

(1  — tt»)t/;"(iu:)=0. 
Aus  dieser  Gleichung  folgen  fSr  «  ffinf  Werthe^  nämlich  die  fünf 
Wurzeln  der  Einheit.    Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  auch 

y^    x^ 
ein  Integral  der  DWei^ntialgleichung 

sei.     Denn  aus  obigem  y  folgt: 

,        X7\1^{X)^^''{X)         X^'^JX)  -  ^H>''(X) 
»=  ^  =  ^4 » 

„     — 4^»ij;(j?)  -f  a;^t/(a:)  +  I2»^V) 
2^  =  -^  » 

S'   = -^ ; 

und  diese  machen,    in  die  vorgele<;te  Gleichung  eitigelulirtj  m'Ü!^ 
zu  einer  identischen. 
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XXVI. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Ueber   eine  elementare  geometrische   Aufgabe. 
Von  dem   Heraosgeber. 
Vor  Kurzem  hatte  ich  Veranlassung^  mich  einige  Augenblicke 
mit  der  folgenden  leichten  geometrischen  Aufgabe  zu  beschäftigen : 

Ein  gleichschenkliges  Dreieck  soll  construirt  und 
berechnet  werden  aus  der  auf  einer  der  beiden  glei- 
chen Seiten  senkrecht  stehenden  Hohe  h  und  aus  der 
Geraden  m,  welche  den  Halbirungspunkt  derselben 
Seite  mit  der  Gegenecke  verbindet. 

Die  mir  yorliegenden  geometrischen  und  trigonometrischen  Auf- 
lüsangen  waren  zum  Erschrecken  weitläufig  und  brachten 
Transversalen  nebst  den  Verhältnissen  der  Abschnitte  derselben, 
merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks  und,  Gott  weiss,  was  sonst  noch 
für  Spitzfindigkeiten  der  neueren  Geometrie,  ferner  bei  der  trigo- 
nometrischen Auflösung  den  berühmten  Tangentensatz  und  viele 
sinnreiche  Combinationen  von  Dreiecken  in  Anwendung.  Ich  dachte 
im  Stillen  an  die  alte  Phrase:  dass  doch  so  viele  Menschen  vor 
den  Bäumen  den  Wald  nicht  sehen,  und  loste  die  Aufgabe  auf 
folgende  Art,  was  vielleicht  auch  schon  anderwärts  geschehen 
ist,  worauf  es  jetzt  nicht  ankommen  kann. 

Es  sei  ABC  in  Taf  III.  Fig.  8.  das  gesuchte  Dreieck  mit  den 
&;leichen  Seiten  AC  und  BC,  E  der  Mittelpunkt  von  ACs  BD 
die  von  B  auf  2IC gefällte  Senkrechte,  also  BD=zh  und  BE=m 
gegeben.  Fällt  man  von  iE  auf  BC  die  Senkrechte  EF,  so  sind 
die  Dreiecke  ECF  und  BCD  offenbar  einander  ähnlich,  also: 
EF:BZ>=CE:BC=  1:2,  folglich  EF  =  JÄZ)  =  iÄ ,  worin  die 
ganze  Weisheit  besteht. 

Dm  nun  die  Aufgabe  durch  Construction  zu  losen,  ziehe 
man,  wie  Taf.  III.  Fig.  9.  zeigt,  eine  Gerade  BE^im,  beschreibe 
über  derselben  als  Durchmesser  einen  Kreis,  trage  in  denselben 
BDzzih  und  EF  =  ih  als  Sehnen  ein,  ziehe  DE  und  BF,  bis 
diese  Linien  sich  in  C  schneiden,  mache  CA  =  CB  und  ziehe 
AB,  so  Ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Beweis  und  Determination  ergeben  sich  von  selbst  Auch  auf 
die  Betrachtung  einzelner  Fälle  lasse  ich  mich  bei  solchen  Dingen 
hier  naturlich  gar  nicht  weiter  ein. 


Digitized  by 


Google 


238  Ulisceilen. 

Zur  trigooometriscben  Losung  bezeichne  man  den  Win- 
kel BED  durch  9,  den  Winkel  ACB  au  der  Spitze  des  zu  be- 
stimmenden gleichschenkligen  Dreiecks  durch  if^,  so  ist: 
Ä         .   ,  ^       h 

und  die  buchst  einfachen  Formeln,  in  denen  die  ganze  AuflosuDg 
enthalten  ist,  sind  also: 

sin9=:-  ,     sin(9>  — if;)=:fsin9; 

wodurch    man    t/;    findet.     Bezeichnet  man   die   beiden   gleichen 
Schenkel  durch  or,  die  Grundlinie  durch  yi   so  ist: 

sint/;'    ^  *^       cos^tf; 

Setzen  wir,  um  einen  besonderen  Fall  zu  betrachten,  A=35 
und  m  =  48,  so  erhält  die  sehr  einfache  Rechnung  die  folgende 
Form,  wobei  ich  mich  der  trefflichen  fünfstelligen  Tafeln  von 
Hoüel^)  bediene,  die  namentlich  auch  Schulen  nicht  dringend 
genug,  und  weit  mehr  als  alle  sonst  noch  bis  jetzt  erschieneoeo 
fünfstelligen  Tafeln,  empfohlen  werden  können: 

logA  =  1,54407 

logm  =  1,68124 

logsin  9  =  9,86283 

log  2  =  0,30103  q>  =  46«.  49' 

log8in(9-T/;)  =  9,56180  9—1»;  =  21  .23 

log  sin  t/;  r=  9,63292  1/1  =  25  .26 

logcos^tf;  =  9,98921  fif;  =  12  .43 

loga;==  1,91115  a;  =  81,50— 

\o^y  ==  1,55486  y  =  35,88  + 

Ich  habe  absichtlich  nur  bis  auf  Minuten  und  ohne  Proportio- 
naitheile  gerechnet.  Man  rechnet  mit  den  schönen  Tafeln  von 
Hoüel  innerhalb  des  ihnen  angewiesenen  Kreises  der  Genauig- 
keit mit  sehr  grosser  Sicherheit,  und  muss  nur  auch  stets  die 
Rechnungen  auf  eine  zweckmässige  Weise,  indem  man  möglichst 
wenig  schreibt,  anordnen,  worauf  namentlich  auch  bei  dem  Unter- 
richte auf  Schulen  weit  mehr  Rucksicht  und  Bedacht  genommen 
werden  sollte ;  thäten  die  Lehrer  dies,  dann  würde  man  von  prak- 
tischen und  technischen  Behörden  nicht  so  oft  die  Klage  horeo, 
dass  die  bei  ihnen  eintretenden  Zöglinge  nicht  rechnen  können. 

*)  Tables  iteliOgarithmea&cincj  d^ciinRle«.    Por  J.  Hoöcl 
Paris.  1858.     8''. 
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Endlich   wird  man  algebraisch  die  Aufgabe   aaf  folgende 
Art  losen.    Es  ist: 

CFiCD=CEiBC=\:% 

also  CDzs2,  CF;  aber,  wenn  wir  der  KOrze  wegen  ^=2tc  setzen: 

CD=^  CE  +  Z>iS  =  tt+t\^m«  — A*, 


folglich  nach  dem  Vorhergebenden: 

u  +  V^m«— A«  =  4i«  -  2  V  m»—  iA«, 
woraus : 

3ti  =  V";;?^Ä«  +  2Vm«-JA». 
oder: 

3ii=:  V(m-A)(m  +  Ä)  +  2V(m-iÄ)(m  +  iÄ), 
nach  welcher,   freilich  zur  bequemen   logarithmischen  Rechnung 
Dicht  sehr  geeigneten  Formel  man  auf  folgende  Art  rechnet,  wenn  der 
Kurze  wegen: 


r  =  V(fM-A)(»H-Ä). 

v>  =  2Vl 

m-4A)(m  +  iÄ); 

also: 

3u  = 

=  e  +  tc 

gesetzt  wird: 

m  =  48.0 

A  =  35,0 

\h  =  17,6 

iii-A  =  I3,0 

in 

»-4As=30,5 

m  +  A  =  83,0 

m4-iA  =  66,5 

log(m--A)  =  1,11394 

log(»i 

i-iA)  =:  1,48430 

iog(m-fA)=:  1,91908 

log(ni 

■f  iA)  =  1,81624 

3,03302 

3,30054 

logt»  =  1,51661 

1,65027 
log  2  =r  0,30103 

• 

logto  =  1,95130 

V  = 

32.85 

«0  = 

89,39 

3»  = 

122,24 

6tt  = 

244,48 

X=: 

81,49-1- 

also  sehr  nahe  ganz  wie  oben,  wo  a:  =  81,50 —  gefunden  wurde, 
wobei  man  nur  nicht  zu  fibersehen  hat,  dass  die  Rechnung,  wie 
schon  bemerkt,  ohne  alle  Proportionaltheile  oder  Differenzen  ge- 
ehrt worden  ist  Die  Bequemlichkeit  und  Genauigkeit  der  aus- 
gezeichneten Tafeln  yon  Hofiel  hat  sich  mir  bei  allen  Rechnungen, 
wo  ich  sie  gebraucht  habe,  bewfthrt,  und  ich  kann  dieselben  da- 
her nur  19  jeder  Weise  nochmals  empfehlen. 

Wie  man  algebraisch  y  findet,  ist  klar,  well 
i4D  =  tt-Vm*~Ä«=ii--r,    also   y=VÄH(tt-»)« 
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UL    Weil  in  dem  obigen  besonderen  Falle 

A  =  35;    u  =  40,75;    ©==32,86;    M-t»  =  7,9 

ist;    80  ist:  ^ 

y  =  Vl287,41  =  35,88 
wieder  ganz  wie.  oben. 

Solche  ganz  elementare  Mittbeilungen  wie  die  vorsteheode 
entspringen  bloss  dem  mir  eigenen  lebhaften  p&dagogischen  uod 
didaktischen  Interesse,  sind  abec  den  Zwecken  des  Archivs  k«< 
neswegs  entgegen  und  sollen  daher  künftig  noch  öfter  als  bisher 
einen  Platz  nnden»  wenn  sich  irgend  Gelegenheit  dazu  darbietet. 

Ich  wfinschte  durch  das  Obige  zugleich  bei  Gelegenheit  einer 
ganz  elementaren  Aufgabe  namentlich  auch  den  höheren  Schul- 
aiistalten  die  trefflichen  fünfstelligen  Tafeln  von  Hoüel,  die  eine 
Verpflanzung  auf  deutschen  Boden  sehr  verdienten,  von  Neuem 
in  Erinnerung  zu  bringen  und  dring^end  zu  empteMeo. 


Für  die  Besitzer  der  drei  ersten  Stereotyp  *  Ausgaben 

von  SohrSB's  siebenstelUgen  Logartthmei. 

Nachstehend  verzeichnete  Fehler  sind  bis  jetzt  in  Schrons 
siebenstelligen  Logarithmen  aufgefunden  und  in  der  so 
eben  erschienenen  vierten  Stereotyp- Ausgabe  berichtigt,  worden. 

I.  In  der  ersten  Ausgabe  (in  der  zweiten  ujod  dritten  bereits 
berichtigt) : 

1)  Taf.  I.  Seite  29.  Fus^tafel,  Spalte  "^ ' ",  Z.  I.  statt  3.35.40  lies: 

0.35.40. 
174.  Fusstafei,  Spalte  <> '  ^  Z.  1.  statt  1.15.40  lies: 

0.15.40. 
174.  Fusstafel,  Spalte  <»'  ^  Z.3.  statt  0.36.40  lies: 

2.36.40. 
324.  Differ.  zwisch.  Iog.siii.2006'30'  und  40^  statt 

675  lies :    575. 
136.  log. 75000  statt  8750613  lies:    8750613. 

Im  Texte.    In  der  Einleitung  zu  Taf.  1.  IL 

a)  S.  8.  linke  Spalte,  §.  50.,  Z.  2.  statt  0,334238  lies:  ,0334238. 

b)  S.  13.  rechte  Spalte,  §.  77.  4.,  Z.  4.  statt  D:=zD±l  lies: 

II.  In  der  zweiten  Ausgabe  (in  der  dritten  bereits  berichtigt) : 

6)  Taf.  I.  Seite  9.  unter  PP.  zu  366.  Z.  8.  statt  222,8 fies:  292,8. 
In  der  ersten  und  in  der  ungarischen  Aas- 
gabe befindet  sich  die  richtige  Zahl  292,jB. 

IIL    in  den  ersten  drei  Ausgaben; 

7)  Taf.  III.  Seite  76.  leg.  nat.  1,0009  statt  0,00089  M95»  43836  0 
Hes:   0,00089  95952  426361. 

8)  „  II.  „  236.  Differ.  zwisch.  Iogtafig5029' 10^  uad  20*  statt 
2112  lies:   2212. 


2) 

«    1. 

3) 

„    1. 

4) 

„  u. 

5) 

„    1 
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Wichtiger  allgemeiner  Satz  von  den  Flächen. 

Von 
dem  Herausgeber. 


§.1. 

Id  der  Abhandlung  Tbl.  XL.  Nr.  XXL  habe  ich  S.  313.  ge- 
sagt, dass  ich  auf  das  dort  ffir  das  Ellipsoid  bewiesene  Theorem 
von  den  arithmetischen  Mitteln  der  reciproken  Krümmungshalb- 
messer und  der  Krümmungshalbmesser  der  Normalscbnitte  spä- 
terhin in  allgemeinerer  Beziehung  zurückkommen  und  namentlich 
untersuchen  würde ,  in  wie  fern  dieses  Theorem,  welches  ich  in 
mehrfacher  Rücksicht  für  wichtig  und  merkwürdig  halte,  einer 
Verallgemeinerung  und  Erweiterung  auf  Flächen  überhaupt  fähig 
sei.  Dieses  Versprechen  zu  erfüllen,  ist  die  Bestimmung  der 
vorliegenden  Abhandlung.  Ich  konnte  mich  dabei  unmittelbar  an 
die  in  meiner  Abhandlung  über  die  „Allgemeine  Theorie  der 
Krümmung  der  Flächen"  in  Tbl.  XXVIII.  Nr.  VIII.  gegebe- 
nen allgemeinen  Ausdrücke  für  den  Krümmungskreis  eines  belie- 
bigen Normalschnitts  einer  Fläche  anschliessen,  halte  es  aber,  um 
die  vorliegende  Abhandlung  möglichst  selbstständig  für  sich  und  durch 
sich  selbst  Terständlich  zu  machen^  für  besser  und  auch  dem  Zwecke 
des  Archivs  entsprechend,  hier  nicht  bloss  auf  jene  Abhandlung 
zu  verweisen,  sondern  einige  der  dort  gegebenen  Entwickelungen, 
80  weit  sie  hier  Anwendung  finden,  kurz  zu  wiederholen,  wodurch 
kein  grosser  Raum  in  Anspruch  genommen  werden  wird. 


§.2. 

Indem  wir  Immer  bloss  ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem 
zu  Grande  legen  und  die  veränderlichen  oder  laufenden  Goordina- 
ten  stets  durch  r,  9,  ?  bezeichnen,  sei 

TheU  XLI.  17 
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1) /(r,f^,?)=:0 

im  Allgemeinen  die  Gleicbnng  der  gegebenen  Flfiche. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  dieser  FiScbe  sei  (^:). 
so  dass  also  auch 

2) A^,»,*)  =  o 

ist;  wenn  aber  f{Xy  y,  i)  im  Allgemeinen  bloss  als  eine  Functioo 
dreier  yeränderlicher  Grossen  betrachtet  wird,  soll  im  Folgenden 

3) u  =  f{x,y,i) 

gesetzt  werden,  wobei  wir  noch  besonders  bemerken,  dass  alle 
später  bin  vorkommende  Differentialqootienten  partielle  Differen- 
tialquotienten sind. 

Die  Gleichung  der  Berübrungsebene  der  FiSche  im  Punkte 
{xyz)  ist  nach  den  allgemeinen  Lebren  der  analytischen  Geome- 
trie (Tbl.  XXX,  S.  425.  Nr.  61)): 

Die  Gleichung  einer  beliebigen  durch  den  Punkt  {xyz)  geleg- 
ten Ebene  sei: 

6) ^(jr-:r)  +  Ä(t^-y)  +  C(f-2)  =  0. 

Dann  sind  die  Gleichungen  der  Berührenden  der  Carve,  in 
welcher  die  Fläche  von  dieser  Ebene  geschnitten  wird,  in  dero 
Punkte  {xyz)  dieset  Curve : 

/  A{t^x)  +  Ä(t^-y)  +  Cö-t)  =0, 

(g-(r-a;)  +  ^(i;--y)+^ft-.i)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  wenn  G  einen  gewis* 
sen  Factor  bezeichnet: 

7) \^-y^OiC%-^^)> 

also  sind: 
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'">•••         du      f^du-    hl       .9u-  .du        du 
^&""*^%    ^Si-^5i     %-^^ 

die  Gleichungeo  der  in  Rede  stehenden  Berührenden,  wobei  v«ir 
bemerken«  dass  wir  die  Curve»  in  welcher  die  Fläche  von  der 
durch  die  Gleichung  5)  charakterisirten  Ebene  geschnitten  wird, 
im  Folgenden  der  Kürze  wegen  überhaupt  den  Schnitt  nennen  wollen. 
Ist  nun: 

9)....     il'(r-a:)  +  B'(t^-y)+C'ö-z)  =  0 

die  Gleichung  der  Norroalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyz)^ 
welche  also  auf  der  durch  die  Gleichungen  8)  charakterisirten  Be- 
rührenden des  Schnitts  senkrecht  steht;  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  be- 
zeichnet : 

und  folglich  nach  9): 

die  Gleichung  der  Normalebene  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyi). 

Also  sind: 

12) 

die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  dem  Punkte  (xyz)» 
und  folglich,  wenn  G"  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

13,     ^n-!,=  G''lCiBp^-C^-AiA^-BpJU 

i-z  =  G''{A{C^-A^)-BiB^-C^\ 

ir* 
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oder: 

14) 

also  sind: 


«<^^+^S+4r)^(^'+^+^| 


15) 


die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  dem  Paukte  (^z) 
desselben. 

§.3. 

Für  einen  zweiten  Punkt  (^i^iZi)  des  Schnitts,  wo  also; 

16).   .   •   .    Aa?i,yi,2;i)=0,    tti=A^i».yi.«i) 

und: 

17).   .   .   .  A(x^a:0  +  B(!f-Vi)  +  C(z--Zi)=^0 

ist»   sind  die  Gleichungen  der  Normale  des  Schnitts  in  diesem 
Punkte  ganz  eben  so  wie  vorher: 


18) 


«>--yi 
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und  setzen  wir  also  der  Kurze  wegen: 

19) 

20) 

so  sind  die  Gleicbungeo  der  beiden  Normalen  des  Schnitts  in  den 
Panicten  {ocyz)  und  (arj^iZi): 

r—x  _  tf—y_}  —  z 
ü    ~    V    —    W  ' 
21) 

"  r— a?!      t>--y,_?— it,. 

ü,    -    F.    -  »F,  '. 

oder: 

r— ary— y      f  — » 
C7    ~     F    -   »F  ' 

22) 

"  jr-a;-(jr| -ar)_ y-y -(y, -y)_ |-2-(a;,-t) 

17,  -  Fl  -         IF,        • 

Aus  diesen  beiden  Gleicbungen  erbält  man,  wenn  X^  F,  Z 
die  Coordinaten  des  Dorchschnittspunktes  der  beiden  Normalen 
bezeicbnen : 

^        ü    "     r    ^    W    '^  ÜVi-Vüi 

oder,  wie  man  nach  einer  leichten  Transformation  findet: 
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24) 

X  —  x V — y      Z — i Xi — X  ^    '        /    \    1       'xi-x 

Xi  —  X  Xi'-^X 

Nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze  ist: 

wo  jR  eine  Grosse  bezeichnet^  die,  wie  aus  der  Form  des  Restes 
der  Tayior'schen  Reihe*)  und  aas  der  allgemeinen  Form  des 
vollstfindigen  Differentials  von  seihst  erhellet,  in  Bezog  anf  die 
Grossen 

^1  —  **  yi— y»  3^1  —  * 

von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen 
Ui — ti=:0  ist,   80  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

gj(a:i-a:)+g?(yi-y)  +  ^(zi-2)  =  -Ä, 

Aixi-'X)  +  B(yi-^y)  +  C(ji-x)  =  0; 
oder: 

?5  I  ??   yi— y  .Su    gj— 2^^     R 
Bx     dy' Xi  — a:  '  3z  * OTi  — x         Xi-^x* 

Xi  —  ar  '       Xi  —  X        ' 
aus  denen  sich  leicht: 

'      in         du  CR 

^  Q^ '^' 


.Vi — y  _.    dx          dz  Xi  —  X 

^i  —30     jgBu^  ^  ^~  B—--C  —* 

dz          dy  dz          dy 

^du      ^du  BR 


ii^z dy         dx  Xj  — a: 

xi—x'^     du     ^8tt""^3ii      ^du 
^di^^d^     ^di^^Wy 

ergiebt.    Weil  R  in  Bezug  auf  x^-^x^  yi  —  y»  «i— «  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  so  nähern  die  Grossen 


*)  BL  8.  meine  „Elemente  der  Differential-   and  Integral- 
rechnung.   ThI.  I.    S.  185.  und  S.  186/« 
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BR         ^      CR 

und 


sich  offcobar  d)er  Null,  wenn  Xi'-x  sich  der  Null  nShert,  und  nach 
dem  Obigen  ist  also,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Xi—x  sich  der  Null  nähert: 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

Nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsatze  ist  aber: 

^-§i  =5i8i<*>-^>+8pi  ^2" -»>'+8?  ('»-'>  +  *'♦ 
WO  die  Grossen 

in  Bezug  auf 

von  der  zweiten  Ordnung  sind.    Weil  nun: 

dui      du 

fljTt      dx 8^       Shi     yi — y       8^     g|— -z         i^x 

Xi—x       8aj*     8 j:8jy * o?!  —  a:  '  8i8a? ' iTi — ar"*"ari — a?' 
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Bui       du 
Xx—x         dxdy  '  dy^ ' Xi  —  x      dydz ' Xi  — x     Xi  — a: ' 

Bzi  ~  dz  _  S^K       dhi     yi— y      Sht    z^-^z  R% 

Xi—x         dzdx      Sydz ' Xi  —  x     Sz^  ' Xi  — x       Xi—x 

und,  immer  unter  der  Voraussetzung ,  dass  Xi  —  x  sich  der  Null 
nähert : 

Lh„..^=0,    Lim-^^=0,    Lim-^^=0 

Xi'—'X  Xi — X  Xi'—X 

ist,   80  ist: 

..    dxi  "^  dx  _  Shi       8*tf  , .     .Vi — y  ,    S^u  .  .     Zi  —  i 
Xi — X    '~' Sx^     Bxdy     '   Xi-^x"^  dzdx    ""a:|  —  x' 
dui       8tt 

;>^8yi  ""8y  _.  S^"  4^"Lim'^'""^  ^^  ^^  Lim  ^'""^  , 
aTi  — a:        ^xdy  ^  8y*         oti  — x  '  dydz  oti  —  ar ' 

dui       8tt 

-.8x7       82        8^       8*tt         yi  — y  ,  ^«  t  >     ^1— g  . 
Lim— =^ =ö-ö~  +  5"3~Lim^^ ^  +  5-«  Lim ; 

Xy — X        ozox     dydz        Xi — x     oz^         x^ — x 

also  nach  dem  Obigen: 

8tt|       8m  ^,8«        .8m  a^      r^^ 

-.     8j:,  ^8a:_8*M  ,8%     ^dx'^^di        8«m     ^8y^^8a; 
^^'^   ari-a:  — 5^"*"8a:8y'^8M_p8M+8i8a:'^8M_     8jk' 

8z  dy^  dz  8y 

8m|       8m  ^8m         8m  ^??      i>^" 

1.    %iZ?y_  ^^    n^    ^dx^'^dz        8«M   Z^yZ_^ 
^•™   a:i-a:   -"5^  + 8y« '  ^8m  _  p8M  +  8yS*^3«_p8«' 

8z  ^  dz  dy 

8mi       8m  ^8m         8m  8m         8m 

^^.^^  8zt  ""  8x  _  8aM       d^u/^dx^^dz      Sht    "^d^^^^, 
Xi  —  X       8z8a:     dydz'  ^du     ^du      8z*  '      8m      TSm 

Wenn  wir  onn  der  Kflrze  wegen: 

25) 
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wo  Q  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll,  und: 

setzen,  so  ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen  nach  leichter  Rechnung : 

Xi  —  X        „ÖM        _0« 

und 

üL^i:^-  FLim^^i:^=  CjÄ^B^^-pB 
Xi — X  Xi — X  —OM         du 

Weil  aber  bekanntlich  der  Mittelpunkt  des  KrOmmnngskreises 
des  Schnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  desselben  die  Gränze  ist,  wel- 
cher der  Durchschnittspunkt  der  dem  Punkte  (:r|^|Zx)  entspre- 
chenden Normale  mit  der  dem  Punkte  {xyz)  entsprechenden  Nor- 
male sich  nähert,  wenn  der  Punkt  (^i.Viii)  in  dem  Schnitte  dem 
Punkte  {xyz)  immer  näher  und  näher  ruckt,  also  Xi — x  sich  der 
Null  nähert,  und  unter  dieser  Voraussetzung  offenbar 

Lim(üi-.ü)  =  0,    Lim(Fi— F)  =  0; 
also  auch: 

Lim(l7i-l7).Lim-^^^^=0 

Xi  —  X 

ist;  so  ist  nach  24),  wenn  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des 
Krümmungskreises  des  Schnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  durch  2,  T,  Z 
bezeichnet  werden,  offenbar: 

^i-x_Y-y_Z-.^___ZZ^}^^^^__ 

-W—V—  w  --^^^-^EET^^Lzii^' 
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also  Dach  dem  Obigen: 

^^      x-^_I=Ly_z-* «L 

-/;...      ^    —     y     --|r  — (^«  +  /y.^c»)e* 

Wenn  R  den  Halbmesser  des  Krummungskreises  des  Schnitts 
in  dem  Punkte  (xyi)  bezeichnet,  so  ist: 

Ä«  =  (X-.T)«  +  a-y)*  +  (Z-t)«, 
also: 

IMittelst  leichter  Rechnung  findet  man  aber,  dass 
ist;   also  ist: 

und  folglich : 
29) Ä  =  i: ,_    ^    ==, 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  S 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 


§.4. 

Wenn  die  durch  die  Gleichung 

AQt--x)  +  B{v-y)  +  C(f-.r)  =  0 

charakterisirte  Ebene  einen  Normalschnitt  bestimmen«  also  auf  der 
durch  die  Gleichung 

du  8tf  hu  ^ 

charakterisirten   Berührungsebene    der   Fläche    senkrecht   stehen 
soll 9  so  muss  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

^ ^fe+'l+c^"« 

sein.    Daher  ist  nach  19)  in  diesem  Falle: 
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31) i    F  =  -(J«+i!P+C«)^. 

W=-(A*  +  B^+C*)-^ 

und  nach  25): 

3.,..«.=(^+«.+C,|^)V(|)Vg)> 

abo  uacb  27): 

'33) 


e 


Z-. 5 


üod  nach  28): 
,J4)     K»= p 


also 
36)  i2 


=±         ^ e ' 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen^  jenachdem  S  eine  po- 
sifiFo  oder  eine  negative  Grosse  ist 

Nehmen  wir  an,  dass  der  Nornialschnitt  durch  die,  durch  die 
Gleichungen : 


36), 


X—a:  _V—y  _  r 


COSd         COSflO         coso 


charakterisirte  Gerade  bestimmt  werde,  durch  welche  Gerade  also 
die  durch  die  Gleichung 

A(r-:t)  +  B(v-y)  +  C(f-z)  =  0 

charakterisirte  Normalebene  gelegt  ist;  so  haben  wir  die  beiden 
Geichungen : 
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37,.  ...    j        "6+^1+^1=«. 

V  AcosB-\-  £coso)-f  Ccoso=sO; 
und  können  also: 

.  du  _8« 

^  =  COSWq- — COSÜ^  9 
«io) <    0=C08Ci)ö COSÖn-» 

,,  _  du  du 

C  =  COSÖg C08Q)A— 

Hetzern,    woraus  sieb: 

/8tt\»  ,   /8m\*  ^  /duy      .         du  ^  8«  .        ^ 8tt _ 

ergiebt.    Nehmen  wir  aber  die  durch  die  Gleichungen  36)  charak- 
terisirte  Gerade  in  der  Beruhrungsebene  an,  so  ist: 

onx  />8tt  ,  8m  _  «8«      ^ 

39) cosög-+cos(og-  +  coso^  =  0, 

und  folglich: 

also  nach  33): 

X-a;= g , 

und  nach  34): 
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also : 


42) 


.  H  =  ± g  , 


das  obere  oder  untere  Vorzeichen  genommen ,  jenachdem  S  posi- 
tiv oder  negativ  ist. 

Nun  ist  aber,  wie  man  mit  fiflcksicht  auf  die  Gleichung  39) 
leicht  findet: 

B^c|=-e..»|g)%(|)%(-)> 
also,  wenn  der  Kürze  wegen: 

43).     .     .     .   Ä=C0SÖ«g^  +  C0S««g^+C0SO«g^ 

+  2cosÖcosa)g^  +  2co8a)cosop-^  +  2co8Qco8Ö^g^ 
gesetzt  wird,    nach  26): 

«,. .    .  «=«^(|)-+(|)V(^)-r. 

und  folglich  nach  40): 

du  du  du 

nnd  nach  41): 

«,...,.  ^.,@'-^(|)'-^(S)'. 

also: 

^....„^.vWipi®:. 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Grosse 
A  positiv  oder  negativ  ist. 
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§.6. 

Von  dem  Punkte  {xyz)  lassen  w\x  jetzt  eine  Gerade,  die  aU 
gegeben  oder  als  fest  und  unveränderlich  betrachtet  wird,  aas- 
gehen^  und  bezeichnen  deren  Gleichungen  durch: 

' cos«        cos^       cosy' 

wo  tt,  ßi  y  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  sind,    welche 
/    diese  Gerade  mit   den  positiven  Theilen   der  Azen  der  T,  9,  ^ 
einschliesst;   soll  aber  diese  Gerade  in  der  Berfihrungsebene  lie> 
gen^  so  muss: 

'  49) 8^^®»«  +  a^^^®^+&^^«y=ö 

sein. 

Von  dem  Punkte  (xyz)  lassen  wir  eine  zweite  durch  die  Glei- 
chungen : 

50) 


r— J?_ty— y  _  f— g 


cos  B       cos  09       cos  (d 

charakterisirte  Gerade  ausgehen,  wo  d,  co,  c3  die  von  dieser 
Geraden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  jr,  t^,  |  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  sind;  soll  aber 
auch  diese  Gerade  in  der  Beruhrungsebene  liegen,  so  muss: 

»*ix  8m        .  -  Ott  .  3«       -      /» 

51) g-cosö  +  g- C08a)+g-C0SO=0 

sein. 

Den  Winkel,  welchen  die  Gerade  50)  mit  der  Geraden  48) 
einschliesst,  Indem  wir  diesen  Winkel  von  der  Geraden  48)  an, 
nach  einer  bestimmten  Richtung  hin,  von  0  bis  360^^  zählen,  wol- 
len wir  durch  w  bezeichnen;  so  ist  nach  einer  bekannten  For- 
mel, v>  mag  zwischen  0  und  180^  oder  zwischen  180^  und  360^ 
liegen : 

52)  •  .  .  co6to  =  cosacos0-|- cos/?coso>-f  cos/coscS, 

nnd  wir  haben  daher  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

du  du  Su       ^     ^ 

g^C0SÖ  +  g^C0SQ)  +  gjC0SO=0, 
^   •'      ]   C08aC08d+C0SßC0B€9  +  C0Bye0B^=C0SU>, 

cosö*  +cos«*+  cosö*  =  l; 
aus  denen  wir  jetzt  cos  6,  coso,  cosq  bestimmen  wollen. 
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Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

il  =  co8acosto, 

T$  =  cos/?  cos  tc» 

(S=  cosycostv; 
dann  ist  offenbar: 

ilcosa-|-}$cos/3-f  £cosy  =  costr; 

und  setzen  wir  nun  ferner: 

cos  0  =  Ü  4-  it^> 
cosö=  38  +  y, 

cos5=  €+5; 
so  ist:  \ 

du  du  8m       «. 

g-cos  ö  +  g-  cos  ß»  +  o-  cos  ö 

^8m  .  _8m  .  ^8«  .  8«  ^  .  8m^  .  8m^ 
=  ^8S  +  »8^+%+8S*  +  %«^  +  &^' 

cos  a  cos  d -}- cos  J?  cos  09 -f  cos  /  cos  €5 

=  ilcosa  +  Bcos/J  +  tfco8y  +  cosa.ap  +  co8/5.p+co8y.5; 

und  folglich  offenbar: 

8m  -j  ,  8m  *ij   8«  ^     n 

cos«.3E+cos/5.p+co8y.S=:0; 
alAo,  wenn  Cr  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

„     „/du  du         \ 

P=G^g^co8«-g^cosyJ. 


folglich : 


_c/a«     .  du     y,/du      du    „y./du      du     yy 
/a«       .3»     „^du      y 


=  G« 
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woraus : 

folgt.    Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

ÜX -f  S!P  4- <fS  =  (cosa.J^ -I- cos/?.  9 -I- cosy.S)  cos  to, 
also: 

und  weil  nun : 

co8Ö*=:iP  +  2il»  +  JP, 
cosa)2  =  »«+2»V+y*, 
cosö«  =  €a  +  2tf5  +  5* 

ist;    so  erhält  man  durch  Addition: 

l  =  (il«+»«+€*)+(JP+V*  +  5«), 
also: 

folglich 5   weil  nach  dem  Obigen: 

ü*  +  }3*+tf*  =  (cosa»+  cos/5*  +  cosy^  cos  to*  =  cos«;* 

ist: 

iP  +  F  +  5*  =  sinfc* 

Daher  hat  man  die  Gleichung: 
woraus  sich: 

folglich  nach  dem  Obigen: 
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5=± 


und  daher: 


co8<9  =:cosaco8todb 


cos  o> = conßQOBw ^ 


/du        ^     du         \  . 

I  g^COSp  —  ^  cos  a  l8ID  to 

54) 

/au        a«      \  . 

/att     -    au      \  . 
Vai''°"^~^*="'V""«' 

ergiebt,  wo  oao  eine  Bestiromnng  wegen  der  Vorzeichen  erfor- 
derlich ist 

Za  dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  Normale  des  Punk. 
tes  (xyi)  und  die  feste  Gerade  48)  eine  Ebene  gelegt»  deren 
Gleichung : 

55) A(jr-^)  +  B(i^-y)  +  C(j-i)  =  0 

sein  mag>  wo  wir  nun  die  beiden  Gleichungen: 

Acosft  +  Bcos/J  4-  Cco8y=sO 

haben,  ans  denen  sich  ergiebt,  dass 

66) 

A     3«  8tf       ^      o     8«  du  ^    du      ^    du 

A=g^cosy-g^cos/J,    B=^cos«-g^cosy.  C=g^cos^~^cos«; 

Tkeil  XLL  18 
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und  daher  nach  54) ,  wenn  der  Kürze  wegen  noch 


56*).   .  .  . 

^-vGi;n§;Hif 

gesetzt  wird: 

C08Ö  =  COS« COS to  ±  pSinir, 

57)  ...   . 

COS  09  =  COS /3  COS  to  i:  psin  tu , 

cosö  =  cosy  cosfc  db  psintr 

gesetzt  werden  kann. 

Die  Winkel  w  wollen  wir  nun  von  der  Geraden  48)  an  nach 
der  Seite  der  durch  diese  Gerade  und  die  Normale  des  Pnnk- 
tes  {xyi)  gelegten  Ebene  bin»  auf  welcher  der  Anfaugspankt  der 
Goordinaten  nicht  liegt,  von  0  bis  360^  zählen. 

Die  Entfernofig  eines  beliebigen  Punktes  in  der  vod  dem 
Punkte  {ücyx)  ausgehenden  Geraden  50)  von  dem  Punkte  {xyi)  sei 
Q^  so  sind  die  Goordinaten  des  durch  diese  Entfernung  bestimm- 
ten Punktes  in  der  in  Rede  stehenden  Geraden: 

X'\rQCos6f    y-i-QQO^to,    z-fpcosö. 

Setzt  man  fär  r,  9,  ?  die  Werthe  0,  0,  0  und  x-\-qcobB, 
y'\rQC09fo,  1'{'QcqbIö\   so  erh&lt  die  Function 

A(r-a:)  +  B(t^-.y)  +  C(j--*) 
respective  die  Werthe: 

— (A;r-f%-|-C2)   und  ^(Acos^^-f-Bcosio-fCcoso); 
also,  weil  nach  55)  offenbar 

Acosa-f  Bcosß-f  Ccosy  =  0 
ist,  nach  57)  respective  die  Werthe: 

-(A;r  +  By  +  C,)  Bod  ± iCAMil^+C^^. 

Diese  Werthe  müssen  nach  einem  bekannten  Satze  offenbar  ent- 
gegengesetzte oder  gleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  0<fo<180^ 
oder  180<^<to<360o,  also  jenachdem  slnti?  positiv  oder  negativ 
ist.    Ist  nun  Ao;  -f  By  +  Gz  positiv,   folglich  _  (Ao?  -f  By  +  Cs) 
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negativ«  so  muss  man  offenbar  das  obere  Vorzeichen  nehmeo; 
ist  dagegen  Aj?-f  B^+Cx  negativ«  folglich  — (Ax  +  By  +  Cs)  po- 
sitiv, so  mass  man  offenbar  das  untere  Vorzeichen  nehmen.  Also 
sind  unter  der  gemachten  Voraussetzung  in  den  Formeln: 

cosO  =co8acosio  dt  nsmio, 

B 

57*).    .    .    .    ^    cos  OD  =  cos /3  cos fo  4:  p sin  CO, 

cos  Ci>  =  cos  y  cos  to  ±  p9>u  <(' 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen ,  jenachdem  die  Grusse : 

58) Aa:  +  By  +  Cz 

/du  du       A,    /du  du         \,    /8«*      p    8««        \ 

^\js-y''''^y^di''''^^ry\^^^ 

=  ^ (scosp  •—  ycosy)  +  g- (arcosy  —  xcoso)  +g^ (ycosa  —  a? cosß) 
,  du       8»,  .  ,  8tt        du.        o  .  ,   ^       8ii. 

positiv  oder  negativ  ist. 

§.6. 
Setzen  wir  wie  frfiher: 

r>  ^8*1«  ,  JIht  ,        «,8*i« 

59).     .     .    .  Ä==CO80«g^+COSa)«g^  +  CO8O«g^ 

8*11     ^  __  8*11       _       ^         3*tt 

+  2cosdcos©g-ö-"+2cosaicosög-^  +  2c08OC08dg-g- , 

80  ist  nach  57*) : 

Ä=     (cosacostoJ:  p«**^^)  g^ 

B  d*tt 

+  (cosjJcoswdb  p*'"'*^)*g^ 

C  d*tt 

+  (cosycosfPdb  psinir)*g-jj 

A  B  d*u 

+ 2  (cos  «  cos  tu  ± -jp  sin  to)  (cos  j5  cos  t©  db  p «in  tu)  g-g- 

B  C  8*tf 

-h2(co8i3  costo  ±pSin<o)(cos)fcosfodbp8>Dt0)g^ 

-f  2(co8y  cos  «0  J:  psinto)  (cosacosto  J:  psin  to)g-g- 9 

18* 


Digitized  by 


Google 


1 


260  Grunert:    Wtehiiger  allgemeiner  Satz 

and  folglich  9    wie  man  nach  gehöriger  Entirickelnng  leicht  findet 
wenn  der  KGrze  wegen: 

60) 

i=     cosa»gp5+co8^*g^+co8y«g-^ 

8%  8*1«     rt  8*tc 

+  2co8«co8p  g^ +2co8/Jco8yp^ +2co«  ycoscf  g^ , 

8*t«    -fc         9*i£  8*1« 

Ä=     Acosag^+Bcos/Jg^+Ccosyg^ 

d*t« 
+  (Acos/3  -fBcosa) 


dj:8y 

d*t« 

+  (Bco«y  +  Ccos/3)p-^ 

+  (C  cosa  +  Acosy)^^  » 

gesetzt  wird: 

61)       i»Ä  =  /»Xrcosto*  db  2PJIf  sinwcosw  +  iVainw*, 
oder,  wenn  wir: 

62) F=P*L,    G  =  ±2PM,    H^N 

setzen»  wo  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist» 
jenachdem  die  Grosse  58)  posititr  oder  negativ  ist: 

63).   .   .    P?Ä=Fcos«7*+GsinfccoSfc  +  jysinto* 

Bezeichnen  wir  wieder  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des 
KrOmmungskreises  des  Normalschnitts  in  dem  Punkte  {xyz)  durch 
X»  Y»  Z  und  den  Krümmungshalbmesser  durch  R;  so  ist  nach  45): 

64) 

^_    ^^ 8^ 

^  Fcosfo*+  Gsintocosfo  +  £fsintr*' 

1- 


Y-3,=- 


Fcostc*  +  Gsinfocosto  +  //sin^w*' 
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Fco8t©*+  Crsintocosio-^ffsinto^ 
oder  nach  56^): 

FcoBw^  +  6rsihtrcos«o  +  Jäsinwl^* 
^  Fcoavfl  +  Gsintocosw  +  Äsinw'* 


Z— r  =  - 


^m^O'^O'i 


Fcosvfl  +  Gsintpcosio  +  £fsin^' 
und  Dach  47): 

*Fcosw*+G8iDfcco8tc+J5f«infc* 

oder: 


K^)'<y-^©-r 


-^  '    *    '  —  Fcosto*  +  Gslutocoaw  +  ffsinti»** 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen ,  jenachdem  die  GroBse 

Fco8w*-f-  Gsintocosto  -f  i^sintr* 

positiv  oder  negativ  Jst. 

Weil 

cos(fo+180<0  =  — cosw,    sin(fc+180ö)  =  -8infc 

ist,  80  braucht  man,  wie  aus  den  Formeln  64)»  65)  und  66) »  67) 
auf  der  Stelle  erhellet^  den  Winkel  w  bloss  zwischen  0  und  180^ 
zu  nehmen  oder  bloss  von  0  bis  180^  wachsen  zu  lassen,  was 
mau  im  Folgenden  stets  festzuhalten  hat. 

§.7. 

Für  die  in  56)  durch  A,  B,  C  bezeichneten  Grossen  gelten 
einige  bemerkenswerthe  Relationen ,  die  wir  hier  sogleich  entwickeln 
wollen,  weil  sie  uns  späterhin  von  Nutzen  sein  werden. 
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Weil  nach  49)  bekanntlich 


ist,   so  ist: 


du  .  3«       fl  ,  ö«  ^ 

g^COS«  +  g^CO8/?  +  g^COSy=:0 


Su       ^     du  du 

g^cos^+gjCosy=-gjcos«, 

du  du  du        ^ 

Su  .  Su       ^         du 

g^cosa+g^co8/S=-gjco8y; 


also: 


(§^;   («=osr«+co8««)  +  (g-cosy+g^cos«J  =(g^J   . 

QO    (C0B>«  +  C08^  +  (^C08«  +  ^C0S/J)'=  ^J; 

und  folglich,   wie  man  sogleich  übersieht,  wenn  man  in  den  fol- 
genden Gleichungen  die  Quadrate  entwickelt: 


k8*^ 


Ks)'+(l)"+(s)l<-"'+-«-(S«"^-|— )'= 


also: 


/du  du       A»       ^/8«^*      /3««V   . /SwV^  .     .     /'Su\* 

/8«  a«        \*      S/8u\'      /8«V  ./8aVJ  .   «.      /3«\' 
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oder  nach  56)  und  56*): 
6») JB«  =  /»8in/J«-(|J, 

Ferner  findet  man^   wenn  man  die  Producte: 

/du  Su       ^\/8m  du         \ 

/du  Su         \/du       ^     du         \ 

(du        ^     du         \/du  du       J\ 

entwickelt,  und  in  den  Entvvickelungen  der  Reihe  nach: 

du  (du  du        J\ 

g^co8y=~^gjcosa+g^co8^j, 

du  /du        a     du         \ 

gjcos«=-(^j^co8^  +  gjCOSyJ. 

du       .         /du  ,Su\ 

^C08/J=-^^C08y  +  gjC08«^ 


setzt: 


ya«         du     A/au         a»      \ 
/a«        au      N/a»     ^   aii      \ 

/du        -     8m        N/aa  au       -\ 

Va5 '^"*''- ^ '^"**A8y"*'*''~&  ""^''y 
c/auN» .  /at»\» .  /duyi  du  du. 
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also  nach  56)  und  56*): 

AD  n«  o      du    du       , 

AB  =  —  P*  cos  «  cos  P  ■"  ö^  •  ö~  » 

69).   .   .   .    <jBC  =  -P«cosj5cosy-g-^.|^, 
LA  =  —  P^cosy  cos« —  g-  .^. 

§.8. 

Wir  wollen  nun  die  Grösse 

70)  .   .   .      UssFcosfo' +  6rsinfocosfi7  + Äsinto* 

einer  genaueren  Untersuchung  unterwerfen ,  und  wollen  zunächst 
untersucheu»  ob  und  unter  welchen  Bedingungen  diese  Grosse 
verschwinden  kann,  wenn  man  sich  to  in  dem  Intervalle  0  und 
180^4  innerhalb  welches  man  bekanntlich  w  bloss  tu  nebroeo 
braucht»  stetig  verändern  lässt. 

Man  kann   tJ  auf  folgende  Art  ausdrucken: 

t7  =  cost©«(F+  Gtangtc  +  Ätangw«), 

und  wird  nun 

F-h  Gtangfo-f^tang  10^  =  0 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  dieser  quadratischen 
Gleichung  in  Bezug  auf  tangto  als  unbekannte  Grosse: 

71) tangw  = ^ . 

Wenn  nun 

G»-.4FÄ<0 

ist,  so  hat  die  Gleichung: 

F+  Gtangto  +  -fftangf©*  =  0 

nur  imaginäre  Wurzeln,  und  die  Grosse 

F-f  Gtangio-t-fftangio^ 

kann  also  niemals  verschwinden,  wenn  man  sich  to  von  0  bis  \W 
stetig  verändern  lässt    Wenn,   wie  wir  vorausgesetzt  haben, 

G«-4FÄ<;0 

ist,  so  kann  offenbar  keine  der  beiden  Grössen  F,  H  verschwin- 
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den,  and  diese  beiden  GrOsseo  müssen  auch  nothwendig  gleiche 
Vorzeichen  haben.    Die  Grosse 

ü  =  cos  u>^(F+G  tang  w  +  H  tang  »«) 

konnte  non  auch  noch  verschwinden  für  costo=:0;  für  costo=;0 
erhält  aber  die  Grosse 

üss  FcoBte^-^- Gsiniocoaw-i- Hslnto^ 

offenbar  den  Werth  H,  und  könnte  also  nur  verschwinden,  wenn 
H=iO  wäre,  was,  wie  schon  erinnert,  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung nicht  der  Fall  sein  kann.    Wenn  also 

G«  — 4FÄ<0 

ist,  so  kann  V  niemals  verschwinden,  wenn  man  w  sich  von  0 
bis  180^  stetig  verändern  lässt,  woraus  ferner  unmittelbar  und 
ganz  voo  selbst  hervorgeht,  dass  auch,  wenn  man  w  sich  in  der 
angegebenen  Weise  verSndern  lässt,  ü  niemals  sein  Zeichen  Sn- 
dern  kann.  FGr  to=0  und  tr=I80^  und  für  tr=90^  wird  respec- 
tive  V=:F  und  ü=^Hy  woraus  sich  ergiebt,  dass  C7,  wenn 
man  sich  w  von  0  bis  180^  stetig  verändern  lässt,  mit  F  und  H, 
welche,  wie  wir  schon  wissen^  selbst  gleiche  Vorzeichen  haben, 
stets  gleiches  Vorzeichen  hat. 
Wenn  ferner 

G«--4F£r^0 

ist,  SO  hat  die  Gleichung 

F  +  Gtangtr  +  HttLngw^  =  0 

eine  *)  reelle  Wurzel  oder  zwei  reelle  Wurzeln ,  und  die  Grosse 

F+  Gtangfo  -f  £ftangtt>*, 

also  auch  die  Grosse  ü,  wird  folglich  jedenfalls  ein  oder  zwei 
Mal  verschwinden,  wenn  man  to  sich  von  0  bis  180^  stetig  ver- 
ändern lässt.  Da  in  diesem  Falle  auch  die  Werthe  F=0  und 
^=0  nicht  wie  vorher  ausgeschlossen  werden  können,  so  kann 
17  auch  verschwinden  für  costo  =  0  und  sinto=0.  Dass  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  nun  auch  Zeichenänderungen  von  (7 
eintreten  können,  wenn  man  sich  w  von  0  bis  180^  stetig  verän- 
dern lässt,  geht  hieraus  von  selbst  hervor;  jedoch  kann  dies  nur 
der  Fall  sein  für 

G«-4Ftf>0, 
nicht  aber  für 


*)  Eigentlich  swei  gleiche  reelle  Wtirieln. 
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weil  in  diesem  letzteren  Falle,  wenn  man  sich  w  von  0  bis  180^ 
stetig  verändern  lässt,  (7  nur  ein  Mal  verscb windet»  und  bekannt- 
lich für  to  =  0  und  w  =  ISO«  gleiche.  Wertbe  erhält. 

Mit  Röcksicht  auf  die  Formeln  G4),  65)  und  66),  67)  ergiebt 
sich  aus  diesen  Betrachtungen  mit  völliger  Bestimmtheit,  dass 
von  einer  stetigen  Aenderung  der  Coordinaten  X,  Y,  Z  des 
Mittelpunkts  des  Krümmungskreises  und  des  Krümmungshalb- 
messers R,  wenn  man  sich  w  von  0  bis  180^  stetig  verändern 
lässt,  überhaupt  nur  dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  die  Be- 
dingung 

G*  — 4FÄ<0 

erföllt  ist,  wogegen  im  Allgemeinen  jederzeit  Unterbrechungen  der 
Stetigkeit  bei  der  Veränderung  der  Grossen  X,  Y,  Z  und  R,  wenn 
man  sich  to  von  0  bis  180^  stetig  verändern  lässt,  eintreten  wer- 
den, wenn  die  vorstehende  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 
Weil  nach  62) 

G*  =  4Pailf2,    4FÄ=:4/»XiV, 

also 

G«  -  AFH  =  4Pa(^a  —  LN) 

ist;   80  können  die  Bedingungen 

G^-AFHK^a  und  G«-4FÄ^0 
offenbar  vollständig  respective  durch  die  Bedingungen 

if«-XiV<0  und  711«— iiV^O 
ersetzt  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Grösse 

für  unsere  ganze  Untersuchung  von  grosser  Bedeutung  ist,  wes- 
halb wir  dieselbe  jetzt  zunächst  einer  genaueren  Betrachtung  un- 
terwerfen wollen. 

§.  9. 

Wenn  überhaupt: 

72) 
L  =a«i<+6«c-fc2fr-f2a6a:+26c3^+2cai, 
Mzsaau  +  ßbv  +  ycw  +  (ab  +  ßa)a:  +  (ßc  +  Yb)y  +  (ya  +  ac)z, 
N  =  ahi  +  ß^  +  y*«?  +  '2aßx  +  2ßfy+2yaz 
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ist;  80  ist,  ivi«  man  mittelst  leichter  Rechnung  6ndet|  jederzeit: 

73)  .   .    M^^LN^     («6— |3fl)«(^«-ttr) 

+  (i?c-y6)V-»«^) 
+  {ya  —  cc)*(2*  —  tou) 

+  2(ßc — yb)  {ya — ac)  {wx  —  yz) 
+  2(yfl  —  ac)  {ab — ßa)  {uy — aar), 

eine  auch   ao    sich  wichtige   und   merkwürdige   allgemeine    alge- 
braische Relation. 

Setzt  man  nun  lilr  L,  M,  N  die  Ausdrucke  in  60),  so  muss  man: 

a  =  cosa,    6  =  cos/?,    c  =  cosy; 

a=:A,         /3=B,         y  =  C 
uod 


Shi             8«tt            a«u 
"-8.r2'      ""-dy^'     *^-az2' 

d^u          d^u          s^u 

^-^dxdy'    ^-^dydz*    ^  —  Szdx 

setzen,  wodurcl 

\  man,  weil 

ab-^ßa  z=:  Acos/3 — Bcosa, 

ßc — yb  =  B  cosy — Ccos/?, 

ya — ac  =  C  cos  a — A  cos  ]; ; 

also  nach  56): 

ab  —  ßi 

/du              du       ^     du 

2  =5        1  K--COSO  +  ^COSP+  K-COl 

rT  (cos  «*  +  COS  j3'  +  COS  y*) , 
3tt      8m   »  .  du 


ßc-yb-      ^g^  cos  a  +  g^  cos  ß  +  g^cos  y^cos 

dtt 

—  g— (cos  a*+ cos  j5*+ cosy*), 


(du  ,  8m       ö  .  8«     '  \       ^ 

g^cosc  +  g^cos /5  +  g^  cosyjcosj? 

8ti 


8tf 
—  K-  (cos  a* + cos  ß*  +  cos  y*) ; 


folglich  nach  49): 
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ist: 
74) m^LN 

du  duCS^  Ü*L_^  fflti> 
3a:*  8^(02*  '8a:8y  8^8r'8?8a?5 
8«  8m<8^m  ^  _  8^  SHi} 
Sy  *  8x  (  8a:^  *  8^82       dihx '  Bxdifj 

8z  *  8a;  (  8^*  *  8280:      dxdy  '  8^82  >  • 
erhält 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen: 

/8tty(;/8««Y    8%  8««  > 

*  \SyJ  ABzdxJ  "  82«  •  dx^  ) 

■*■  \?zj  (\BxSyJ  "  dx^'By^l 
8«   8«58«M  ^«t«^      ^    8%<^ 

+  ^80:  •  8^  ^  S? '  80:8^  "^  8^82*  828a:> 
Ju  duCShi^    Shi       8«M     8^> 

■^^8^*82  (  8a:«*  5pi""  8280:' 8ar8y) 
8u  8tt)8«t«  ^__8^  8»tt) 
8z  '  da; )  8y* '  8280;      8a;8y  *  8y8z )  * 

so  kSnnen  wir  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  Bewie- 
senen jetzt  also  behaupten,  dass,  «venu  man  sich  to  von  0  his 
180^  stetig  verändern  lässt,  keine  Unterbrechungen  der  Stetigkeit 
der  Grossen  X«  Y,  Z;  R  oder  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  der 
GrSssen  X»  Y,  Z ;   R  eintreten,  jenachdem 

T<0      oder       T^O 

ist.    Auch  wird  im  ersten  Falle  die  Grosse 


Digitized  by 


Google 


POH  den  Flächen. 

ü  =  Fco8  fo*  +  G  sin  10  cos  w + Hain  ir* 

ihr  Zeicheo  niemals  ändern,  wogegen  im  zweiten  Falle  Aende- 
rangen  des  Zeichens  dieser  GrGsse  eintreten  können.  Im  ersten 
Falle  verschwinden  F  und  H  nicht  und  haben  gleiche  Vorzeichen; 
6^  hat  in  diesem  Falle  immer  mit  F  und  H  gleiches  Vorzeichen. 

Wir  wollen  das  Zeichen    der  Grosse   T  i&r  einige  besondere 
Flächen  des  zweiten  Grades  bestimmen. 


Fflr  das  Ellipsoid  ist: 

also: 

8a_2r      Su_2}f       ?«__2* 

?5i_l      ?!?_2       ?5f_2 

ü^_n      ÜH-ft       ^_n 
Öar^y-"*     dyd:~^*     8183;-"' 

folglich,  wie  man  leicht  findet; 

16    C/x\*     AV  .  AV)  16 


2*= 


^KÖ"-^(?)*+(0>- 


a«6V(Va/  "^  W  ^  W  5~       a«6»c«' 
also  T<0. 

FQr  das  Hyperboloid  mit  einem  Fache  ist: 


'=(1)'-Ö)-(I)'-. 


also: 


» 


^_?f       ??  — ^      ??_     ?? 
8a:~a«'     8^^— 6«'     8*— ~c«' 

^_1      ^  —  1  ^_     1- 

S^  — o«*    5^  "6«'  8*« c* 

iV_o    i!ü-o  ^-0- 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

16    i/xV  .  /«V  /«V)         16 


T  =  - 


also  T>0. 


o*6>c»J  W  ■*■  \b)  ~  \e)  \—a*b*i^' 
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Für  das  Hyperbotoid  mit  zi^ei  Fächern  ist: 

'=(f)'-(i)'-©'-- 


also: 

Bar«"-««'     8y« Ä« '     8z«— ""c«' 

didy'^^'   dydz^^'      alä^-""' 

folglich 9  wie  man  leicht  findet: 

also  7  <  0. 

Für  das  Elliptische  Paraboloid  Ist : 

du_2x       Su_2y        3«_.2 
dx—a*'     By~b*'       S-*c' 

^_1      ?!!?_1        ^_n 
SHi    _„       ^  _«       a«a       - 


also: 


folglich,  wie  man  leicht  findet: 


y=-5^.    also     T<Q. 


also: 


Fflr  das  Hyperbolische  Paraboloid  ist: 

3a__!ir       du  _      2y       Su         2 
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folglich  9  wie  man  leicht  findet : 

Za  welchen  Schlüssen  man  hieraus  rücksichtlich  der  hier  be- 
trachteten Flächen  des  zweiten  Grades  berechtigt  ist,  geht  aus 
dem  Obigen  von  selbst  hervor/) 


§.  10. 

Wir  wollen  nun  die  Maxima  und  Minima  der  Function 

76)  .    .   .    .  C7=  Fcosto^-f  Gsintocosto-f  flsinto^ 

untersuchen. 

Durch  Differentiation  nach  w  als  unabhängige  veränderliche 
Grosse  erhält  man  leicht: 

ÖI7 

g^=      Gco8  2ti>  — (F-.Ä)sin2tt?, 

77)  .   . 
'^=-2{Gsin2w+(F— Ä)co8  2w}; 

und  die  bekannte  allgemeine  Bedingung  des  Maximums  und  Mini- 
mums führt  nun  zu  der  Gleichung: 

78) Gcos2tü-(F— Ä)8in2fo=0, 

woraus  sich: 

79) ta»g2to=jr3^ 

ergiebt.    Hieraus  folgt  femer: 


tang2f4)<  & 

aVio: 


sin2fo  -i^.to„g2«,«-  G^+{F^H)^' 


*)  lieber  die  im  Obigen  angewandten  Gleichongeo  des  £llipsoids, 
der  beiden  Hyperboloide  nnd  der  beiden  Paraboloide  a.m.  meine  „Ele- 
mente der  analytischen  Geometrie"  Tbl.  II.  S.211.  S.  213.  nnd 
S,216.  S,2ir. 
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sin  2tc  =  +    .  s 

und  folglich: 

F—  H 

co82to  =  sin2focot2to  s  ± 


V"G«  +  (F— ff)« 

00  dass  also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
einander: 

80) 

ist. 

FCIr  den  entsprechenden  Werth   des  zweiten  Dtfferentialquo- 
tienten  ergiebt  sich  nach  77): 

gP o...  g*  ,  (^-^)'         , 


also: 


81) ^=T2^G''  +  (f-Ä)«, 

woraus  folgt,  dass  fOr  17  die  oberen  Zeichen  jederzeit  ein  Man- 
mum,  die  unteren  ein  Minimum  liefern. 

Weil  nach  76)  offenbar: 

2  P  =  F(l  +  cos2tc)  +  Gsin2t0  +  HO  — cos2w) 
==  F+Ä+Gsin2tr  +  (F-ff)co82» 

ist^  so  erhält  man  iiir  die  entsprechenden  Werthe  von  2Uz 

also: 
82).  ...  .  2P  =  F+ Ä ±  VG«+ (F— If)«. 

Das  Prodact  dieser  beiden  Wertbe  von  2Ü  ist,  wie  man- leicht 
findet: 

4FJ5f-  G«  =  -.4/»(iIf»-  X-JT)  =  -.4iMT 
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und  daher: 

positiv  y  nail,  negativ, 
jenachdem 

r<o,  r=o,  r>o 

ist,  80  dass  alao  die  beiden  obigen  Werthe  von  2  ü  gleiche  oder 
ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem  r<0  oder  7>0  iBt; 
einer  dieser  beiden  Werthe  muss  wenigstens  verschwinden,  wenn 
r  =  Oist. 


Nach  68)  and  69)  ist: 

/»cos«*  +  A«  =  />»-(gJ, 
/«coslS«  +  B«  =  />»-(|y, 

/»cosy*  +  C«;=  P«-  (^jY 

und: 

m  o  ■    A  u  du    du 

P"cosacosp+  AB  = — g~'ö~' 

n%         o  .    nn  du    du 

f^cospco8y+  BC  =  —  5~  •  §"• 

f^cosycosa  +  CA  =  —  ö-*g-i 
also,  weil  nach  62): 

folglich   nach  60): 

F+Iir=     (/»cosa«  +  A«)^ 
+  (/»cos^«+B«)g? 
+  (/»cosy«  +  C«)^ 
+  2(i»cosacosi3+  AB)^ 
+  2(P«co8/Jcosy+BC)^^ 

+  2(/»co8ycps«+CA)g^ 

ist,  wenn  man  der  Kürze  wegen: 

'1  heil  XLI.  19 
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83) 

«^»'^-(äs;  's^+'^^U;  v*+«^-U>)  '&* 


8t«  8m  _8ftt         8u  8«   8*1»        8»  8i«     8*m 
""^8a:'8j^'8a:8y""^8^'8i"8y8;r""^8r'8a:*8i8x 


oder: 
83*)        Ä=      ^(,8F«  +  8p  +  8-?; 

(8tty8^     /duys^tt     /8m  van« 
80:^  8j:«""V8y^  ^""V8i/  a«* 

8m   8m    8«m^ 
8ar  *  8j(  *  Sxdy 
8m  8m    8^ 
8y '  8z  *  8y8i 
8m  8m    8*m 

setzt: 

84) F+Ä  =  i»I.+iV=  5. 

Ferner  ist: 

G»  +  (iP-Ä)«  =  (F+i?)>+(G«-4FÄ). 
aleo,  well  nach  dem  Obigen: 

ist: 
85) G«  +  (F-Ä)*=Ä«  +  4i»r. 

Folglich  siod  die  beiden  Wertfae82>  Ton  217  nach  84)  und  85): 

86) 217=5  S±V««+4i»r, 

so  dass  also  diese  beiden  dem  Maxime  und  Minimo  —  Immer  im 
ersten  und  zweiten  Falle  resp.  das  obere  uod  untere  Zeichen  ge- 
nommen —  entsprechenden  Werthe  von  217  mittelst  der  vorste- 
henden merkwürdigen  Formel  Jetzt  bloss  durch  die  von  a,  ß,  y 
gar  nicht  mehr  abhängenden  Grössen  P,  S,  T  ausgedrückt  sind. 

Die  Formel  79)  liefert  fSr  das  zwischen  0  und  360<^  liegende 
2to  zwei  um  180^  verschiedene  Werthe,  die  wir  durch  2tci'  und 
Iw*'  bezeichnen  wollen »  so  dass 

2fo"  =  2to'  +  I80<' 
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ist,  aod  f&r  w  also  die  beiden  um  90^  von  eioander  versebiedeDen 
Werthe: 

«/    und    w''  =  w'  +  90o 

erhalten  werden.    Jenachdem  die  Grosee   G  positiv  oder  negativ 
ist,  ist  oacb  80): 


sin2fi7'  >  __  G    cos2w'  i  _      F^H 

oder: 

sin2fo"i  _  G  cos2ii>">  _  F-^H 


Im  ersten  Falle  entspricht  den  Wertben  w  =  w',  w  ss  v>'^ 
das  Maximum  und  Minimum;  im  zweiten  Falle  entspricht  den 
Werthen  w^zw",  lo^to'  das  Maximum  und  Minimum;  denn  aus 
dem  Obigen  wiesen  wir^  dass  den  oberen  und  unteren  Zeichen 
immer  respective  das  Maximum  und  Minimum  entspricht,  wo  na- 
turlich Maxima  und  Minima  immer  nur  im  Sinne  der  Differential- 
rechnung zu  nehmen  sind  und  nur  in  diesem  Sinne  genommen 
werden  dürfen.  « 

Die  beiden  Norroalschnitte,  denen  das  Maximum  und  Minimum 
von  ü  entspricht,  werden  Hauptschnitte  genannt;  aus  dem 
Vorstehenden  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  dieselben  immer  auf 
einander  senkrecht  stehen. 

Betrachtet  man  im  Allgemeinen  zwei  den  Winkeln  to  und 
tri=w-f-90^  entsprechende,  auf  einander  senkrecht  stehende 
Normalscbnitte,  und  setzt: 

ü  =i  Fcpsfo^i-  Gswwcosw-i- Hsioul^ , 

üi^FaMWi^+GsinwiCOBfOi  +Iia\nfOi^; 

80  ist,  weil 

cost^i  =  — sin«?,    sintOj=costo 


ist: 


also: 


ü  =  Fcosf©*+  Crsintocosto  +  ^sinto^, 
(7|  =  Fsinto^—  &sintocost9  -f  ^cosw^; 


19* 
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und  folglich  nach  84): 

88) C7  +  t7,  =  S, 

Bo  dafis  also  für  alle  auf  einander  senkrecht  stehende  Normal 
schnitte  die  Samine   CZ-l-I^i   eine  constante  Grosse  Ist. 

Wir  nehmen  jetzt  an^  dass  die  Bedingung 

7'<0 

erfüllt  sei;  wenn  man  dann  w  sich  von  0  his  180^  stetig  verSn- 
dern  lässt,  so  verschwindet  ü  niemals,  es  ändert  sein  Zeichen 
Dicht  und  hat  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  F  und  H;  filr  to=0 
und  w  =  180^  hat  ü  gleiche  Werthe ;  der  grOsste  und  kleinste 
Werth»  welchen  (7  erhält,  sind  offenbar  wirkliche  absolute  Mazima 
und  Minima,  oder  wirkliche  absolute  Minima  und  Haxima,  nicht 
bloss  Maxima  und  Minima  im  Sinne  der  Differentialrechnung,  wie 
man  am  besten  auf  der  Stelle  mittelst  einer  einfachen  geometri- 
schen Darstellung  übersieht,  und  diesem  absolut  genommen  grugs- 
ten  und  kleinsten  Werthe  von  ü  entspricht  offenbar  der  kleinste 
und  grusste  Krümmungshalbmesser,  welchen  wir  respective  darcb 
R'  und  R"  bezeichnen  wollen. 

Wenn  F  und  H  positiv  sind,    also  auch   ü  stets  positiv  ist, 
80  ist  nach  64)  und  66): 

89) 

j^^ dx [ 

""      Fcosto*+  6rsintocosto-f  ^sioflo^' 

Y—u= ^ 


Fcosto^  +  G8inu>cosw+  ÜBinw^ 
und: 

ps 

'*    '    *  Fcosfi>*+Gsintrcostö  +  /fsln»*' 

und  nach  82)  ist  offenbar: 
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2/*» 


91) 


R»= 


2P» 


F+JB—  VG^  +  (F—  Ä)«  * 


Weil  nun,  indem  wir  wegen  der  jetzt  zur  Anwendung  kommen- 
den Begriffe  and  Bezeicbnnngen  auf  die  Abhandlung  fiber  die 
Normalscbnitte  des  Ellipsoids  in  Tbl.  XL.  Nr. XXL  verweisen: 

a»  1      /» Sa  1         /» w 

M(Ä)=2^y        ß8w=25V       *^' 


also: 

0 

27r 

0 

ist,  ao  ist  nach  90): 

Fcosto^  -f-  £r  sinto  costo  -|-  ^sinto* 

Nach  einer  sehr   bekannten   Integralformel  *)  ist  aber ,    weil 
iFH—G*  unter  der  Voraussetzung  7'<0  eine  positive  Grosse  ist: 

dw /* atangto 

Fcosto*-f  &6inu7costi?-f  i/sinti?^  "^^J    F+Gtangwo  +  Otangufl 

2  ^    ^       G+2Ätangw 

Folglich  ist,  wenn  wir  uns  alle  Bogen  zwischen  —in  und  -f  i^ 
genommen  denken: 


/ 


in  a«, 


Fcostc'  -|-  Crsinwcostp  -|-  ^sinto* 


2  .  .     ^       G+2Ätang4»      .    ,        G +  2ÄtangO, 

=  V4fLg»  '*"  -  ^"*""«  Vl^^^'' 


*)  M.  ••  meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der 
höheren  Analygis.    Leipzig.  1838.     S.  164. 
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weil  nSmIich  H  positiv  ist  *) ;   und : 

Sw 


f 


FcoBtd^-t'Gainwcosw'i-Halntp^ 


*)  Dlei  war  In  Thl.  XL.  S.  310.  auch  der  Fall,  ist  aber  dort  Dicht 
besonders  herTorgelioben  worden. 

'*)  Warnm  bei  der  ersten  und  Eweiten  Integration  respective 


und 


Arc.«.gf±^^  =  ArcU«g(+.) 


Arctang     '         ^°Sjg  =  Arntang-  ( —  ») 


gesetzt  worden  ist,  wird  einer  besonderen  Erläuterung  nir.bt  bedürfra, 
wenn  man  nur  bedenkt,  dass  immer  das  Gesetz  der  Stetiglreit  festza- 
halten  ist. 

Zur  weiteren  Erläuterung   und  Begründung    de«  Integrals   auf  der 
folgenden   Seite  mag  indess   noch  das   Folgende  hier   bemerkt   werden. 

Das  allgemeine  Integral  ist  nach  dem  Obigen: 

dw 2  G+2ffUn^ 

F cos  tt7*  -f-  6'  sin  tt7  cos  w  +  //sin tP*  "~  ^^pü—G^  ^^  *"^  VAFH  —  C*  ' 
und  es  Ist  folglich,  wenn  e  eine  der  Null  sehr  nahe  kommende  positive 
Grosse  bezeichnet  und  alle  Bogen  zwischen  — \n  und  -f-isr  genomraeo 
werden: 


f 


r 


A*cu8fr'-f^*'intPco8tr-|-  Afsintr* 


2           ..             ^H-2^tang(i9r— 0      .     ,        tf4-2^tang0, 
-    - =   Arctang     ^  ^..^.——^ ^  — Arctang-J  ^-\, 


>+ 


dw 


/*cos  fo^-\-G%mtD  cos  to  -f  Um w^ 

\n-\-e 


ViFH  ^G*  VUFa  -  C»  V4Fff—  6* 
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weily  wie  schon  bemerkt,  jEf  positiv  ist;  also  nach  einem  bekann- 
ten Satze  von  den  bestimmten  Integralen : 


r 

o 


Fcosfo*+  Gsintocos  w+£fsintr*       y  iFH-^G^ 


Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


Alio  ist,  wenn  u,  V  der  Null  sehr  nahe  kommende  positive  Gröatea  be- 
zeichnen,  weil  /iT  positiv  ist: 


/' 


Fw  IP«  +  ^  iin  tP  CO«  w + AT  tin  fP* 

2  G  , 

'  (i«  —  II)  —  Arctang  ■  —  !• 


/» dw 

Arctang -r== —  (— 1»  +  r)  I ; 


'^^FH  —  <?«  y^FH—G* 

folglich : 


Fcii%w*-\-G%\iAWtiQ%W^H%\nW^ 

dw  2 


o 

. — - — ■ I«— .fti4-g1i« 

F  CO»  fp*  +  ^  «in  IP  CO«  w + AT  «in  W*  "*  ^^Fff—G^ 

Weil  non  offenbar 

/» 8ip 
F  CO«  «P*  4-  tf  sin  tP  CO«  iP  -|-  AT  «in  tP* 

o 

die  Grame  ist,  welcher,  wenn  «  «ich  der  Noil  nähert,  die  Summe 

/4?»-« dw 
Fco9W*-t-Gmwco»tß-\-aBinw* 

o 

/n  dw  

^co««'*  -I-  G  «intpcottf  4*  ff»tnw* 

sich  nähert,  und  weil ,  wenn  e  Sich  der  Null  nähert ,  nach  die  Grö««en  U 
lind  V  «ich  der  Null  nähern  i  «o  i«t  offenbar : 

/n  dw 29t 
FcoHW*-{'GnnWcoHW-{'ff9\nW^'^  yjpffZr^* 
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und  weil  nun  nach  91)  offenbar: 

AFH—G*  VAFH—G* 

ist,  so  ist: 

93) M(Ä)  =  V^^^ 

o 

Nach  89)  und  90)  ist: 

dti 

du 
du 

rw  vZ   _ 

folglich,  wie  auf  der  Stelle  erhellet: 


also  nach  93): 


du 
M(X)-ar=-^M(Ä), 

0  *^     0 

du 
M(y)-,=-^*M(Ä). 

O  ''^    o 

du 

M(Z)-,  =  -Jm(ä); 


du 

m(X)-*=-^Vä^, 
du 

94) }in  gi     , 

'  M(Y)-.3,=-^Vä^, 

du 

M(Z)~*=-^Vä^; 

0  " 

oder: 
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9u 


M(X)-Ä=- 
o 


V(l)'-(|)'+(§' 


95)...  ^M(Y)-i/=.    ^ 

0 


YO'-dJHD" 


M(Z)-*=:-  "* 


v^g)'+(iy<E)' 

Weil  hiernach: 

2t  Stt  Stt 

M{X)~a:     M(Y)-y     M(Z)-.  y^^^, 

3tt      ~       ^      ^      ^      ^  P 

8a.*  d^  dz 

ist,  8o  liegt  der  durch  die  Coordinaten 

9»  3>K  27r 

M(X).    M(Y),    M(Z) 

0  0  0 

bestimmte  Punkt  auf  der  Normale  der  Fläche  in  dem  Punkte  (or^z). 
Auch  ist  offenbar: 


^71  %n  7,n 


lM(X)-:rP  +  lM(Y)-.y|*  +  {M(Z)-zP  =  (VÄ^7r)«. 

0  0  0 

Wenn  F  und  H  negativ  sind»  also  auch   V  stets  negativ  ist, 
so  ist  nach  64)  und  66) : 

X  — ar  =  — 


'  Fcos  to* -f  Cr  sin  to  cos fo-|- ^sin  ti?^ ' 

9«)  .••  •{  Y_« ^- 

"         Fcosio*-|-€rBiD<ecosto-|-ir8mio*' 

z-,=.  ^' 


Fcos«o*+  Gsintocosto+£fsinfo* 

und: 


Digitized  by 


Google 


282  Cruneri:    Wichtiger  aUffemeiner  Sat% 

g?)  .   .   .   Ä—  "^Fcosw«+Gsini»co8fc+jEf«info*' 
und  nach  82)  ist  offBobart 

2/» 

98)         ; 


F+Ä+VG«  +  (F— IT)« 

Ganz  eben  so  wie  vorher  ist: 

ii(ß)=-y  I»«. 

o 
also  nach  97): 

M(Ä)  =  -  — y       Fcosfo«  -f  Gsin  1000810  -f  ff  sin  w<* 

o 

Femer  ist  eben  so  wie  vorher: 

8fp 

Fcosio'Hh  G^sintoco8f0  +  ff  sin«0* 

2  ^    ,       C?-f2fftangto 

Hnd  folglich«    wenn  man  sich  wieder  alle  Bogen  zwischen  — ^z 
and  -f  1»  genomnien  denkt: 


o 


dto 


FcostP*-f- Crsintocosto -|- ^«into* 


2  ^       C+2/rtangJ«      .     .        G  +  2gtaiigO. 

weil  nämlich  H  negativ  ist;    und: 


f 


Fco8  w*  +  G  sin  w  cos  u>  +  ff  sin  «p* 

2  .^    ^       G  +  2fftangw      ^    ^       G  +  2fftaDgiff 

=  V4i^ff^<^  ^^""^"^V4Fff  ■-  <>^  ^"^°g   V4rff-S> 
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i  l  Arctang— r=====^ -4»J . 


weil,  wie  schon  bemerkt,  £f  negativ  ist;  also  nach  einem  bekann- 
ten Satze  von  den  bestimmten  Integralen : 

/« Bw 2gr 
Fco8«o*+ Csintoco8w  +  £fsinto*""     y  4Fiy G* 


*)  Zor  näheren  Erläoterung  und  Begründung  mag  noch  Folg^ende« 
dienen. 

Das  allgemeine  Integral  ist  nach  dem  Obigen: 

r  ^ =  ^         -Arctnng  G  +  ^^f»' 

J    fcoiiip*+(yiin»coBw+i/iin»*      iT^FH 6?*  V4FB^G* 

also,   wenn  «  eine  der  Null   sehr   nahe  kommende  positive   Grosse  be- 
zeichnet,   nnd  alle  Bogen  iwischea  —  Jsr  nnd  -\-i7t  genommen  werden: 


/ 


4»-«  3ip 


i^cos  w^-{'G  sin  w  cos  ir  -f-  i7sin  w* 


2  ..  G+2^tang(4flr-0      .     ,        G4-2i5ri»np:0 

:  -  I  Arctang  ■-^^— --=—== — ■  — Arctang      '  igr-  i, 

/» 8io 
Fcos  tc;* -f"  ^  *ia  if' <^<^s  *^~l' '^'i'' *^' 

-  2  t  Arctang  ^^:^g!!!;^^Jr  ,,Arctang.^+"^^"°g<^+^>^ 


^4FH''  G*  V*4/!fir—  G*  V^^FH^  G* 

Also  ist,  wenn  ti,  v  der  Nnll  sehr  nahe  kommende  positive  Grössen  be- 
zeichnen ,   weil  H  negativ  ist : 

/l»-»  ^_ Bw 
Fcos  w*-{-G  sin  w  cos  w  -{-  Huin  »■ 

o 

I  (—Jjr+tt)— Arctang -p====^|, 


V^FH-'G*  Y^FH-^G^ 

/« 3io 
Fcos  10*  -|-  G  sin  w  C08U7  -|-  fi'sin  to* 

2  G 

=  —  t  Arctanc  —  -—  (4«  —  «)  | ; 


folglich : 
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Daher  ist  nacb  dem  Obigen: 

99).  . 

M(Ä)  = 

0 

2P» 

WUH-0*' 

lind  weil 

nun  nach  98)  offenbar: 

R'R"  . 
also: 

ist,   so  ist: 

4|>« 

21» 
V4fÄ-G» 

100).    . 

M(fi)  = 

=  yTif/v. 

Nach 

96)  und  97)  ist: 

X- 

du 
X—  -p  K, 

du 

Y- 

du 

Z- 

/»l»-« 

du, 

r 


^  Bw  2 


Fco«  i&*  -f"  ^'  »In  ö'  CO«  w-{'H9ln  w*       YaFH G* 


=r  l-*+(«+r)|. 


Weil  nun  offenbar 


r 


FcoBw^  -f"  Gniaw  cottr  +  H«ioi0* 


die  (franse  ist,  welcher  «icb,   wenn  c  «ich  der  Null  nähert,  die  Sonroe 


f 


Fco«  w^-l-G  «in  w  co«  u;  -f-  Stlnw^ 


Fco«  ii;*  +  G  sin  «?  co«  w  -|-  ^^«in  w* 

nähert,  und  weil,  wenn  e  sich  der  KuU  nähert,  auch  die  Grf»«sen  u  und 
V  sich  der  Null  nähern;    so  ist  offenbar: 

/*» dw ^ 2gr 

/         Fco8t&*-|'^^^nt0cosf47-|--£^ttinto*  V4F6r~G'' 
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fotglich,   wie  auf  der  Stelle  erhellet: 

«»  %x  *"  « 

M(X)~a:=-p  M(/?), 

8t£ 

M(Y)-y=^M(ß), 

du 

M(Z)-*  =  -ßM(«); 

o  '^  o 


also  naek   100): 


hu 
P 


o 


du 

o  '^ 

du 

BKZ)-*«^^«'«"; 


oder: 


M(X)— a:  = 


102)...<M(Y)-y  = 


I»,  ^Vä'ä" 


1  o 


V?s)^(|)-+e)- 


du 


M(Z)  —  *  =  .         . . 

Weil  hiernach: 

^       ""       äu  8m  P~ 

ar  8^  8z 

ist,  80  liegt  der  durch   die  GoorflinateD 
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t 

tn  2»  9,n 

M(X),    M(Y),    M(Z) 

0  0  0 

bestimmte  Punkt  auf  der  Normale  der  Fliehe  in  dem  Punkte  (xyx). 
Auch  ist  offenbar: 

«»  «»  2x  _ 

|M(X)-ar|«  +  IM(Y)  -yl»  +  t  M(Z)  -  x)«  =  <Vl5^')*- 

OVO 

In  beiden  Fällen  ist  also: 

•103) M(Ä)  =  VÄ^Ir 

o 

und: 


du 


du 

o  ^ 

du 


oder: 


M(X)-*=T 
« 


V(i)v^Mf) 


du 

105)      <  M(Y)-3,=T 


^^^Ä' 


\W^^ÄW" 


M(Z)-»=T 

0 


<~^)'<%)Hty' 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt  ^  jenachdem 
die  Grossen  F  und  H^  also  nach  62)  die  Grossen  L  und  2V,  beide 
positiv  oder  beide  negativ  sind.    Der  durch  die  Coordinaten 

%n  ^n  ^K 

M(X),    M(Y),    M(Z) 
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bestimmte  Punkt  liegt  immer  auf  der  Normale  der  Fläche  In  dem 
Punkte  (xyz),  und  immer  ist: 

{M(X)-:r|*  +  IM(Y)  -yl«  +  |M(Z)  -i1«  =  (VFä*)«. 

o  o  « 


§.  12. 
Wir  nehmen  wiederum  an,  dass  die  Bedingung 

erfüitt  sei. 

Wenn  F  und  ff  positiv  sind ,  also  auch    ü  stets  positiv  ist, 
80  ist  nach  64)  und  66): 

-,  ox 

X — ar  = 


Feoau^+GBinweoBwi-JHBmui* ' 


^"^>       W     v^      _         .     _^ 


P« 

^  Fcoa  w*4  Gsin  wcoiBt0-|-/l8info* ' 

du 
Z  — *  = 


S^* 


'Fcosfo*-|-Gsin  tocosto-f  £fsinw' 
und: 

1  1* 

107)  . . .  -g  =  p5(Fcosf©*+  Gsintocosir-f  ^fiini«*); 

und  nach  91)  ist: 



Ferner  ist: 

also  nach  107): 
Mf-glssÄ— p3  /         (Fcosio*-|-Crsintocosfo-|-^slnto')dtOf 
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folglich ,  wie  man  leicht  findet  *) : 

Nach  106)  ist  aber: 

J_        1    _F+H 

also: 

10») ?(ß)  =  *G'  +  S') 

Wenn  F  und  H  negativ  slnd^  also  auch  ü  stets  negativ  ist« 
8o  ist  nach  64)  und  66): 


Fcos  w^+  G  sin  w  cos  to-f- Asinto* ' 

*  Fcos«7>-|-Crsintocosio+^8in«o* 

Z_,__ ?! 

y  Fcosto'-|-6r8iotoco8t<7-fibiDtp* 

und: 

111)  .  .  .  ^=--2m(^'^"*"'+^"'"**'®""'+^*''"''')» 
and  nach  9S)  ist: 

ll'i) . 


R' 2/» 


f  Ä"—' 


F+g+VC-KF-TI^ 


2/M 

Ferner  ist: 

*J/1\        1    /»«»8a» 

o 
also  nach  111): 

tn  f\\  1         p^n 

M(  «)  =  — 25SP«  /  (Fco8fc*+Crsintocos«o+£fslnfc")Sir, 


*)  H.  s.Thl.XL.  S.  308. 


Digitized  by 


Google 


von  den  Flächen. 


folglich  wie  vorher: 
Nach  112)  ist  aber: 


1©=- 


also: 


Diese  Relation  gilt  folglich  allgemein  in  beiden  F&llen. 


§.  13. 

Ans  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  ergiebt  sich, 
dass  der  in  Tbl.  XL.  8.  312.  für  die  Normalschnitte  des  Ellipsoids 
bevriesene  Satz  für  jede  Fläche  gilt^  fär  welche  in  dem  Punkte 
{xy;£)  die  Bedingung  T  <  0  erfüllt  ist.  Man  hat  nnn  aber  auch 
noch  das  Folgende  zu  merken. 

Weil  nach  84) 

ist»  und  unter  der  Voraussetzung  T  <  0  die  Grossen  h  und  N 
bekanntlich  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  sind  hy  N,  eben  so  wie 
F,  H,  beide  positiv  oder  beide  negativ,  jeoachdem  die  Grosse 
iS  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  daher  iS  positiv  ist,  so  ist  nach  84),  85),  91): 

2P» 


Ä' 


Ä^  = 


2P8 


and  wenn  <S  negativ  ist,  so  ist  nach  84),  86),  98) : 

2P» 


R' 


«"=. 


2P» 


S  +  Vs^+iP^T' 

also  ist: 

TheUXLI.  20 
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2P» 


114). 


uod: 


116). 


STVÄ«  +  4P«t' 

\ 


wenn  man   die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,   jenachdem     \ 
S  positiv  oder  negativ  ist 

Also  ist: 

116). . .  Ä'Ä^=-^,  yrww=  '^ 


nnd: 

^^'^^ fi'+E^^^pi' 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  jS  positiv 
oder  negativ  ist. 

Für  das  Ellipsoid  ist 

'  •=(f)"+(0*+(0"- 

und,  wie  wir  schon  in  §,9.  gesehen  haben: 

o«6«c"* 
also  7<a    Ferner  ist  nach  83*): 

oder  nach  83): 
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also  5  positiv y  und  in  den   vorstehenden  Formeln  sind  folglich 
die  oberen  Zeichen  so  nehmen.    Daher  ist  nach  116): 

RR    _  -i6~  ~T~ 

o«6«c»  aH*c* 

also: 

i  i  i 

l^    \__ a«'6«'c» 

und  Dach  117): 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  in  Tbl.  XXVIII.  S.  34.  and 
S.  33.  auf  anderem  Wege  fQr  das  Ellipsoid  entwickelten  Formeln 
genau  äberein.     Aus  115}  erhält  man  auch,  weil  S  positiv  ist, 

leicht : 


2  a' 


i  +  i  +  1  f'4.S!4.i* 


U  +  65  +  ?;    V^  +  65  +  ^y 

.  /"( 1.1.1    «•.»« .1«  \«    7xx~r~ 

1       lVa«W>/        U*^6*+c*>'    )        Va*+6«  +  c*>/ 
1  +  1+1  ?'+2!  +  ^ 

Vo<  +  6«  +  cV       W  "*■  4*  ■'^  c*^ 

1.1.1      ^VtTE~V    .  1  1  L 

was  gleichfalls  mit  den  in  ThI.  XXVIil.  S.  34.  gegebenen  Formeln 
genau  fibereinstimmt,    nur  dass  dort  der  Kürze  wegen  zwischen 
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dem  grossten  und  kleinsten  Krfimmnngshalbmesser  nicht  bestimnit 
unterschieden,  und  diese  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  Un- 
terscheidung damals  dem  Leser  überlassen  worden  ist»  wodorch 
bei  der  damaligen  Losung  der  Aufgabe  nothwendig  die  doppelten 
Vorzeichen  in  die  dortigen  Formeln  kommen  mussten,  die  jetzt, 
wo  zwischen  dem  grossten  und  kleinsten  Krümmungshalbmesser 
bestimmt  unterschieden  worden  ist,  in  den  Formeln  natürlich  nicht 
mehr  vorkommen. 

Endlich  ist  nach  94)  und  101): 

M(X)=arT^VÄ^fi^, 
du 

du 

M(Z)  =  2  +  ^Vä^'; 

o  *^ 

indem  raao  auch  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nimmt,  jenachdem  S  positiv  oder  negativ  ist 

§.  14. 

Mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Paragraphen   ergiebt 
sich  nun  aber  aus  §.  11.  unmittelbar  der  folgende  Satz : 

JLehrsata. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Fläche 

ist,  nnd  für  einen  Punkt  {xyz)  dieser  Fläche 

tt  =  /*(a?,y,  2), 


ausserdem 


und 


->[WW^' 


8m  du    8hl        du  du   8ht      -3«  du    3^ 

~^dx'd^'dicd^'~'^d^'^  '^dz~^dt'dx'diax' 
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80  wie 


/8m\»  j  /!*»  ^*    ?!«  ?!?  ( 

Ott   öttja«tf    S^_8%     8^ii| 

Sa: '  8y  }  82*  *  dxdy     dydz '  dzdx ) 

j,8ii  8tt  \S^    S^u       8»a     8»tt  l 

■*"^8y'8z  '8:i;«'a^82'^8iS5Sa:öy» 

J.9??  8tt  J8*tt    8*tt       Bhi     3hl  ( 
"^ ^dz'  dxiS^' dzdx" dx^' dydzS 

gfeseftzt  wird^  so  ist  unter  der  Bedingung  T<0  das 
arithmetische  Blittel  der  Krümmungshalbmesser 
aller  Normalschnitte  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyz)  derselben  das  geometrische  Mittel  zwischen 
dem  kleinsten  nnd  grössten  Krümmungshalbmes- 
ser R'  und  R"  in  diesem  Punkte,  und  dieser  mitt- 
lere Krümmungshalbmesser  ist  der  Halbmesser 
einer  durch  den  Punkt  (xyx)  gehenden  Kugelfläche, 
deren  auf  der  dem  Punkte  {xyz)  entsprechenden 
Normale  der  Fläche  liegender  Hittelpunkt  durch 
die  Goordinaten: 

du  du  du 

bestimmt  wird,  wenn  man  in  diesen  Formeln  die 
oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  S 
eine  positiye  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Wie  wir  schoo  in  dem  vorhergeheaden  Paragraphen  gesehen 
haben,  ist  für  das  Ellipsoid  7<0  und  1$  positiv;  also  gilt  dieser 
Satz  fär  das  Ellipsoid^  wenn  man  in  den  Ausdrucken  von  X,  F»  Z 
die  oberen  Zeichen  nimmt  *). 

Weil  es  bekanntlich  in  dem  Sinne»  in  welchem  es  einen 
Krümronngskreis  einer  Curve  giebt»   eine  Krfimmungskngel  einer 


")  SL  vergl.  ThI.  XL.  S.  312. 


: 
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Fläche  nicht  giebt :  so  wäre  es  vielleicht  verstattet,  die  Frage 
aufzuwerfen,  ob  wohl  die  so  eben  bestimmte  Kugel  in  dem  aus 
dem  Obigen  sich  von  selbst  ergebenden  Sinne  den  Namen  einer 
KrOmmungskugel  einer  Fläche  für  sich  in  Anspruch  nehmen  durfte. 
Hielte  man  sie  aber  dieses  Namens  nicht  für  wGrdig»  so  mochte 
man  ihr  doch  vielleicht  den  Namen  der  Kugel  der  mittleren 
Krümmung  zugestehen. 

Da  ich  diesen  Gegenstand  noch  nicht  durch  das  Obige  als 
völlig  abgeschlossen  betrachte ,  so  werde  ich  vielleicht  späterhin 
auf  denselben  noch  zurückkommen«  mit  besonderer  Rficksicht  auf 
den  Fall«  wenn  die  Bedingung  T<0  nicht  erfüllt  ist,  wo  freilich 
die  eintretenden  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  ein  besonderes 
Moment  der  Untersuchung  bilden  müssten;  einige  Flächen»  für 
welche  d4e  Bedingung  T<0  allgemein  erfüllt  ist«  unter  denen 
sich  das  in  ThI.  XL.  Nr.  XXL«  auch  noch  in  anderer  Rücksicht, 
ausführlich  untersuchte  Ellipsoid  befindet«  sind  schon  oben  in 
§.  9.  beispielsweise  namhaft  gemacht  worden. 


A    n    b    a    n    g. 

Es  lag  in  dieser  Abhandlung  für  jetzt  nur  in  unserer  Absicht, 
den  vorher  ausgesprochenen  Satz  streng  und«  mit  Rücksicht  auf 
seine  noth wendigen  Einschränkungen,  sicher  zu  begründen,  nicht 
aber  auch  in's  Einzelne  gehende  Untersuchungen  über  die  kieio- 
sten  und  grössten  Krümmungshalbmesser  selbst  anzustellen.  Je- 
doch mag  in  dieser  Beziehung  hier  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Wenn  wie  in  70) 

l7  =  Fcostt>*+  Crsintocosfo-f-  Äsintr* 
gesetzt  wird,   so  ist  nach  67): 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  die  Grosse 
U  positiv  oder  negativ  ist. 

Nach  86)  ist  für  das  Maximum  und  Minimum  von   C7: 


2P=:S±VÄ«+4P«r, 

für  das  Maximum  das  obere«  für  das  Minimum  das  untere  Zeichen 
genommen ;   dass 
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stets  positiv  ist^  versteht  sich  hiernach  voo  selbst«  und  auf  der 
Stelle  erhellet  auch,  dass  das  Prodact  der  beiden  vorstehenden 
Werthe  von  217  die  Grosse  —4/^7  ist. 

Wenn   T<0  ist,   so  haben  hiernach  die  beiden  Werthe 
2ü=5±V^ÄHMPäf 

gleiche  Vorzeichen,  und  zwar  offenbar  immer  gleiches  Vorzeichen 
mit  S.  Bezeichnen  wir  nun  die  dem  grössten  und  kleinsten 
Werthe  von  17  entsprechenden  Werthe  des  Krümmungshalbmes- 
sers jetzt  überhaupt  durch  R^  so  ist  nach  dem  Obigen: 


jenacfadem  S  positiv  oder  negativ  ist.    Wenn  jS  positiv  ist,  so  ist 

217=  iS+  VS^  +  AP^T 
ein  absolutes  Maximum  und 

2C7=:S— V^Ä«  +  4P«r 

ein  absolutes  Minimum ;   also  sind  der  kleinste  und  gT5sste  Krfim- 
mungsbalbmesser  respective : 

2P»  ^  2P» 

und 


Wenn  ferner  5  negativ  ist,  so  ist 

217=  5+  V^Ä*+4P«T 
ein  absolutes  Minimum  und 

2üz=s— VÄ*+4/«y 

ein  absolutes  Maximum ;  also  sind  der  kleinste  und  grosste  Krüm- 
mangshalbmesser  respective : 

2Ps  ^  2P» 

und 


Bezeichnen  wir  also  den  kleinsten  und  grussten  Krümmungshalb- 
messer respective  durch  R*  und  Rf'y   so  ist: 


oder 


s-\^s>+4/»r'  s+V^ä+ipir' 
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jenachdem  jS  positiv  oder  negativ  ist;  oder  €s  ist: 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  iS 
positiv  oder  negativ  ist,  ganz  übereinstimmend  mit  dem,  was  wir 
schon  oben  in  114)  gefunden  haben.  Dass  in  diesem  Falle  R' 
und  R"  wirkliche  Minima  und  Maxima,  nicht  bloss  Minima  and 
Maxima  im  Sinne  der  Differentialrechnung  sind,  erhellet  leicht. 
Wenn  T  >  0  ist,   so  haben  die  beiden  Werthe 

2P=s±  vs»+4P*r 

ungleiche  Vorzeichen,  und  zwar  liefert  offenbar  das  obere  Vor- 
zeichen immer  einen  positiven,  das  untere  Vorzeichen  immer 
einen  negativen  Werth.  Da  nun  das  obere  Vorzeichen  ein  Maxi' 
mum,  das  untere  ein  Minimum  liefert«  so  liefern  in  diesem  Falle 
beide  Vorzeichen  absolute  Maxima,  und  wenn  man  mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Vorzeichen  auf  einander 

2P» 
Ä=db 


s±\rs^+ip^T 


setzt,  so  liefern  beide  Zeichen- Combinationenflir  R  absolate  Minima. 
Wenn  endlich   T=zO  ist,  so  ist: 

2Ü==S±VS*; 

also  mit  Beziehung  auf  das  obere  and  untere  Zeichen  in   vorste- 
hender Gleichung: 

S      .       ^      *  0 


c=t 


0  ^^^'    ^=  \  S' 


jenachdem  i$  positiv  oder  negativ  ist.  Wenn  iS  positiv  ist,  so 
ist  V=^S  ein  Maximum  und  17=0  ein  Minimum;  wenn  S  nega- 
tiv ist,  so  ist  17  =0  ein  Maximum  und  Ü=^S  ein  Minimum;  In 
beiden  Fällen  ist  U=^S  also  ein  absolates  Maxiroam,  folglich, 
wenn  man 

IM 

setzt,  und  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  'S 
positiv  oder  negativ  ist.  In  beiden  Fällen  R  ein  alüolates  Hini- 
mam.  Der  Werth  17  =  0  liefert  ffilr  R  das  Symbol  des  Unendlichen. 
Vorstehendes  in  genOgender  Weise  noch  weiter  ausznßihreB, 
liegt  jetzt  nicht  in  unserer  Absicht. 
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Kxwm. 

Die  harmonischen  Reihen. 

Von 

Herrn  Dr.  Josef  Knavy 
Professur  der  Mathematik  zu  Graz. 


§1 

Die  Mathematiker  haben  sich  nachdem  Vorgänge  von  Leib- 
Ditz,  Bernoalli  und  EaJer  viel  mit  den  sogenannten  harmo- 
nischen und  solchen  anderen  Reihen  beschäftiget^  welche 
ans  den  ersteren  dadurch  entstanden  gedacht  werden  können, 
indem  man  die  gleichvielten  nach  der  Ordnung  folgenden  Glieder 
zweier  oder  auch  mehrerer  von  ihnen  mit  einander  vereiniget. 
Bis  jetzt  aber  wurde  die  Lehre  von  den  eben  bezeichneten  Reihen 
keineswegs,  wie  es  wohl  hätte  geschehen  sollen,  als  ein  zusam- 
men gehöriges  Ganzes,  eine  eigene,  wenn  auch  vielleicht  nicht 
sehr  aasgedehnte  Abtbeilung  der  Analysis,  In  Betracht  gezogen, 
sondern  vielmehr  stets  nur  gleichsam  gelegenheitlich  vorgenommen 
und  jene  Reihen  eigentlich  nur  als  die  zunächst  sich  darbietenden 
Beispiele  gebraucht,  um  daran  die  Anwendung  gewisser  aufge- 
stellter, mehr  oder  minder  umfassender,  Snmmirungsmethoden  zu 
zeigen.  In  Folge  dieser  Behaodlungswelse  hat  es  sich  ergeben, 
dass  zwar  eine  bedeutende  Anzahl  von  interessanten,  zuweilen 
fast  überraschenden  Reihensummirungen  entdeckt  wurde,  dass 
jedoch  letztere  eines  durchgreifenden  Zusammenhanges  unter  ein- 
ander zn  ermangeln  scheinen,  und  mehr  vereinzelt  dastehen,  weil 
sie  auf  sehr  verschiedenen  Wegen  und  auch  zuweilen  durch  solche 
Hilfsmittel  gefunden  wurden,  die  wohl  mit  Recht  als  allzu  weit 
hergeholt  zn  erachten  sein  dürften.    Dadurch  wird  die  Uebersicht 

20* 
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Aber  die  Gesammtheit  des  hierin  bereits  Geleisteten  sehr  erschwert 
und  man  wird  nicht  leicht  in  den  Stand  gesetzt  sich  finden,  ein 
sicheres  Crtheil  zu  fällen,  wie  weit  bei  solchen  Reihen  die  hisber 
bekannten  Methoden  der  Summirung  im  Ganzen  reichen  und  welche 
Lucken  dabei  etwa  noch  auszufüllen  erübrigen. 

Im  Nachstehenden  soll  nun  der  Versuch  gemacht  werden, 
diesen  Gegenstand,  der  nicht  ohne  praktische  Wichtigkeit  ist, 
weil  von  ihm,  wie  es  sich  zeigen  wird,  die  allgemeine  Auf- 
lösung der  Aufgabe  von  der  Summirung  aller  jener  unendlichen 
Reihen  abhängt,  deren  allgemeine  Glieder  was  immer  für  ratio- 
nale gebrochene  Funktionen  der  Stellenzahl  sind,  nach  der 
ganzen  Ausdehnung,  deren  er  föhig  ist,  der  Betrachtung  zu 
unterziehen,  und  zwar  unter  Zugrundelegung  eines  von  dem  bisher 
gebräuchlichen  etwas  abweichenden,  viel  weiter  sich  er- 
streckenden  Begriffes  der  harmonischen  Reihen  und  mit 
Beihfilfe  einer  besonderen  Bezeicbnungsweise»  durch  welche 
die  Eigenschaften  sowohl  dieser  als  auch  der  aus  ihnen  durch 
Zusammenziehung  ihrer  gleichvielten  Glieder  entspringenden  an- 
deren Reihen  mit  Leichtigkeit  kurz  und  anschaulich  dargestellt 
werden  können.  Hiebei  soll  vorzüglich  getrachtet  werden,  die  ganze 
Lehre  auf  einige  wenige  Hauptsätze  zurükzuführen  und  aus  diesen 
dann  durch  muglicbst  einfache  und  gleichförmige  Mittel  alles 
Cebrige  in  grösster  Allgemeinheit  herzuleiten»  wodurch  man  sich 
in  der  Lage  föhlen  wird^  das  Ganze  des  hierin  bereits  Erforschten 
mit  Sicherheit  zu  fiberschauen  und  die  Gränzen  genau  zu  erkennen^ 
über  welche  hinaus  man  entweder  überhaupt  nicht  su  gehen  ver- 
mag, oder  wo  wenigstens  die  bis  jetzt  bekannten  Methoden  nicht 
weiter  für  ausreichend  befunden  werden. 

Aus  dem  eben  Gesagten  wird  man  wohl  leicht  selbst  entneh« 
men,  dass  der  gegenwärtige  Aufsatz  nicht  durchgängig  nur  Neues 
enthalten  könne,  dass  vielmehr  darin  schon  wegen  des  erforder- 
lichen Znsammenhanges  auch  längst  Bekanntes  aufgenommen 
werden  müsse.  Doch  soll  letzteres  immer  nur  rodglichst  kurz  und 
mehr  andeutungsweise  erfolgen  und  nur  in  jenen  Fällen  wird  hie» 
bei  eine  grossere  Ausführlichkeit  für  nothwendig  oder  wenigstens 
gerechtfertiget  erachtet  werden,  wenn  hiedurch  ein  bereits  bekann- 
tes Gesetz  in  seiner  Giltigkeit  eine  weitere  Ausdehnung,  als  man 
ihm  bisher  zuschreiben  zn  dürfen  glaubte,  erlangen,  oder  wenn 
dasselbe  einen  von  dem  bisher  üblichen  wesentlich  verschiedenen 
Ausdruck  erhalten  soll,  durch  welchen  es  wenigstens  in  seiner 
Form  gleichsam  als  neu  sich  darstellt,  oder  endlich  wenn  durch 
eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende  Darstellungs-  oder  Her- 
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leitaogatreise  irgeod  ein  besonderer  ivfin^cbenswerther  Nebenzweck 
erreicbt  werden  kann. 


§.  2. 

Unter  der  Benennang:  harmonische  Reihe  pflegte  man 
bisher  allgemein  eine  Reibe  von  Brfichen  zu  verstehen,  deren  Zäh- 
ler alle  einander  gleich  sind  und  deren  Nenner  in  einer  arithme- 
tischen Progression  fortschreiten,  so  dass  ihr  allgemeines  Glied 

unter  der  Form 

c 

o+(n— l)rf 

enthalten  ist.  Diese  bisher  gebräuchliche  Begriffsbestimmung  soll 
nun  hier  zunächst  eine  kleine  Einschränkung  erleiden,  welche 
zur  Bequemlichkeit  in  der  aufzustellenden  Bezeichnung  solcher 
Reihen  und  auch  zur  Erleichterung  des  Ausdruckes  mancher  da- 
bei Statt  findenden  Gesetze  wesentlich  beitragen  wird«  ohne  doch 
die  Ausdehnung  ihrer  Anwendbarkeit  auf  alle  einzelnen  Fälle  im 
geringsten  zu  behindern.    Denn  wegen 


siebt  man  leicht,  dass  es  vollkommen  genüge,  nur  Reihen  von 
solchen  Brachen,  deren  Zähler  durchgängig  gleich  1  sind,  zu  he« 
trachten  und  in  ihren  Eigenschaften  zu  untersuchen«  weil  man  in 
jedem  anderen  Falle«  wenn  die  einander  gleichen  Zähler  gegebe- 
ner Brflche  von  1  verschieden  sein  sollten«  nur  eben  diesen  ge- 
meinschaftlichen Zähler  aus  der  ganzen  Reibe  herauszuziehen 
und  ihr  als  Faktor  vorzusetzen  braucht,  um  sogleich  in  allen  ein- 
zelnen Brächen  den  Zähler  1  herzustellen.  Durch  die  Beschrän- 
kung der  Betrachtung  auf  Brüche  mit  dem  Zähler  1  entfallt  aber 
die  l^othwendigkeit«  diesen  Zähler  in  der  Bezeichnung  noch  be- 
sonders hervor  zu  heben«  wodurch  letztere  bedeutend  vereinfacht 
werden  kann.  Desshalb  sollen  im  Nachfolgenden  unter 
dem  Namen  der  harmonischen  Reihen  stets  nur  Bruche 
mit  dem  Zähler  1  verstanden«  jede  Reihe  von  Brüchen 
hingegen«  deren  einander  gleiche  Zähler  von  1  ver- 
schieden sind«  soll  in  ein  Produkt  aus  eben  diesem 
Zähler  in  eine  Reihe  von  Brüchen  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Zähler  1  zerlegt  gedacht«  und  demgemäss 
benannt  und  bezeichnet  werden. 

Im  Gegensatze  zu  der  eben  ansgesprodienen  Beschränkung 
auf  Brüche  mit  dem  Zähler  1  ist  In  anderer  Beziehung  der  Begriff 
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der  harmonischen  Reihen  einer  sehr  bedeutenden  Erweiterung 
fähig.  Nimmt  man  nämlich  die  sämmtlichen  Reihen^  welche  ans 
dem  allgemeinen  Gliede 

1 

(a+ (»-!)«£)•• 
entspringen,  wenn  darin  dem  Exponenten  r  was  immer  für  ein 
ganzer  additiver  Wertb  beigelegt  wird,  als  zu  einer  einzigen 
grossen  Klasse  von  Reihen  zusammen  gehörig  an,  welche 
wieder  nach  Verschiedenheit  der  Zahl  r  in  einzelne  Abtheiluogeo 
oder  Ordnungen  zerfallend  gedacht  werden  kann;  so  Ist  ein- 
leuchtend, dass  unter  der  vorhin  festgestellten  Einschränkung  die- 
jenigen  Reihen,  welche  man  bisher  mit  dem  Namen  der  harmo- 
nischen zu  bezeichnen  gewohnt  war,  ebenfalls  der  gedachten 
Klasse  angehören  und  zwar  die  erste  Ordnung  derselben  aus- 
machen, weil  sie  aus  dem  angegebenen  allgemeinen  Gliede  dadurch 
hervorgehen,  wenn  darin  r=:l  angenommen  wird.  Nun  kann  inaa 
sich  leicht  überzeugen,  und  wird  diess  bald  näher  nachgewiesen 
werden,  dass  alle  zur  obigen  Klasse  gehörigen  Reihen  mehrere 
gemeinschaftliche  Eigenschaften  besitzen, rticksichtlich welcher 
sie  eine  ganz  gleichmässige  Behandlung  zulassen.  Auch  bei 
denjenigen  Eigenschaften,  in  welchen  die  Reihen  der  verschiedenen 
Ordnungen  sich  von  einander  unterscheiden,  wird  eine  sehr  nahe 
liegende  Analogie  überall  so  deutlich  hervortreten,  dass  sie 
sich  nirgends  wird  verkennen  lassen.  Endlich  wird  es  sich  zeigen, 
dass  die  verschiedenen  Ordnungen  jener  Klasse  von  Reihen  nicht 
nur  auf  höchst  einfache  Weise  aus  einander  hergeleitet  werden 
können,  sondern  Qberdiess  wechselseitig  dergestalt  von  einan* 
der  abhängen,  dass  man  die  Lehre  von  den  Eigenschaften  der 
Reihen  irgend  einer  Ordnung  ohne  Beiziehung  der  Reihen  höherer 
Ordnungen  gar  nicht  vollständig  abzuhandeln  im  Stande  ist,  was 
insbesondere  auch  von  den  Reihen  der  ersten  Ordnung  sich 
bestätiget  finden  wird.  . 

Durch  diese  Betrachtungen  dürfte  man  es  wohl  als  gerecht- 
fertiget anerkennen,  wenn  die  sämmtlichen  der  vorbezeicbneten 
grossen  Klasse  zugehörigen  Reihen  mit  einer  gemeinschaft- 
lichen Benennung  bezeichnet  werden,  und  hiezu,  anstatt  einen 
neuen  Namen  dafür  zu  erfinden,  der  in  die  Mathematik  bereits 
eingeführte  Name  der  harmonischen  Reihen  als  schicklich 
ausgewählt  wird,  obgleich  durch  denselben  bisher  nur  eine  einzige 
Ordnung  derselben  bezeichnet  zu  werden  pflegte.  Es  kann  diess 
um  so  unbedenklicher  geschehen,  da  die  gewöhnlich  mit  der 
gleichen  Benennung  belegten  Reihen  von  allen  übrigen  durch  den 
Beisatz:  der  ersten  Ordnung  leicht  und  sicher  unterschieden 
werden  können,  wodurch  jede  Verwechslung  hintan  gehalten  wird« 
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Demnach  wird  hiemit  festgesetzt,  dass  unter  dem 
Namen:  ,,harroonische  Reihen*'  alle  aus  dem  vorhin  an- 
gegebenen  allgemeinen  Gliede  hervorgehenden  Reihen 
zusamroengefasst  werden  sollen,  und  zwar  jede  von 
ihnen  der  sovielten  Ordnung  dieser  Reihen  angehöre, 
als  der  Ordnungsexponent  r  anzeigt 

Diese  von  der  bisher  gewöhnlichen  Bedeutung  abweicheode 
Begriffsbestimmung  liegt  der  gegenwärtigen  Abhandlung  durch- 
gängig zum  Grunde,  wesshalb  der  Ausdruck:  harmonische 
Reihen  hier  stets  in  dem  eben  erklärten  Sinne  genommen  wer- 
den muss,  um  jedes  Missverständniss  zu  vermeiden. 

Eigentlich  ist  es  keineswegs  unumgänglich  nothwendig,  dass 
der  Ordnungsezponent  r  in  dem  obigen  allgemeinen  Gliede  wirk- 
lich eine  ganze  additive  Zahl  sei,  wie  es  dort  vorausgesetzt 
wurde;  vielmehr  konnte  demselben  auch  jeder  andere  gebrochene, 
irrationale  oder  komplexe  Werth  beigelegt  werden.  Allein 
eine  so  weite  Ausdehnung  dieses  Gegenstandes  ist  nicht  nur  bis* 
her  noch  von  Niemandem  versucht  worden,  sondern  es  hat  sich 
auch  bis  jetzt  keine  hinlänglich  nützliche  Anwendung  ergeben, 
welche  davon  gemacht  werden  könnte,  um  die  mit  dieser  Erwei- 
terung verbundene  MQhe  zu  lohnen.  Aus  diesem  letzteren  Grunde 
soll  auch  hier  die  Untersuchung  auf  den  schon  vorhin  angenom- 
menen einfachsten  Fall,  dass  nämlich  r  stets  eine  ganze  additive 
Zahl  bedeute,  beschränkt  bleiben,  obgleich  man  sich  ohne  Mfihe 
die  Ueberzengung  verschaffen  kann,  dass  einige  von  den  bald 
aufzustellenden  Gesetzen  auch  ßlr  die  Qbrigen  mehr  verwickelten 
Fälle  ohne  Weiteres  gelten.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  beiden 
in  dem  obigen  allgemeinen  Gliede^  der  harmonischen  Reihen  vor- 
kommenden Zahlen  a  und  d,  deren  erste  a  zum  Behufe  möglich- 
ster Kürze  des  Ausdnickes  durch  den  Namen:  Anfangszahl« 
die  andere  d  aber  als  Differenz  der  harmonischen  Reihe  be- 
zeichnet werden  soll.  Bei  diesen  zwei  Zahlen  hat  man  sich  zwar 
bisher  ebenfalls  fast  immer  auf  ganze  oder,  was  hiebei  auf  das 
nämliche  hinauskommt,  auf  rationale  Werthe  beschränkt,  weil 
diese  besonderen  Fälle  die  einfachsten,  am  häufigsten  vorkom- 
menden und  daher  nützlichsten  sind»  und  überdtess  mehrere 
EigenthGmIichkeiten  besitzen,  welche  auf  die  Summirung  der  von 
ihnen  abhängenden  Reihen  einen  wesentlichen  Einfluss  ausüben. 
Desshalb  verdienen  diese  Fälle  wirklich  eine  ausführlichere  Unter- 
sucbuDg,  die  ihnen  auch  in  der  Folge  im  genügenden  Masse  ge- 
widmet werden  soll.  Indessen  dürfen  doch  die  Fälle«  in  welchen 
a  oder  d  entweder  irrationale  oder  komplexe  Werthe  haben, 
keineswegs  mit  Stillschweigen  fibergangen,  es  müssen  vielmehr 


Digitized  by 


Google 


302  Knar:    Die  hanmnischen  Reihen. 

auch  diese  etwas  verwickelteren  Fälle  einer  besonderen  Betrach- 
tung unterzogen  werden,  nicht  sowohl  weil  diess  zur  Vollständig- 
keit der  Theorie  gehört,  als  vielmehr  hauptsächlich  weil  diese 
Erweiterung  der  Untersuchung  unumgänglich  nothwendig  aich 
zeigen  wird,  um  die  bereits  in  §.  1.  angedeutete  Aufgabe  von  def 
Suramirung  einer  sehr  umfassenden  Abtbeilung  unendlicher  Reiben 
in  aller  Allgemeinheit  auflösen  zu  können. 


§.3. 

Wie  überhaupt  in  allen  Zweigen  der  Mathematik  die  Auswahl 
einer  zweckmässigen  Bezeichnungsweise  von  der  grusten  Wichtig- 
keit ist,  muss  auch  bei  dem  hier  zu  behandelnden  Gegenstände 
vor  allem  Anderen  eine  möglichst  kurze,  libersichtliche,  nicht  leicht 
einer  Missdeutung  unterworfene  Bezeichnung  der  harmonischen 
Reihen  eingeführt  werden,  um  die  Eigenschaften  der  letzteren  und 
die  zwischen  ihnen  Statt  findenden  Beziehungen  kurz  und  unzwei- 
deutig darstellen  und  mit  einem  raschen  Ueberblicke  leicht  er- 
kennen zu  können. 

Nach  der  gewöhnlich  angenommenen  Art  wird  die  Summe 
einer  unendlichen  Reihe  dadurch  angezeigt.  Indem  man  dem 
allgemeinen  Gliede  der  letzteren  das  Zeichen  S  vorsetzt;  zur 
Darstellung  der  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
wird  diesem  Zeichen  noch  die  Anzahl  der  Glieder  beigefügt.  Diese 
Beireiehnungsweise  gewährt  hinlängliche  Bequemlichkeit,  sobald 
in  einer  Rechnung  nur  eine  oder  doch  nur  einige  wenige 
Reibensummen  vorkommen ;  sie  wird  daher  auch  im  Nachfolgenden 
beibehalten  und  auf  alle  Reihen  mit  alleiniger  Ausnahme  der 
harmonischen  in  solcher  Art  angewendet  werden,  dass  bei  end- 
lichen Reihen  die  Anzahl  der  Glieder  stets  Ober  dem  Summen- 
zeichen  beigefiigt  werden  soll,  weil  der  Platz  unterhalb  zn  einem 
anderen  sogleich  zu  erklärenden  Zwecke  vorbehalten  bleibt«  So- 
bald hingegen  eine  grössere  Menge  oder  auch  eine  nnbe* 
stimmte  Anzahl  von  Reihensumroen  in  einem  und  demselben 
Ausdrucke  susammengefasst  werden  soll,  wie  diess  nachstehend 
nicht  selten  der  Fall  sein  wird,  oder  auch  bei  Reihensammea, 
welche  sich  häufig  wiederholen,  wie  hier  die  harmonischen,  wfirde 
die  obige  Bezetchoungsweise  doch  zu  weitläufig  ausfallen,  und 
dadnrch  der  leichten  Aufstellung  und  dem  raschen  Ueberblieke 
der  dabei  Statt  findenden  Gesetze  hinderlich  sein.  Ffir  die  har- 
monischen R«hen  muss  desswegen  eine  andere  kürzere,  aber 
doch  vollständige  und  mt^ichst  deutliche  Beselehnung  ein- 
gefuhrt  werden». welche  faiemit  in  der  Art  angenommen  wird. 
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das«  au«  derselben  das  allgomeine  Glied  gänslich  weg- 
gelasseo,  dafür  aber  die  Anfangszahl  und  dieDifferens 
der  Reihe  mit  eioem  Striche  zwischen  ihnen  nnterdem 
Summenzeichen  angesetzt,  mit  Klammern  eingefasst 
und  den  letzteren  der  Ordniingsexponent  nach  Art  eines 
Potenzezponenten  beigefügt  werden  soll.  Auf  diese  Art 
wird  die  Summe  von  n  Gliedern  der  aus  dem  in  §.  2.  angegebe- 
nen allgemeinen  Gliede  entspringenden  harmonischen  Reihe»  welche 
nach  der  früher  erklärten  Bezeichnung  durch 

n  1 


dargestellt  werden  niüsste^  weit  kürzer  durch 


{a\df 


ausgedrückt,  so  dass  nunmehr 


ist;  die  Summe  eben  dieser,  jedoch  ohne  Ende  fortlaufenden 
Reihe  wird  nach  dem  Gesagten  hinfort  stets  durch 


bezeichnet  werden. 

Eine  noch  etwas  weiter  gehende  Vereinfachung  der  Bezeich- 
nung lässt  sich  in  einem  einzelnen  Falle  anbringen,  und  zwar 
gerade  in  demjenigen,  in  welchem  sie  wegen  ihres  häufigen  Ge- 
brauches den  grössten  praktischen  Nutzen  gewährt.  Wenn  näm- 
lich r=I  ist,  folglich  die  harmonische  Reihe  zur  ersten  Ordnung 
gehört^  sollte  sie  nach  dem  eben  Gesagten  eigentlich  durch 


oder,  wenn  die  Reihe  als  unendliche  betrachtet  wird,  durch 

bezeichnet  werden.  Man  kann  jedoch  hiebei  in  ähnlicher  Weise, 
wie  diqss  bei  den  Potenzexponenten  geschieht,  den  Ordnungs- 
expone«ten  1,  als  sich  von   selbst  verstehend,  ganz  weglassen, 
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wodurch  dann  auch  die  Ansetzung  der  Klammern  QberflSssig  wird, 
80  dass  die  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung,  je  nach- 
dem sie  als  endliche  oder  als  unendlich  fortlaufende  an- 
gesehen werden  sollen,  auf  die  kürzeste  Weise  durch 

S   oder  S 

a\d  a\d 

bezeichnet  werden  können,  was  für  die  Folge  stets  beibehalten 
werden  soll. 

Bei  den  eben  aufgestellten  Bezeichnungen  sind,  wie  man  sieht, 
alle  einzelnen  Glieder  der  Reiben  als  mit  einerlei  Vorzeichen 
-f  behaftet  angenommen  worden;  jene  können  jedoch  ohne  An* 
stand  auch  auf  Reihen  angewendet  werden^  in  welchen  einzelne 
Glieder  in  regelmässiger  Folge  das  Zeichen  —  vor  sich  haben. 
Man  braucht  zu  diesem  EJnde  nur  die  sämmtlichen  Glieder  der 
Reihe  in  Abtheilungen  zu  zerlegen,  deren  jede  einzelne  ans 
gleichbezeicbneten  Gliedern  besteht,  zugleich  für  sich  allein 
betrachtet  eine  harmonische  Reihe  bildet  und  daher  anch  als 
solche  bezeichnet  werden  kann,  um  auf  diese  Art  die  gegebene 
Reihe  als  Summe  oder  Unterschied  zweier  oder  mehre- 
rer harmonischer  Reihen  mit  Hilfe  der  vorhergehenden 
Bezeichnungen  dargestellt  zu  erhalten.    So  ist  z.  B. 

i L_._l L_._i L_. 

eben  so  anch 

I l L_._i \ L_. 

Es  soll  sogleich  hier  bemerkt  werden,  was  freilich  erst  später 
sich  zeigen  wird,  dass  zu  einer  jeden  harmonischen  Reihe  der 
ersten  Ordnung  eine  eigenthfimliche  konstante  Zahl,  d.  h. 
eine  solche  zugebore,  welche  von  der  Gliederanzahl  nicht  abhängt, 
wohl  aber  nach  Verschiedenheit  der  Werthe  von  a  und  d  auch 
verschieden  ausfällt,  und  folglich  als  eine  Funktion  nicht  von  n, 
sondern  von  a  und  d  angesehen  werden  muss.  Diese  In  Bezug 
auf  ft  konstanten  Zahlen,  welche  ganz  f&glich  harmonische 
Konstanten  benannt  werden  kCnnen,  spielen  bei  der  Sammirang 
der  hieher  gehörigen  Reihen  eine  sehr  wichtige  Rolle,  mSssen 
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desshalb  wegen  ihres  häufigen  Gebrauches  durch  ein  kurzes 
und  deutliches  Zeichen  in  den  damit  behafteten  Ausdrücken 
dargestellt  werden.     Hiezu  wird  nun  das  Zeichen 

C 

ausgewählt,  welches  stets  die  der  harmonischen  Reihe 
der  ersten  Ordnung,  der  enAn  Tangs  zahl  aund  Differenz 
d  ist,  zugehörige  Constante  darstellen  wird.  Die  Be- 
stimmung des  eigentlichen  Werthes  dieser  harmonischen  Kon- 
stanten wird  bald  genauer  angegeben  werden. 

Bei  den  harmonischen  Reihen  höherer  Ordnungen  kann  die 
Aufstellung  besonderer  ihnen  zugehöriger  Konstanten  leicht  ganz 
vermieden  werden,  indem  an  deren  Stelle  die  Summen  der 
unendlichen  Reihen  selbst  treten.  Desshalb  wird  in  der 
Folge  von  keinen  anderen  harmonischen  Konstanten  die  Rede 
sein,  als  nur  von  jenen,  welche  den  harmonischen  Reiben  der 
ersten  Ordnung  zugehören. 

§.4. 

Die  in  §.  3.  erklärten  Bezeichnungen  kOnnl&n  und  müssen  zu- 
nächst dazu  benutzt  werden,  um  mit  ihrer  Hilfe  die  allen  har- 
monischen Reihen  der  verschiedenen  Ordnungen  eigenthü'mlichen 
Eigenschaften  darzustellen.  Man  wird  dabei  zugleich  die  Ueber- 
zeugung  gewinnen,  mit  welcher  Leichtigkeit  jene  Zeichen  sich 
handhaben  lassen,  und  wie  sicher  durch  dieselben  die  gedachten, 
allerdings  höchst  einfachen  und  der  Sache  nach  längst  bekannten 
Eigenschaften  durch  bestimmte  klare  Formeln  ausgedrückt  werden 
können,  auf  welche  man  sich  bei  dem  später  davon  zu  machen- 
den Gebrauche  kurz  berufen   kann. 

Setzt  man  in  der  eigentlich  als  Erklärung  dienenden  Gleichung 
I.  des  §.  3.  ma  anstatt  a  und  md  anstatt  d,  so  ergibt  sich  daraus 

« 1_      1_ 1  1 

(tnalniii) 

•  •  +  (mo+(«— l)mrf)»'' 

oder 

s   -JLri+— !— +-- L_+— ^— 4-    +_J__1 

(»aM^ """»'Li^(a+rf)''   (a+2€iX^(a+3rfr+""  +(a+(ii-l)rf)Ü' 

was,  sobald  man  nur  anstatt  der  zwischen  den  Klammern  enthal« 
tenen  harmonischen  Reihe  ihre  Bezeichnung  snbstituirt,  in 

Tkeil  XLI.  21 
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übergeht,  woraas  dann  ferner  durch  blosse  UmkehruDg  auch 

n  n 

II.    S  =  m»* .    Ä 

(«Irf)'"  {ma\mdf 

folgt. 

Diese  einfachen  Gleichungen,  vermöge  welcher  die  Anfangs- 
zahl  und  Differenz  einer  harmonischen  Reihe  mit  jeder  beliebigen 
Zahl  m  multiplicirt  oder  dividirt  werden  darf,  wenn  nur  zugleich 
die  ganze  Reihe  mit  m''  multiplicirt  oder  dividirt  wird,  leisten  bei 
ihren  häufigen  Anwendungen  so  mannigfaltige  und  wichtige  Dienste, 
dass  es  wohl  die  Mühe  lohnen  dOrfte,  hierdber  einige  kurze  Be- 
merkungen beizufügen,  nicht  sowohl  weil  dabei  etwas  wesentlicb 
Neues  gesagt  werden  soll,  als  vielmehr  um  sich  in  der  Folge  stets 
bestimmt  darauf  berufen  zu  können. 

Zuerst  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  durch  die 
Gleichung  11.  jede  gegebene  harmonische  Reihe,  in  welcher  ent- 
weder die  Anfangszahl  oder  die  Differenz  oder  auch  beide 
zugleich  Brüche  sind  oder  solche  in  sich  enthalten,  durch  die 
Multiplikation  mit  den  Nennern  der  vorkommenden  Brüche  auf 
eine  andere  harmonische  Reihe  gebracht  werden  kann,  in  welcher 
beide  vorgenannte  Zahlen  ganze  Werthe  besitzen.  Demnach 
lassen  sich  alle  harmonischen  Reihen  mit  rationalen  Anfaogs- 
zahien  und  Differenzen  auf  andere  Reihen  mit  ganzen  dergleichen 
Zahlen  zurückführen,  wonach  durch  die  vorgenommene  Unter« 
suchung  der  letzteren  zugleich  die  Theorie  aller  rationalen  har- 
monischen Reihen  erschöpft  wird.  Daraus  ersieht  man  die  beson- 
dere Wichtigkeit,  welche  hiebei  die  Betrachtung  der  Reihen  mit 
ganzen  Anfangszahlen  und  Differenzen  besitzt. 

Durch  die  Gleichung  I.  vermag  man  offenbar  jeden  Faktor, 
welchen  etwa  die  Anfangszahl  und  die  Differenz  einer  harmonischen 
Reihe  gemeinschaftlich  haben  sollten,  aus  jenen  Zahlen  heraus- 
zuziehen, indem  man  zugleich  der  Reihe  den  entsprechenden 
Divisor  vorsetzt.  Dadurch  ist  man  nicht  selten  im  Stande,  die 
Anfaugszahl  und  Differenz  einer  gegebenen  Reihe  zu  verkleinern, 
was  begreiflicher  Weise  die  Rechnungen  mit  ihnen  zu  erleichtern 
geeignet  ist.  Umgekehrt  ist  es  durch  Einfuhrung  neuer  Faktoren 
möglich,  mehrere  gegebene  harmonische  Reihen  entweder  auf 
gleiche  Anfangs  zahlen  oder  auch,  was  noch  nützlicher  wird 
befunden  werden,  auf  gleiche  Differenzen  zubringen,  beinahe 
auf  dieselbe  Weise  und  mit  gleicher  Leichtigkeit,  wie  man  meh* 
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rere    gegebene  Brüche  aaf  gleiche  Zähler  oder  Nenner  ed  brin- 
gen pflegt. 

Ferner  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  solche  harmonische 
Reihen,  bei  weichen  Anfangszahl  und  Differenz  algebraisch 
irrationale  Werthe  haben^  durch  Multiplikation  mit  zweckmässig 
ausgewählten  Faktoren  dergestalt  verwandeln  könne,  dass  eine  der 
beiden  genannten  Zahlen,  und  zwar  welche  man  will,  rational 
wird,  ganz  analog  mit  der  Art,  wie  man  bei  irrationalen  Brfichen 
entweder  den  Zähler  oder  den  Nenner  nach  Willkür  rational  zu 
machen  gewohnt  ist. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  ist  man  offenbar  im  Stande  bei  har- 
monischen Reihen  mit  komplexer  Anfangszahl  oder  Differenz 
eine  dieser  zwei  Zahlen  in  eine  reelle  zu  verwandeln,  was  in  der 
Regel  wohl  am  schicklichsten  mit  der  Differenz  ausgefiihrt  wird. 

Alle  die  aufgezählten  Anwendungen  sind  so  einleuchtend,  und 
die  Art  ihrer  Ausführung  so  leicht,  dass  es  ganz  überflüssig  sein 
würde,  länger  dabei  zu  verweilen  oder  wohl  gar  sie  mit  Beispielen 
zu  beleuchten. 

8.5. 

Trennt  man  bei  einer  harmonischen  Reihe  eine  bestimmte 
Anzahl  ihrer  Anfangsglieder  von  allen  nachfolgenden  Gliedern 
derselben,  so  wird  sich  nicht  verkennen  lassen,  dass  sowohl  die 
ersteren  als  die  letzteren,  für  sich  allein  betrachtet,  selbst  eine 
harmonische  Reihe  bilden,  welche  beide  mit  der  gegebenen  Reihe 
gleiche  Differenzen  besitzen;  auch  die  Anfangszahl  der  ersten 
Abtheiinng  ist  einerlei  mit  jener  der  gegebenen  Reihe;  hingegen 
jene  der  zweiten  Abtheilung  gleicht  dem  Nenner  des  ersten 
Gliedes  in  eben  dieser  Abtheilung.  In  Gemässheit  der  Bezeich- 
nongsart  des  9«  3.  besteht  daher  die  Gleichung 

l.     s  =  s  +    s 

{a\df    (ald)*"    (a+md|d)'' 

aus  weicher  sich  durch  Umkehrung  die  weitere  Gleichung 
IL       S    =  S   -  S 

(fl+md|d)'  {a\df      (alil)'' 
ergibt. 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  man  jede  harmonische  Reihe 
in  die  Summe  oder  den  Unterschied  zweier  eben  solcher 
Reihen   zerlegen,   ja  diese   Zerlegung  lässt  sich   durch   die 

21* 
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wiederholte  Anwendang  der  Gleichungen  noch  weiter  fortsetzen 
nnd  ohne  Anstand  bis  auf  die  einzelnen  Glieder  der  gegebeoen 
Reihe  ausdehnen. 

Ein  besonderer  Fall  zum  Gebrauche  der  eben  angefilhrteo 
Zerlegung  tritt  dann  ein,  wenn  unter  den  Gliedern  der  gegebenen 
Reihe  ein  solches  vorkommt,  dessen  Nenner  gleich  0  ist, 
was,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nur  dann  geschehen  kann, 
wenn  a  und  d  verschiedene  Vorzeichen  haben  und  zogleich 

^  eine  ganze  Zahl  ist    In  einem  solchen  Falle  braucht  man  nor 

dasjenige  Glied,  dessen  Nenner  gleich  0  ist,  von  allen  übrigen 
durch  die  vorerwähnte  Zerlegung  ganz  abzusondern  und  sodann 
die  Untersuchung  der  übrigen  Bestandtheile  der  Reibe,  nach  Aus- 
schluss des  abgesonderten  Gliedes,  gerade  so  vorzunehmen,  als 
ob  jenes  Glied  gar  nicht  in  der  Reihe  vorhanden  gewesen  wäre. 

Umgekehrt  lassen  sich  durch  die  obigen  Gleichungen  auch 
zuweilen  zwei  oder  mehrere  harmonische  Reihen  in  eine  ein- 
zige zusammenziehen,  sobald  bei  dem  Vorhandensein  gleicher 
Differenzen  die  End-  nnd  Anfangsglieder  der  einzelnen  Reiben 
entweder  ohnehin  bereits  als  nach  einerlei  Gesetz  unmittelbar  aof 
einander  folgend  angesehen  werden  künnen,  oder  die  dazwischen 
etwa  fehlenden  Glieder  vorher  gehörig  eingeschaltet  nnd  dann 
selbstverständlich  auch  wieder  abgezogen  werden. 


§.6. 

Die  Gleichung  L  des  §.  4.   geht,  wenn  darin  iit= — 1  ange- 
nommen wird,  in 

über.  Man  siebt  hieraus,  dass  jede  harmonische  Reihe,  in  irel* 
eher  Anfangszahl  und  Differenz  gleichzeitig  das  Zeichen  —  vor 
sich  tragen,  unmittelbar  in  eine  andere  mit  additiven  solchen 
Zahlen  verwandelt  und  auf  solche  Art  der  erste  Fall  ganz  ver- 
mieden werden  könne. 

Wird  in  der  Gleichung  I.  §.5.   —  a  anstatt  a  und  zugleich 
n — m  anstatt  n  gesetzt,  so  erhält  man 


«  m  , 
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Nimrot  man  Dan  die  Glieder  der  Reihe      S      in  amgekehrter 
Ordnung»  80  findet  man 

S    =         S  =(-1)''.         s 


und  folglich  « 

(-old)'      (md-alif)''  (a-(iii-l)dlil)'' 

Hieran»  ergibt  sich  ferner 

111.       S    =(-1)'.     S    =        S  +(-!)'■.     *s" 

(al-d)'"  (-öld)**      (a-(w-.l)«l|il)''  (md-alil)'' 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ist  man  im  Stande,  auch  solche 
harmonische  Reihen»  in  welchen  entweder  nur  die  Anfangszahl, 
oder  auch  die  Differenz  für  sich  aliein  subtraktiv  sein  sollte, 
auf  andere  Reihen  zu  bringen,  bei  welchen  beide  diese  Zahlen 
additiv  sind.  Zu  diesem  Behufe  braucht  man  nur  die  Zahl  m, 
welche  ohnehin  willkürlich  angenommen  werden  darf,  so  auszu- 
wählen, dass  sie,  wenn  a  und  d  bloss  numerisch  ohne  Rücksicht 
auf  ihre  Vorzeichen  betrachtet  werden,  zwischen  den  beiden  Zahlen 


2  und  7  -f- 1  liegt*    Denn  aus 


folgt  sogldch 


m>^  und    OT<T+1 


md'^a  und  (m— 1) d < a. 


woraus  sich  zeigt,  dass  unter  der  geroachten  Voraussetzung  die 
Anfangszahlen  md — a  und  a — (m— l)df  der  in  den  Formeln  IL  und  III. 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  vorkommenden  har- 
monischen Reihen  stets  eben  so  wie  die  Differenzen  additiv 
sind. 

Hiervon  scheint  nur  der  Fall  eine  Ausnahme  zu  machen,  wenn 

der   Quotient  ^  selbst  eine  ganze  Zahl  sein  sollte.    Allein  für 

diesen  Fall  ist  bereits  in  §.  5.  bemerkt  worden,  dass  dann  eines 
Ton  den  Gliedern  der  Reibe  den  Nenner  0  haben  werde,  und 
wurde  zugleich  ebendort  gesagt,  wie  man  sich  dabei  zu  verhalten 

habe. 
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8.7. 

Noch  niass  wegen  der  wichtigen  Folgerungen,  welche  daraus 
für  die  Theorie  der  harmonischen  Reihen  sich  herleiten  lassen, 
eine  andere  Art  der  Zerlegung  dieser  Reihen  gezeigt  werden 
fSr  den  besonderen  Fall,  wenn  darin  die  Anzahl  der  Glieder 
eine  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

Nimmt  man  an«  dass  die  Anzahl  der  Glieder  einer  gegebeneu 
hlirmonischen  Reihe  durch  das  Produkt  mn  ausgedruckt  werde, 
wo  m  was  immer  für  eine  ganze  additive  Zahl  sein  kann,  £o 
lässt  sich  die  Reihe  durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  I. 
des  §.  5.  in  n  Abtheilungen  zerlegen,  deren  jede  nach  der  Ord- 
nung m  Glieder  enthält»  wodurch  sich  der  Ausdruck  ergibt: 

«*=«+«+        S+        S       +....+         S 

(ald)'      (a|ef)'      {ß^md\if      {f^9md\df      {ß\^d\af  {fk\.(n^)mi\i\' 

Werden  nun  in  den  n  Abtheilungen  auf  der  rechten  Seite 
vorl&ufig  nur  die  ersten  Glieder  einer  jeden  von  ihnen  in  Betracht 
gezogen  und  zusammen  addirt;  so  wird  man  sogleich  erkenneD, 
dass  dieselben  eine  harmonische  Reihe  von  n  Gliedern  mit  der 

Anfangszahl  a  und  der  Differenz  md  ausmachen  und  daher  durch  5 

zu  bezeichnen  sind«  Aus  den  ersten  Gliedern  jener  AbtheilungeD 
gehen  aber  durchgängig  die  zweiten  Glieder  derselben  hervor, 
indem  man  in  den  früheren  überall  a+d  anstatt  a  setzt,  wessbaib 

fi 
die  Summe  dieser  letzteren  durch      S      ausgedruckt  werden  ka&n. 

Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  daraus  ferner  die  Summen  der 
dritten  und  ebenso  der  folgenden  Glieder  aller  jener  Ab- 
theilungen mit 

n  u  n 

S  ,        S         p  ...•  iS 

{a+td\mdf    ia^ddlmdf  {a^{m^l)d\mdf 

Es  ist  demnach 

mm  n  n  n  n  n 

S   rs    S    +      S      +       S+       5         +...•+         S 

(ald)''     {a\mdf    {ai-d\mdf     {a^^d\mdf     (a+3<f|mJ)''  (fl+C«i-l)d|i«f)' 

oder,  wenn  man  wegen  der  Art  des  davon  künftig  zu  machenden 
Gebrauches  die  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  stehen- 
den  Theile  dieser  Gleichung  mit  einander  vertauscht. 
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I. 

«  fi  II  II  n  n» 

•s  +     s     +     s     +     s     +....+        S      =  Ä  , 

(alnuf)''      (a-fdlmtf)''      (a-h^^iM)''      (<»f3d|md)''  (af  (m-l)dlmd)''     (alil)'' 

eine  Zusammensetzung,  die  hauptsächlich  desswegen  bemerkens- 
werth  ist,  weil  hier  auf  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die 
DilTerenzen  der  Reihen  von  einander  verschieden  sind,  was  in 
§.  5.  nicht  der  Fall  war. 

§.8. 

Man  pflegt  in  der  Mathematik  5fters  eine  Bezeichnung,  welche 
ursprfinglich  nur  unter  gewissen  beschränkenden  Bedin- 
gungen aufgestellt  wurde,  und  daher  auch  nur  unter  der  Vor* 
aussetzung  des  Vorhandenseins  dieser  Bedingungen  eine  bestimmte 
Bedeutung  hat,  späterhin  auf  Fälle  auszudehnen,  in  welchen  jene 
Bedingungen  nicht  oder  nicht  vollständig  eintreffen,  weil  hiedurch 
häufig  der  nicht  gering  anzuschlagende  V ortheil  erlangt  wird,  dass 
durch  eine  solche  Ausdehnung  der  ursprünglichen  Bedeutung  die 
Ausdrficke,  In  welchen  jene  Bezeichnung  vorkommt,  eine  Erwei- 
terung ihrer  Giltigkeit  auf  solche  Fälle  erhalten  können,  für  welche 
sie  nach  der  früheren  beschränkten  Bedeutung  nicht  anwendbar 
sein  würden,  so  dass  man  auf  diese  Weise  die  Aufstellung  be- 
sonderer Ausdrucjce  oder  Formeln  für  diese  letzteren  Fälle  nicht 
nuthig  hat 

Man  hat  die  Möglichkeit  der  Anwendung  einer  solchen  vor- 
theilhaften  Ausdehnung  der  Bedeutung  bei  dem  in  $.  3.  angeflibr- 

m 

ten  allgemeinen  Summenzeichen  S  keineswegs  übersehen.  Geht 
man  von  der  gewöhnlichen  Erklärung  dieses  Zeichens  aus,  ver* 

m 

muge  welcher  Sfn  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  jener  Reihe 
ausdrückt,  deren  allgemeines  Glied  fn  ist,  so  liegt  dabei  selbst- 
verständlich die  Voraussetzung  zum  Grunde,  dass  die  Zahl  m 
nicht  nur  eine  ganze,  sondern  zugleich  additiv  sei;  desshalb 
kann  in  Folge  dieser  Erklärung  für  jene  Fälle,  in  welchen  m  ent- 
weder eine  nicht  ganze  oder  auch  eine  subtraktive  Zahl 
sein  sollte,  für  das  aufgestellte  Zeichen  gar  keine  Bedeutung  in 
Anspruch  genommen  werden  und  daher  eigentlich  von  der  An- 
wendung jenes  Zeichens  in  diesen  letzten  Fällen  keine  Rede  sein. 
Dennoch  kommen  häufig  Ausdrücke  vor,  in  welchen  das  gedachte 
Snmmenzeichen  enthalten  ist,  wobei  aber  nach  der  Beschaffenheit 
des  behandelten  Gegenstandes  die  Zahl  m  auch  subtraktive 
Werthe  erhalten  kann.     Es  entsteht   dann   offenbar   die   Frage, 
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m 

weiche  Bedeutung  man  dem  Summenzeichen  Sfn  beilegen  müsse, 
damit  die  mit  diesem  Zeichen  behafteten  Ausdrücke  auch  io  jenen 
Fällen  ihre  Giltigkeit  behalten ,  wenn  etwa  m  eine  subtraktive 
Zahl  oder  m=0  sein  sollte,  ohne  genothiget  zu  sein,  für  diese 
Fälle  abgesonderte  Formeln  aufzustellenl 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  pflegt  man  sich  gemeiniglich 
dadurch  zu  verschaffen,  indem  man  die  für  ganze  additive 
Werthe  von  m  leicht  zu  erweisende  Gleichung 

m  Ol— -1 

I.    Sfn  —  Sfn  =  fm 

als  eine  aligemein,  auch  für  m=0  und  für  subtraktive  m 
gilt  ige,  annimmt.  Unter  dieser  Annahme  braucht  man  nur  in 
dieser  Gleichung  zuerst  m^izl,  dann  nach  und  nach  »t=0,  — 1, 
— 2,  — 3,....,  — (m — 1)  zu  setzen  um  daraus  erstlich 

IL     i/n=0 
und  dann  allgemein 

oder  in  kurzer  Bezeichnung 

ill.    S7«=-'S/'(1— n) 
zu  erhalten. 

Das  eben  angegebene  Verfahren  kann  wohl  auf  den  Namen 
eines  allgemeinen  Beweises  keinen  Anspruch  machen.  Denn 
genau  betrachtet  lässt  sich  daraus  nur  folgern,  dass  unter  der 
Annahme  der  durch  die  Gleichung  HI.  ausgedrückten  Bedeutung 

— m 

des  Zeichens  Sfn  die  Gleichung  I.  für  alle  ganzen,  sowohl  additi- 
ven als  subtraktiven  Werthe  von  m  mit  Einschluss  von  m=:0  ihre 
Giltigkeit  behalte,  und  dass  die  gleiche  Ausdehnung  der  Giltigkeit 
auf  alle  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Folgerungen  sich  erstrecke; 
allein  ob  dieselbe  Ausdehnung  der  Giltigkeit  auch  allen  anderen 
das  obige  Summenzeichen  enthaltenden  Gleichungen 
oderFormeln  zukomme,  ist  durch  das  Vorstehende  keineswegs 
erwiesen.  Auch  lässt  sich  aus  logischen  Gründen  leicht  erkennen, 
dass  es  geradezu  unmöglich  sein  muss,  aus  der  obigen  durch 
eine  bestimmte  Voraussetzung  beschränkten  Erklärung  die  Be- 
deutung des  Snmmenzeichens  für  einen  Fall  herzuleiten,  in  welchem 
jene  Voraussetzung  gar  nicht  eintrifft. 

Demnach  wird  sich  ein  wirklicher  Beweis  über  den  Umfang 

♦  m 

der  Giltigkeit  aller  mit  dem  Summenzeichen  iS    behafteten    Aus- 
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drucke  nur  dadurch  bersteilen  lassen «  indem  man  von  einer  Er- 
klärung der  Bedeutung  dieses  Zeichens  ausgeht,  welche  alle 
Fäiie«  mag7A  additiv,  subtraktiv  oder  0  sein,  in  sich  fasst. 
Es  scheint  auch  nicht  schwierig  zu  sein,  eine  so  beschaffene 
Erklärung  zu  finden,  weil  hiezu  eben  die  obige  Gleichung  L  be- 
nutzt werden    konnte,   indem  man    als   Erklärung  vorausschickt, 

(lass  Sfn  eine  solche  Funktion  von  m  bedeuten  solle, 
welche  für  7ii=0  verschwindet,  und  zugleich  für  jeden 
sowohl  additiven  als  subtraktiven  Werth  von  m  der 
Gleichung  1.  Genüge  leistet. 

In  diese  Erklärung  ist  der  Fall  der  Gleichung  II.  ausdrück- 
lich aufgenommen,  weil  hiedurch  nur  eigentlich  die  der  Funktion 
zugehörige  Konstante  bestimmt  wird.  Setzt  man  ferner  darin  zu- 
erst anstatt  m  nach  und    nach   die    ganzen    additiven   Zahlen 

1,  2,  3,  4, ....m,  so  ergibt  sich  daraus  für  diese  Fälle  die  Be- 
rn 
deutung  des  Zeichens  Sfn  als  Summe  der  m  ersten  Glieder  der 
zu  dem  aligemeinen  Gliede  fn  gehörigen  Reihe  eben  so  einfach,  wie 
schon  vorher  die  Bedeutung  für  subtrak  tiveWerthe  von  m daraus 
abgeleitet  wurde.  Man  braucht  sich  dann  fernerhin  bei  der  Auf- 
stellung anderer  mit  dem  Summenzeichen  versebenen  Ausdrücke 
nur  zu  hüten,  dabei  solche  Ableitungsgründe  anzuwenden,  durch 
welche  wieder  die  Beschränkung  auf  additive  Werthe  von  m 
herbeigeführt  wird,  oder,  wenn  man  diess  zu  tbun  genothigt  ge- 
wesen wäre,  muss  die  Giltigkeit  des  auf  solche  Art  gefundenen 
Ausdruckes  auch  für  subtraktive  m  jederzeit  besonders  nach- 
gewiesen werden,  was  wohl  in  der  Regel  leicbt  zu  bewerkstelligen 
sein  dürfte. 

Wird  das  so  eben  über  die  Anwendung  des  allgemeinen 
Snmmenzeichens  des  §.  3.  Gesagte  insbesondere  nun  auf  die  eben- 
dort  eingeführte  Bezeichnung  der  harmonischen  Reihen  übertragen, 

80  hat  man  nur  nothig,  in  dem  Vorhergeheoden  /»=.    , ,  |.  ,vy 

anzunehmen,  um  sogleich  aus  II.  und  III.  die  Werthe 


und  auch 


IV.    S    =0 


^  M.  X  J. 

(d-ald)' 
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so  erhalteo,  durch  welche  die  richtige  Bedeutang  jener  Beieich- 
nung  auch  fiQr  fii=U  und  fflr  jede  ganze  anbtraktive  Zahl  ~m 
festgestellt  H-ird. 

Noch  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  die  Art  der  Herleitung 
der  in  den  §§.  A,  5,  6,  7  gefundenen  Gleichungen  allerdings,  wie 
es  dort  nicht  anders  sein  konnte,  auf  der  Voranssetznng  eines 
ganzen  additiven  Werthes  von  n  und  in  den  §§.5,  6,  7  auch 
von  m  beruht,  daher  jene  Gleichungen  auch  nur  unter  der  Bedio- 
gung  des  Vorbandenseins  dieser  Voraussetzungen  als  erwiesen 
angesehen  werden  können.  Es  ist  jedoch  leicht,  sich  zu  über- 
zeugen, dass  die  nämlichen  Gleichungen  unter  der  Annahme  der 
so  eben  nachgewiesenen  Bedeutung  in  den  Fällen,  wenn  die  be- 
zeichneten Zahlen  entweder  subtraktiv  oder  0  sind,  ihre 
Giitigkelt  wirklieh  beibehalten.  Ohne  hierüber  In  Weitläufigkeiten 
einzugehen,  welche  nothwendig  sein  würden,  wenn  man  sämmt- 
liehe  hiebel  mögliche  Fälle  aufzählen  und  vollständig  erweisen 
wollte,  mag  es  genfigen,  die  aufgestellte  Behauptung  nur  In  einem 
einzelnen  Falle  zu  rechtfertigen,  und  hiezu  die  Gleichung  I.  des 
§•  5.  auszuwählen,  wenn  darin  angenommen  wird,  dass  sowohl  m 
als  n subtraktive  Zahlen  seien.  Unter  dieser  Voraussetzung  geht 

S     ln""T*,        S    in    T    und        Ä        in        S* 

(a\af         {fl\df         (fclrf)'*        (a|<)'*  (a+md|d)''  (a-m«f|4D'" 

Über.    Nun  ist  aber  vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung  V, 
S  =(— l)H-i.^    ,     5  =(^l)r+i.  s 

and 

{a^md\df  ((«i+l)d-o|<l)' 

femer  vermöge  der  Gleichung  I.  des  §.  5,  wenn  darin  d — a  anstatt 
a  angenommen  wird, 

T  =      S      +         S 

woraus  durch  die  Multiplikation  mit  (— ])>'+i 

(-.I)r+1.     "J"    =(^I)H-i.       s       +(-I)r+i.  5 

{d^aldf  {d--a\df  ((■i+l)*-«;d) ' 

und  durch  Substitution  der  vorhergefundenen  Wertbe 

(a|«f)''      (a-millil)'' 

folgt,  was  eben  die  zu  erweisende  Gleichung  Ist 
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Aaf  gleich  leichte  Weise  kann  auch  die  Richtigkeit  aller 
Übrigen  vorbezeichneten  Gleichungen  in  den  hieher  gehörigen 
Fällen  nachgewiesen  werden. 

Es  versteht  sich  wohl  von  selbst,  dass  nach  der  eben  vor- 
genommenen Erweiterung  der  Giftigkeit  bei  den  Gleichungen  der 
§$.  4,  6»  6,  1,  welche  die  eigentliche  Grundlage  der  Lehre  von 
den  harmonischen  Reihen  aller  Ordnungen  bilden^  nunmehr  auch 
alle  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebenden  Folgerungen  die 
gleiche  Ausdehnung  ihrer  Giltigkeit  besitzen  werden,  ohne 
nothig  zu  haben,  diess  späterbin  in  einem  jeden  einzelnen  Falle 
abermals  in  Erinnerung  zu  bringen. 


9.  9. 

Die  Gleichungen  der  §§.  4,  5,  6,  7  lassen  noch  eine  andere 
höchst  wichtige  Erweiterung  ihrer  Anwendung  zu.  Bisher  wurde 
nämlich  vorausgesetzt,  dass  die  In  jenen  Gleichungen  durch  n 
bezeichnete  Anzahl  der  Glieder  eine  endliche  sei.  Da  aber 
hiebei  n  eine  jede  beliebige,  wie  immer  grosse  ganze  Zahl  sein 
kann,  so  ist  es  erlaubt,  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  auch 
auf  die  Grenze  der  wachsenden  Zahlen  Aber  zu  gehen,  d.  h. 
n=:Qo  zu  setzen,  ohne  dass  jene  Gleichungen  ihre  Giltigkeit  ver- 
lieren. Bei  dieser  Annahme  erhalten  jedoch  vermöge  §.  3.  die 
Ausdrficke  eine  etwas  veränderte  Gestalt,  weil  bei  den  harmoni- 
schen Reihen  in  der  Bezeichnung  die  Anzahl  der  Glieder,  wenn 
sie  unendlich  ist,  weggelassen  wird,  während  jede  endliche 
solche  Anzahl  ausdrücklich  beigesetzt  werden  muss.-  Um  hiebei 
jedes  Hissverständniss  zu  vermeiden,  und  zugleich  um  in  der 
Folge  hei  den  davon  zu  machenden  Anwendungen  sich  stets  be- 
stimmt darauf  berufen  zu  kennen,  wird  es  zweckmässig  sein,  jene 
Gleichungen  in  der  Form,  welche  sie  für  n=OD  annehmen,  neuer- 
dings hieher  su  setzen.    Es  sind  folgende: 

L         S      =—  .     S     ,      S     =ln^       5 

(■wlBid)'*     "*        («Id)'        («|d)'  (maliMl)'' 

m.      8     =(-I)^  S   , 

IV.       5    =     S        +(-1)'  .        S 
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\,     s  =     s      +(-ir.     S     , 

(al-tl)''      (a-(m-l)dl(f)''  (m<f-a|d)'' 

VI.       Ä     +      S       +        Ä       +       S        +....+  S 

(almd)'*      (a-t-djiiK/)^       (a-hSdJmd)''      (eH-Sdimcl)''  (a-f  (m-l)^flitf)' 

=     Ä  . 

(öld)'' 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  Gleichungen  darf  nicht 
ausser  Acht  gelassen  werden,  dass  der  Buchstabe  m  in  den 
Gleichungen  I.  jede  beliebige  Zahl,  in  IL,  IV.  und  V.  nor  eine 
ganze,  übrigens  additive  oder  subtraktive  Zahl  sein  kunne, 
endlich  in  VI.  noth wendig  eine  zugleich  ganze  und  additi?e 
sein  müsse,  wie  man  diess  aus  den  vorausgehenden  Ableitungeo 
auch  ohne  eine  ausführlichere  Erörterung  leicht  selbst  entneh- 
men wird. 

Eben  so  leicht  wird  man  erkennen,  dass  die  in  den  §§.  4,  5, 6, 7 
enthalteneu  Bemerkungen  über  die  verschiedenartige  ßenütznog 
jener  Gleichungen  auch  für  den  Fall,  wenn  darin  n==cx>  angenom- 
men wird,  d.  h.  für  die  eben  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  ihre 
volle  Giltigkeit  beibehalten. 

Wie  bei  allen  unendlichen  liegt  auch  bei  solchen  harmoniscben 
Reihen  eine  wesentliche  Bedingung  zur  Sicherheit  ihrer  Anwen* 
düng  darin,  dass  dieselben  konvergent  seien.  Nun  lässt  sich 
durch  die  von  Gauss  aufgestellten  Kennzeichen  der  Konvergenz 
leicht  erweisen  und  darf  hier  als  ohnehin  bekannt  angesehen  wer* 
den»  dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  a  und  d  jede  har- 
monische Reihe  der  ersten  Ordnung  divergent,  hingegen  jede 
solche  tBiner  höheren  als  der  ersten  Ordnung  angehörige 
Reihe  stets  kon  vergent  sei,  wenn  nicht  etwa  unter  den  Gliedero 
der  Reihe  ein  solches  vorkommt,  dessen  Nenner  gleich  o  ist. 
Von  der  Behandlungsart  dieses  letzten  Falles  ist  bereits  früher 
gehandelt  worden.  Daher  finden  die- vorhergehenden  6  GieichoD- 
gen  auf  die  harmonischen  Reihen  aller  höheren  Ordnungen 
allerdings  sichere  Anwendung,  nicht  aber  auch  auf  jene  der  ersten 
Ordnung.  Wirklich  kann  bei  diesen  letzteren  Reihen,  weil  sie 
als  divergent  im  eigentlichen  Sinne  keine  Summe  besitzen,  auch 
das  Zeichen   S  nicht   eine   solche  Summe  ausdrücken,    sondern 

a\d 

lässt  sich  nur  als  ein  kurzes  Simbol  zur  leichteren  Bezeich- 
nung der  unendlichen  Reihe  selbst,  ohne  Rücksicht  auf  die  Summe 
ihrer  Glieder,  betrachten.    Wird  aber  das  Zeichen  ^  nur  in  dem 

a\ä 

eben  erklärten  richtigen  Sinne  verstanden,  dann  übierzeugt  man 
sich  ohne  Mühe,  dass  die  vorher  angeführten  6  Gleichungen  aoch 
für  die  harmonischen  der  ersten  Ordnung  als  giltig  anzusehen 
sind,  indem  z.B.  die  Gleichung  I.,  welche  für  rssl  in 
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ma\md        ^  '  a\d 

übergeht,  eigentlich  nichts  anderes  ausdrückt,  als  dass  die  darch 
S  dargestellte  unendliche  Reihe   durch  die  Division   alier  ihrer 

a|<i 

Glieder  mit  m  in  die  Reihe    S  übergehe,  was,  wie  man  sogleich 

ma\md 

sieht,  vollkommen  richtig  ist.  Ebenso  verhält  es  sich  offenbar 
mit  den  übrigen  obigen  Gleichungen»  wesshalb  es  nicht  nuthig 
sein  wird,  länger  bei  diesem  Gegenstande  zu  verweilen. 


§.  10. 

Durch  die  eben  angestellten  Betrachtungen  ist  eine  wesent- 
liche Verschiedenheit  zwischen  den  harmonischen  Reihen  der 
ersten  und  jenen  der  höheren  Ordnungen  zum  Vorscheine 
gekommen,  welche  ihren  Grund  in  dem  Nichtvorhandensein  der 
Konvergenz  bei  den  erstem  hat.  Diese  Verschiedenheit  wird 
sich  als  eine  durchgreifende  zeigen»  indem  aus  der  nämlichen 
Ursache  auch  in  den  fernerhin  abzuleitenden  Eigenschaften  keine 
völlige  Uebereinstimmung  zwischen  den  harmonischen  Reihen  der 
ersten  und  der  höheren  Ordnungen,  sondern  vielmehr  nur  eine 
ungemein  deutlich  sich  darstellende  Analogie  sich  zeigen  wird. 
Desshalb  müssen  nun  zunächst  die  harmonischen  Reihen  der 
ersten  Ordnung  einer  genauen  und»  soweit  diess  möglich  ist, 
vollständigen  Untersuchung  unterworfen  und  dann  erst  später  zur 
Betrachtang  der  höheren  Ordnungen  übergegangen  werden. 

n 

Um  die   durch   S  bezeichnete   Summe    von   n  Gliedern  der 

a\d 

harmonischen  Reihe  der  ersten  Ordnung,  deren  Anfangszahl  a  und 
Differenz  d  ist,  f&r  beliebige  bestimmt  gegebene  Werthe  von  a, 
d  und  n  zu  berechnen,  genügt  es,  so  lange  die  Anzahl  der  Glieder 
nur  gering  ist,  vollkommen,  die  einzelnen  Glieder  zu  entwickeln 
und  zusammen  zu  addiren.  In  diesem  Falle  bedarf  es  keines  an- 
deren mehr  künstlichen  Verfahrens.  Allein  die  Ausführung  der 
Addition  wird  offenbar  desto  zeitraubender,  je  grösser  die  Anzahl 
der  zu  addirenden  Glieder  ist  und  kann  endlich  bei  einer  sehr 
grossen  solchen  Anzahl  ganz  unmöglich  werden.  Um  nun  auch 
in  jenen  Fällen,  in  welchen  man  eine  wirkliche  Addition  aller 
Glieder  nicht  ausfuhren  will  oder  kann,  dennoch  die  gewünschte 
Samme  wenigstens  näherungsweise  ohne  allzu  grosse  Beschwer- 
lichkeit zu  finden,  ist  es  nothwendig,  mit  der  gegebenen  harmoni- 
schen Reibe  eine  Umformung  vorzunehmen,  durch  welche  man  in 
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den  Stand  gesetzt  werden  soll,  den  Werth  der  gansen  Reibe  mit 
Hilfe  einer  nur  massigen  Anzahl  ihrer  ersten  Glieder  mit  jeder 
erforderlichen  Genauigkeit  darzustellen.  Solcher  zu  dem  angeführ- 
ten Zwecke  tauglicher  Umformungen  gibt  es  mehrere,  von  welchen 
einige  iSngst  bekannt,  andere,  wie  es  scheint,  es  bis  jetzt  noch 
nicht  sind.  Zu  dem  gegenwärtigen  Gebrauche  soll  jedoch  nnr 
eine  einzige,  und  zwar  die  am  längsten  bekannte  von  Ihnen,  wirk* 
lieh  angeführt  und  benfitzt  werden,  weil  dieselbe  wenigstens  in 
praktischer  Beziehung  vorzugsweise  tauglich  sich  zeigt,  wenn  ihr 
auch  vielleicht  noch  einige  theoretische  Mängel  ankleben  dOrften. 
Man  gelangt  dazu  auf  dem  kfirzesten  Wege,  wenn  man  in  der 
bekannten  allgemeinen  Snmmirungs-  oder  eigentlich  Umformangs- 
formel  Euler's,  vermöge  welcher 

II 
ist,  wo  Sz  nach  $•  3.  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  einer  Reihe 

bezeichnet,  deren  allgemeines  Glied  %  als  Funktion  von  n  betrach- 
tet ist,  und  Bi^B^y  B^y  B^,...,  die  bekannten  Bernoulli'schen 

Zahlen  ausdrücken.  «= — ^t ir-j  annimmt. 

Dnter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich 

/i8n  =  ^./(a  +  (ii^I)d), 
oder  auch 

indem  beide  diese  Ausdrücke  nnr  durch  eine  von  n  anabhSngige 
Zahl  von  einander  verschieden  sind^  und  daher  einerlei  Differen- 
ziai  besitzen.  Hier  soll  der  letztere  derselben ,  obgleich  er  an 
sich  betrachtet  etwas  weniger  einfach  ist,  als  Integral  angenom- 
men werden,  weil  hiedurch  einige  der  folgenden  Formeln  und 
darunter  insbesondere  die  wichtige  Sammenformel  des  {.  49*  eine 
einfachere  Gestalt  erhalten  werden,  als  es  bei  der  Annahme  des 
vorhin  zuerst  angesetzten  Integrales  der  Fall  sein  würde. 

Bezeichnet  man  nun  ferner  die  dem  obigen  zweiten  Integrale 
zugehörige  Konstante,  welche  eben  diejenige  ist,  auf  die  bereits 
in  §.  3.  hingewiesen  wurde,  durch  das  dort  angegebene  Zeichen 
C,  und  führt  die  in  der  Eule r'schen  Formel  angezeigten  DIfferen* 

zirungen,   die  keiner  Schwierigkeit  unterliegen,  wirklidi  ans,  so 
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erh&lt  man  sogleich  die  zu  dem  vorgesteckten  Zwecke  allerdings 
brauchbare  umgeformte  Reihe: 

M    «rrf     «^     V         d         y+2(«+(«-l)rf)     2(a+(n-J)d)« 

■*■  4(a+(n-l)d)*     6(o+(n-  I)d)«"^8(o+(«-J)rf)8~"" 

Ans  der  eben  gefandenen  iSsst  sich  auf  hSchst  einfacbe  Welse 
noch  eine  weitere,  zn  dem  nämlichen  Gebranche  dienliche  For- 
mel ableiten.  Setzt  man  nämlich  in  I.  n-fl  anstatt  n,  so  geht 
daraus 


"J'-C  +  l  iC'^'*^  I         ' 


Bid 


«Td~i<    rf     V     «^    y^2(a+iirf)     2(a+nd)« 

4(o+ftd)*       6(a+n«Z)»  + 


hervor.    Nun  ist  aber 

«+1 


aid     aid      a  +  na 


Indem  man  diesen  Werth  substitnirt  und  dann  auf  beiden  Seiten 
■      .  abzieht,    ergibt  sich  auf  der  Stelle: 

Die  beiden  Gleichungen  I.  und  IL  unterscheiden  sich  zwar  nicht 
bedeutend  von  einander,  doch  ist  sichtbar^  dass  die  letztere  nicht 
nur  im  Allgemeinen  einen  einfacheren  Ausdruck  gibt,  als  die 
erstere,  sondern  dass  fiberdiess  in  IL  alle  Glieder  vom  dritten  an- 
gefangen kleiner  sind,  als  die  gleichvielten  Glieder  in  L,  sobald 
darin  d  als  additiv  angenommen  wird;  was,  wie  schon  in  §.  6.  ge- 
zeigt wurde,  stets  vorausgesetzt  werden  darf.  Desshalb  soll  in 
der  Folge  von  L  kein  weiterer  Gebrauch  gemacht,  sondern  aus- 
schliesslich nur  die  Gleichung  IL  angewendet  werden«  Aus  IL 
ergibt  sich  ferner  durch  gehurige  Versetzung  der  Glieder: 

111       r-S         l   lt^±^'\  Ar  ^  +        ^^  ^*^ 

^i~ »\i      d'   \    d     /■''2(o+nrf)  +  2(o+nd)*     4(o+«d)« 

+  6(o+iMi)«  """••• 
eine  Gleichong,  von  deren  Gebranch  sogleich  die  Rede  sein  wird. 
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§11. 

Bevor  zur  ErkISrang  des  Gebranehes  der  io  §.  10.  aufgestell- 
ten Formelo  geschritten  wird^  soll  hier  noch  eine  Bemerkung  bei- 
gebracht werden,  die  von  wesentlichem  Einfluss  auf  die  Art  der 
Behandlung  bei  den  nachfolgenden  Ableitungen  sein  wird.  Aus 
dem  in  §.  2.  angegebenen  allgemeinen  Gliede  der  harmonischeo 
Reihen  ist  ersichtlich ,  dass  dieselben  eigentlich  nichts  anderes 
sind,  als  die  Reihen  der  reziproken  Potenzen  oder,  was  einer- 
lei ist,  der  Potenzen  mit  subtraktiven  Exponenten  von  den 
Gliedern  einer  arithmetischen  Progression.  Desshalb  muss  sich 
bei  einer  sistematischen  Anordnung  aller  Theile  der  Analysis  die 
Lehre  von  den  harmonischen  Reihen  unmittelbar  an  die  Behand- 
lung der  Reihen  von  Potenzen  mit  additiven  Exponenten  einer 
solchen  Progression  anschliessen ,  und  da  die  letztere  vrohl  mit 
Recht  wenigstens  der  Hauptsache  nach  schon  in  den  Anfangs- 
gründen der  Analysis  noch  vor  der  Differenzial-  und  Integral- 
rechnung vorgenommen  wird,  sollten  auch  die  harmonischen  Reihen 
ebeodort  eingeschaltet  und  wenigstens  ihre  vorzuglichsten  Eigen- 
schaften ohne  Zuziehung  der  erst  später  sich  ergebenden  genann- 
ten zwei  Rechnungsarten  bewiesen  werden.  Nur  diejenigen  Sätze, 
welche  auf  diese  Art  etwa  nicht  dargethan  werden  können,  müs- 
sen und  dürfen  desshalb  auch  an  den  späteren  Ort  verschoben 
und  dort  als  Nachtrag  zu  den  früheren  Lehren  beigebracht  wer- 
den. In  §.  10.  sind  aber  die  Formeln  L,  und  daher  auch  II.  und 
III.,  aus  der  Euler'schen  allgemeinen  Summenformel  als  ein 
besonderer  Fall  ihrer  Anwendung  hergeleitet  worden  nnd  setzen 
somit  die  Eenntniss  der  Differenzial-  und  theilweise  auch  der  In- 
tegralrechnung voraus.  Hierin  liegt  nach  dem  Gesagten  offenbar 
ein  Fehler  gegen  die  richtige  Methode,  der  nicht  hätte  begangen 
werden  sollen,  wenn  es  irgend  möglich  war,  ihn  zu  vermeiden. 
Letzteres  ist  nun  wirklich  der  Fall,  indem  die  Formein  des  $.10. 
auch  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
ohne  alle  Beihilfe  der  Differenzial-  und  Integralrechnung  gefunden 
werden  können.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  durch  einige 
vorauszuschickende  Betrachtungen,  bei  welchen  man  sich  auf  die 
bereits  in  §.  8.  angeführte  Gleichung  I.  stutzen  kann,  zuerst  die 
Form   der   Reihe   festzusetzen,   in  welcher  die  Entwicklang  der 

n 

Funktion   5  ihrer  Beschaffenheit  nach  vorgenommen  werden  kann, 

a\d 

und  dann  die  Werthe  der  unbestimmten  oder  eigentlich  unbekann- 
ten Koeffizienten  mit  Hilfe  der  nämlichen  Gleichung  und  unter 
Beiziehung  der  bekannten,  zwischen  den  Bernonlli'schen  Zahlen 
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geltenden,  Relationen  ohne  weitere  Schwierigkeit,  als  die  Weit- 
läufigkeit der  Rechnung  mit  sich  bringt,  aufzufinden.  Der  Ver- 
fasset glaubte  jedoch,  der  Ableitung  der  Formeln  des  §.10.,  die 
keineswegs  neu  sind  und  nur  wegen  einiger  dabei  Statt  findender 
Nebenurastände,  insbesondere  wegen  der  durch  dieselben  erfol- 
genden Einffibrung  der    harmonischen,    mit   C  bezeich- 

a\d 

neten  Konstanten  eine  etwas  ausfllhriichere  Betrachtung  er- 
fordern, eine  so  bedeutende  Ausdehnung  des  Raumes,  als  zur 
Durchführung  des  zuletzt  angedeuteten  Verfahrens  erforderlich 
sein  würde,  nicht  widmen  zu  dürfen.  Diess  ist  der  Grund,  wess- 
halb  in  §.  10.  der  dort  angewendeten  sehr  kurzen  Ableitung  aus 
der  Euler' sehen  Summirungsformel  der  Vorzug  gegeben  wurde, 
während  die  so  eben  beigefögten  Bemerkungen  genügen  werden, 
um  Demjenigen  als  Hindeutungen  zu  dienen,  der  etwa  die  Lehre 
?on  den  harmonischen  Reihen  in  ein  ausführliches  Lehrbuch  der 
mathematischen  Analysis  vollständig  aufzunehmen  beabsichtigen 
sollte. 

Im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  wird  es  sich  erge- 
ben, dass  der  Gebrauch  der  Differenzial-  und  Integralrechnung 
bei  den  harmonischen  fteihen  der  ersten  Ordnung  fernerhin  ganz 
leicht  entbehrt  werden  kOnne  und  daher  auch  in  der  Folge  bei 
diesen  Reihen  niemals  Statt  zu  finden  braucht  Schwieriger  dürfte 
es  sein,  diese  Vermeidung  auch  bei  den  harmonischen  Reihen 
der  höheren  Ordnungen  vollständig  durchzuftihren,  ohne  in  allzu 
grosse  Weitläufigkeit  zu  verfallen.  Desshalb  wird  bei  den  letz- 
teren Reihen  die  Differeozialrechnung  unbedenklich  angewendet 
werden,  hingegen  die  Integralrechnung  und  insbesondere  die  so- 
genannten bestimmten  Integrale,  deren  man  sich  häufig  zur  Auf- 
findung der  etwas  mehr  verwickelten,  hieher  gehCrigen  Summi- 
rungen  zu  bedienen  pflegt,  sollen  hier  durchgängig  ausser  Anwen- 
dung bleiben,  weil  hiedurch  für  die  Lehre  von  den  harmonischen 
Reihen,  wie  man  sehen  wird,  weder  ein  Nachtheil,  noch  eine 
Schwierigkeit  entsteht,  wohl  aber  umgekehrt  durch  dieses  Ver- 
fahren die  Behandlung  einiger  bestimmter  Integrale,  namentlich 
der  sogenannten  Euler'schen  Integrale  der  zweiten  Art  oder  der 
Funktionen  T,  nicht  selten  an  Leichtigkeit  und  zuweilen  vielleicht 
sogar  an  Sicherheit  gewinnen  kann. 


§.  12. 
Vermittelstder  Formeln  II.  und  III.  des  §.  IQ.  kann  die  Losung  der 
dort  vorgelegten  Aufgabe,nämlich  den  Werth  von  S  f&r  jede  beliebige 

Tiitu  XLi.  as 
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Zahlen  a  ond  d  und  jede  noch  so  grosse  Anzahl  n  von  Gliedere 
stets  und  zwar,  wie  man  leicht  sehen  wird ,  mit  desto  geringerer 
Mühe«  je  grosser  n  ist,  vorgenommen  werden.  Diess  erfolgt  zwar 
eigentlich  zunächst  immer  durch  die  Formel  II.  Allein  die  letztere 
ist  offenbar  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  zu  ihrer  Anwendang 
der  Werth  von  C  bereits  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  nuss, 

o  I  d 

wesshalb  man  in  jedem  Falle   zuerst  C  durch  die  Gleichung  111. 

n 

und  dann  erst  5  durch  II.  zu  berechnen  genöthist  ist.  Die  Be- 
rechnung  von   C  durch  III.  erfordert  keineswegs,    dass  darin  fnr 

a\  d 

n  der  nämliche   Werth   angenommen  werde,    fflr  welchen  niaii 

n 

eigentlich  S  sucht,  denn  in  diesem  Falle  worden  beide  FormelQ 

a\d 

einander  wechselseitig  bedingen  und  daher  ganz  unbrauchbar  sein, 
sondern  man  kann  zur  Berechnung  von    C  durch  III.  jede  be- 

a\d  * 

liebige  ganze  Zahl  für  n  annehmen  und  demnach  diese  Zahl 
so  auswählen,  wie  man  sie  eben  braucht,  um   C  mit  der  gering* 

a\  d 

sten  Mflhe  doch  in  der  gewünschten   Genauigkeit  zu  finden;  der 

n 

hiezu  nothwendige  Werth  von  S  muss  durch  wirkliche  Addition 

a\  d 

der  Glieder  berechnet  werden.  Hat  man  auf  solche  Art  C  se* 
funden,  so  ist  die  Berechnung  von  5  für  den  wirklich  gegebenen 

a  I  d 

Werth  von  n,  der  stets  ein  beträchtlich  grosser  sein  muss,  keiner 
weiteren  Schwierigkeit  unterworfen,  als  derjenigen,  welche  sich 
aus  der  Beschaffenheit  der  in  II.  und  III.  vorkommenden  uoeod- 
liehen  Reihen  ergibt. >  Diese  Reihen  sind  nämlich  keinesivegs 
konvergent,  sondern  gehören  zu  den  sogenannten  halb  konver- 
genten, welche  in  ihren  ersten  Gliedern  zwar  abnehmen,  wäh- 
rend die  späteren  Glieder  wegen  der  darin  enthaltenen  Ber- 
noulll'schen  Zahlen  fortwährend  und  über  alle  Grenzen  wieder 
wachsen.  Glücklicher  Weise  ist  man  durch  die  treffliche  Dar- 
stellung Erchingers  inSchraders  »Commentatio de sammatione 

"'^"'^^  b(b+dj  ^(b  +  2d){b  +  Sd)  +  (Ä  +  4dXÄ  +  5^  +  -"  '^^'^'"^ 
als  ohnehin  bekannt  hier  nicht  weitläufiger  besprochen  zu  werden 
braucht,  in  den  Stand  gesetzt,  mit  genügender  Sicherheit  zu  be- 
stimmen, wie  weit  man  dem  wahren  Werthe  der  durch  die  Reibe 
ausgedrückten  Funktion  sich  gewiss  bereits  genähert  haben  werde, 
wenn  man  bei  irgend  einem  Gliede  des  fallenden  Theiles  dersel- 
ben mit  Ausserachtlassung  aller  nachfolgenden  stehen  bleibt,  und 
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diese  Kftberang  ßX\i  sehoo  bei  einer  nur  m&ssigen  AntaU  beibe« 
baltener  Glieder  so  bedeutend  aus»  dass  sie  z.  B*  für  a  :£=  «£  tn:  1 
us<d  ft  zas  9  bis  auf  vrenigstens  15  Dezimaisteilen  gebracht,  für 
grösselre  Wertbe  Von  n  aber  noch  weiter  getrieben  werden  kann^ 
was  sicherlich  för  jeden  davon  zu  machenden  Gebraneh  mehr  als 
genügend  ist.  Desshalb  verdienen  die  Formein  des  §.  10.  vor 
anderen  zu  dem  nämlichen  Zwecke  anwendbaren  in  praktiscbet 
Beziehung  sogar  dann  den  V^orzug,  wenn  die  letzteren  etwa  wirk- 
lich konvergent  und  daher  in  theoretischer  Beziehung  keinem  Ta- 
del ausgesetzt  sein  sollten. 

£s  wird  späterhin   hinlängliohe  Gelegenheit  sich   darbieten, 
sich  i»»  eben  kurz    angedeutete  Verfahren  tm  Bereehnutig  von 
C  durch  Beispiele  ganz  deutlich  zu  machen. 


§.  13. 
Die  gezeigte  Art  der  Berechnung  voii  C  und  dann  auch  von 

a\d 

B 

S  lässt  sich  allerdings  nicht  nur  dann  ausRihren,  wenn  a  und  d 

rationale  Zahlen  sind,  sondern  auch,  wenn  sie  irrational  oder 
komplex  sein  sollten.  Allein  in  den  beiden  letzten  aufgezählten 
Fällen  wird  sie  wegen  der  dabei  Statt  findenden  Vermengung 
rationaler  und  irrationaler»  oder  auch  reeller  und  imagi- 
närer Zahlen  weit  verwickelter  und  lästiger,  als  bei  rationalen 
Werthen  von  a  und  d»  welche,  wie  schon  vorhin  gezeigt  wurde, 
stets  auf  ganze  Zahlen  zurückgeführt  werden  können.  In  jenen 
verwickelten  Fällen  muss  man  daher  suchen,  durch  Trennung  der 
vorkommenden  ungleichartigen  Zahlen  sich  die  Redinong  »Og- 
liehst  zu  erleichtern.  —  Was  zunächst  den  Fall  anbelangt,  wenn  a 
und  d,  oder  wenigstens  die  eine  von  diesen  Zahlen  algebraisch 
irrational  ist,  braucht  man  nur  durch  die  bekannte  Methode  der 
Multiplikation  des  Zählers  und  Nenners  mit  zweckmässig  ausge- 
wählten Faktoren  in  dem  Bruche  — r— j  den   Nenner    rational 

a  +  nd> 

zu  maehen,  ufid  diesen  Werth  in  den  Formeh  A^b  §.  10.  zu  snb- 
stituiren.  Hiedurch  werden  Aütt  vom  dritten  GIfede  ang^fftngen 
alle  Nenner  rational,  und  es  ist  dann  leicht,  in  den  irrationalen 
Zählern  die  rationalen  und  irrationalen  Glieder  von  einander  zu 
sondern,  wodurch  zugleich  die  Trennung  dieser  GKeder  in  den 
Brüchen  selbst  bewerkstelligt  wird. 

Der  einfachste  Fall  dieser  Art  tritt  ein,    wenn  nur  die  An- 
fangszahl allein  irrational  und  zwar  von  der  Form  ü-\-Vß  ist^ 

22» 
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wo  a  und  ß  rationale  oder,  was  hier  immer  leicht  bewerkstelligt 
werden  kann,  sogar  ganze  Zahlen  bedeuten  sollen ,  hingegen  di« 
Differenz  d  rational  angenommen  wird.  Es  wird  angemessen  sein, 
diesen  Fall  etwas  umständlicher  in  Betracht  su  ziehen,  wml  hiebet 
die  Trennung  der  ungleichartigen  Glieder  durch  bestimmte  nidrt 
allzu  sehr  verwickelte  Formeln  dargestellt  werden  kann,  von  wel- 
chen späterhin  ein  nützlicher  Gebrauch  sich  wird  machen  lassen. 

Sei  demnach 

und  o,  ßp  wie  auch  d  sollen  rationale,  möglicher  Weise  sogtr 
ganze  Zahlen  bedeuten.    Bei  dieser  Voraussetzung  ^hält 


M  n 

s=  s 

1,1,1,1,     ,  1 

und,  wenn  alle  Nenner  rational  gemacht  werden, 

«-Kn-l)d--V/g 
•••+(«+(ii-l)cO«-P' 

oder  endlich  nach  vollzogener  Trennung  der  rationalen  und  der 
irrationalen  Glieder  und  mit  Anwendung  des  im  {.S.  erwähnten 

n 

allgemeinen  Summenzeichens  5 

in  welchem  Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitsisi' 
chens  sowohl  das  erste  Glied,  als  auch  der  Faktor  von  yß  im 
zweiten  Gliede  ganz  rational  Ist  und  daher  die  Trennung  der 
rationalen  und  Irrationalen  Glieder  darchgeffihrt  erscheint 

Zum  Behure  kürzerer  Darstellung  der  nachfolgenden  Ausdrficke 
bezeichne  man  femer  die  in  denselben  häufig  vorkommende  ZabI 
a-i-nd  durch  einen  einzelnen  Buchstaben,  indem  man 

X  =  a  +  nd 

setzt.    Hiedurch  eigibt  sich,  wie  man  leicht  siebt. 
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i(<,+«0  =  /(»+"*fV/J)=:«H-V«=«»«-ft+V/J.2:^/(^). 

Bei  diesem  Ausdrucke  erkennt  man  sogleich,  dass  das  erste 
Glied  i/(2*— /})  nur  von  ß^  nicht  aber  von  Vß  abhänge.  Dasselbe 
gilt  auch  im  zweiten  Gliede  von  dem  Faktor»  mit  welchem  Vß 
behaftet  Ist,  well  vermöge  der  bekannten  logarithmischen  Reihen 

1  .A  +  VP\      1  ,    ß   , J^  ,   g» 

ist,  in  welcher  EntwIckeInng  nur  ß^  nicht  aber  angleich  Vß  vor- 
kommt.   Endlich  ist 

_1 ! *-Vß ^_        ^a  1 

und  auch  för  jeden  beliebigen  Werth  von  r 

wobei  man  durch  Entwicklung  der  ZShIer  mitteist  des  binomischen 
Lehrsatzes  sich  leicht  überzeugen  kann,  dass  sowohl  das  erste 
Glied  als  auch  im  zweiten  Gliede  der  Faktor  von  Vß  abermals 
nur  von  ß,  nicht  aber  von  Vß,  abbäoge.  Snbstituirt  man  nun 
alle  diese  Werthe  in  die  Formel  IlL  des  §.  10,  indem  man  dabei 
die  von  Vß  unabhängigen  und  die  davon  abhängenden  Glieder 
von  einander  sondert,  und  der  Kürze  wegen  die  ersteren  durch 
Jlf,  in  den  letzteren  aber  den  Faktor  von  -^Vß  durch  2V  be- 
zeichnet, so  wird  man  nach  Vollziehung  der  eben  angedeuteten 
Rechnangen  finden,  dass 

IL        C    ^U^Jf.Vß. 

ferner : 

lU. 

l?4<y(«*+28igg>+70i8V+28igM+/8^)  , 
und 
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IV. 

4(1« -/3)4       "^  6(2* -/5)« 


^^1^(82^  +  56ffi*  +  56jS«i»  +  SjgH) 


ist. 


Aus  der  Betrachtung  der  angegebenen  Wertbe  von  JH  und 
N  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  dieselben  von  Vß  nicht  ab- 
hängen, da  Vß  in  M  gar  nicht  vorkommt  und  auch  aus  dem  zwei- 
ten Gliede  von  N  durch  die  vorhin  angeführte  Entwicklung  ganz 
verschwindet.  Demnach  sind  in  der  Formel  II.  die  von  V/^  un- 
abhängigen und  die  davon  abhängenden  Glieder  des  Werthes 
von      C      vollständig  von  einander  gesondert. 

VermOge  der  Formeln  lll.  und  IV.  vermag  man  jeden  der 
Werthe  von  Jlf  oder  iV^  für  sich  alleiq  zu  bestimmen,  ohne  ge- 
nitthiget  zu  sein,  gleichzeitig  auch  den  anderen  mitberecbnen  zq 
müssen.  Diess  gewährt  schon  im  allgemeinen  einige  Bequem- 
lichkeit, ffihrt  aber  vorzüglich  dann  eine  beträchtliche  Verkürzung 
der  Arbeit  herbei,  wenn  man  in  einem  besonderen  Falle  etwa  nur 
einer  einzigen  von  den  beiden  Zahlen  M  oder  iV bedürfen  sollte, 
was,  wie  man  in  der  Folge  sehen  wird,  zuweilen  wirklich  eintrifft. 

Aus  dem  nachgewieseneu  Umstände,  daBS  M  und  N  nur  Fon- 
kttooeo  von  /},  nicht  aber  unmittelbar  von  Vß  sind,  ergibt  sich 
ferner,  das  in  den  Werthen  derselben  keine  Verinderuag  vorgebeo 
kann,  wenn  darin  — Vß  anstatt  Vß  gesetzt  wird,  weil  dadurch 
/5  =  (Vfta  =  (— V/?)*  unverändert  bleibt.  Wird  daher  in  der 
Gleichung  II.  diese  Substitution  wirklich  vorgenommen,  so  gebt 
dieselbe  in 

V.        C  =M+N.Vß 

a-^/ß  I  d 

über,  woraus  sich  zeigt,  dass  durch  die  abgesonderte  Berechnaog 
von  M  und  N.  nicht  nur  der  Werth  von    C    »sondern gleichzeitig 

auch  jener  von      C     gefunden  wird. 

Sobald  auf  die  eben  erklärte  Weise   die  Werthe  von     C 
und  zugleich  von      C      gefunden  sind,  braucht  man  offenbar  nur 
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dieselbe»  in  der  Formel  II.  des  §•  10.  au  sukstituiren,  um  daraus 

n  n 

auch      S      uod      S      für  jeden  gegebenen  noch  so  grosseoWertb 

von  n  zu  erhalten,  und  da  in  IL  des  §.  10.  mit  alleiniger  Aus- 
nahme des  ersten  ganz  die  nämlichen  Glieder  nur  mit  verkehrten 
Zeichen  vorkommen  wie  in  III. ^  so  kann  in  jeuer  auch  die  näm- 
liche Art,  die  ungleichartigen  Theile  der  Glieder  von  einander  zu 
sondern,  angewendet  werden,  nur  mit  dem  nicht  zu  übersehenden 
Unterschiede,  dass  für  n  in  III.  jede  beliebige  Zahl,  welche 
man  eben  für  vorzugsweise  brauchbar  hält,  in  II.  hingegen  nur 
diejenige  angenommen  werden  darf,  für  welche  man  die  Glie- 
dersumme der  harmonischen  Reihe  zu  berechnen  verlangt. 

Es  wird  kaum  nothig  sein  zu  erinnern,  dass  das  Vorstehende 
auch  auf  die  Fälle,  in  welchen  die  Differenz  allein,  oder  auch 
Aüfangszahl  und  Differenz  einer  harmonischen  Reihe  der 
ersten  Ordnung  gleichzeitig  irrationale  Zahlen  von  der  Form 
a-f  V/?  sind,  seine  Anwendung  findet,  weil  diese  Fälle  nach  §.4. 
stets  ohne  Schwierigkeit  auf  den  hier  behandelten  zurückgeführt 
werden  können. 


$.  14. 

Die  Ergebnisse  des  §.  13.  lassen  sich  ganz  leicht  auf  Reihen  über- 
tragen, in  welchen  die  Anfangszahl  oder  Diferena  oder  auch  beide 
zugleich  komplexe  Zahlen  sind,  und  zwar  genügt  es  hiebei  eben- 
falls den  einzigen  Fall  in  nähere  Betrachtung  zu  ziehen,  wenn 
die  Anfangszahl  für  sich  allein  komplex  ist,  weil  auf  die- 
sen Fall  die  übrigen  nach  §.  4.  leicht  gebracht  werden  können. 
Zur  Erreichung  dieses  Zweckes  hat  man  nur  nothig,  in  §•  13. 
durchgängig  ßi  anstatt  yß  und  daher  — ß'^  anstatt /?  anzunehmen. 
Hiedureh  bleibt  offenbar  der  Wertb  von»  z  =  a-f  »^  ganz  unver- 
ändert, hingegen  geht 

tf±V/J    in    a±ßi, 

z±Vß    in     z±ßi, 

z^-^ß        in    zHß^ 


und 


oder 


2V/S 


2^.arctang^ 
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fiber.  Werden  nun  die  nenen  Wertbe  anatett  der  frfiherMi  ia  den 
Formeln  des  §.  13.  aubstitnirt  und  die  hiedureh  aich  ergebeadea 
Wertbe  von  itfond  iV^beaiehungawelae  dorch  P  and  Q  bezeichnet, 
80  erhält  man: 

I. 

r      ?      «t+(n~l)rf  1  ./V(««+^\  ■         « 

^-*(«  +  (n-l)d)*+/J»~2'V       d       J+2(^+ß^ 

Bid(x*-ß*)      Btd*i2*—6ßhHß*)  . 

n. 

»  1  1  |S  1 

Ö  =  «(a+(„_l)d)«+/J«  +  dß  -"«»»»»i  +  5^+^ 

Jg|d.2i        Bt4*(4t'—4ßH) 
+  2(z«+|S*)«~      4(»«  +  |S«)*       "*"•••• 

wobei  daa  ailgemeioe  fte  Glied  von  P,  wenn  man  vom  vierten 
Gliede  au  zihlen  anßngt, 

^~*'      •  4r(»«  +  /J»)*- 

==^    *^      •  2r(*« +  /?)*• 

nnd  von  Q 

^    *^      •  4r/K(j«  +  /J«)» 

sein  wird;  die  dortigen  Gleichungen  IL  und  V«  gehen  unter  die> 
ser  Vorftueeetznog  beziehungsweise  in 

III.  C     =P^Qßi 

und 

IV.  C     ^P+Qßi 

a^ßHd 

übeTy  welche  offenbar  io  gleicher  Weise  gebraucht  werden  kSnoen 
wie  diese  bei  den  entsprechenden  Gleichungen  des  §.  13.  ange- 
ßlbrt  worden  ist« 
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Die  eben  gefiindeoen  Formeln  lassen  noch  eine  andere  etwa« 
einraehere  Darstellung  zu,  welche  zuweilen  von  Nutzen  sein  kann» 
und  desshalb  kurz  angegeben  zu  werden  verdient.  Setzt  man 
nämlich 

a-f*Ml+i^t  =  ^(cos9»-f  tsin^), 

80  ergibt  sich  daraus,  wie  ohnehin  bekannt  ist, 

HL  =  V((«+«d)«+/3«)=  V(2*+/5^, 


und 


**'^8^=;rMa=v 


rolglicb: 

ß 
^=arctang^j 

femer; 

und  allgemein  filr  jeden  Werth  von  r: 

=  fi*^(cos2r9»-|'^*8li^^9-f  cos2r9  —  l.sin2r9»)  =  äfft^^cosär^», 

s  fi^'Ccos^r^-f  >'*sli^2*'9'~!cos2r9-f  ^"«InS^)  =  2i^*^sin2r9. 

Durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  frfiheren  Ausdrucke  flir 
P  und  Q  erhält  man: 

I»  _  £      «  +  (it— l)d  1 /A      C089      ^rfcos25P 

^"•^(«+(it-.i)ii)«+^^aV/"*""?ir+    v~ 

iB'a<Pco84y      Jggd^cosöy 
~        4fA*         +        6^«        ""•••* 

VL 

« 1 y       siny  ,  B|dsin2y     ga<^sin4y 

*'  — *(a+(n~l)d)«+^  +il/J  +  2f*j5  "^^      2^«^     ""      4fi*<J 

Ädj^slnög 

wobei  das  Fortschreitungsgesetz  der  Glieder  ohnehin  Uar  in  die 
Augen  fällt    Die  Formeln  HL  und  IV.  bleiben  ihrer 
Form  nach  unverändert 
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§.  15. 

Das  bisher  erklärte  Verfahren  zur  Berechnung  der  barmoDi- 
sehen  Konstanten   C  ist   zwar    in  allen    Fällen  ausreichend  ^    in- 

a\d 

dem    durch     dasselbe    der     Wertk     von    C  jederzeit  mit  der 

erforderlichen  Genauigkeit  gefundea  werden  kann,  was  auch  a 
und  d  für  reelle  oder  komplexe  Zahlen  sein  mögen.  Allein  jenes 
Verfahren  zeichnet  sich,  wie  man  durch  einen  einzigen  Versuch 
leicht  erkennen  wird,  nicht  eben  durch  besondere  Kürze  in  der 
Anwendung  aus,  wesshalb  es  wunschenswerth  bleibt,  noch  andere 
Methoden  kennen  zu  lernen,  welche  wenigstens  in  einigen  Fätleo 
auf  weit  kürzere  Weise  zu  dem  gewünschten  Ziele  fuhren;  nber- 
diess  erhält  man  dabei  keine  klare  Einsicht  in  die  eigentliche 
Beschaffenheit    der  Funktion    C  und  es  bleiben  insbesondere  die 

a\d 

gegenseitigen  Beziehungen  verborgen,  welche  zwischen 
einigen  solchen  Konstanten  Statt  finden.  Die  Kenntniss  dieser 
wechselseitigen  Beziehungen  besitzt  aber  eine  nicht  gering«  Wicii- 
tigkeit,  weil  man  durch  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  wird,  einige 
jener  Konstanten  aus  anderen  herzuleiten  und  auf  diese  Art  die 
besondere  Berechnung  der  ersteren  aus  der  Formel  HI.  Aes  §.  10. 
überflüssig  zu  machen,  ufid  hauptsächlich  weil  jene  Beziehungen, 
wie  sich  zeigen  wird,  einen  bedeutenden  Einfluss  auf  die  Summi- 
rung  derjenigen  unendlichen  Reihen  ausüben,  die  aus  den  harmo- 
niscbftt  der  ersten  Ordnung  entstanden  gedacht  werden  können. 
Hieraus  ergibt  sich  die  Noth wendigkeit,  vor  AUem  euM  nidgBehst 
genaue  Untersuchung  über  die  Eigenschaften  der  Funktion  C  an- 

zustellea,  wobei,  wie  es  sieh  von  selbst  versteht,  die  Gleichung 
III.  des  f.  10.  als  Ausgangspunkt  dienen  bmiss,  weil  dieselbe  als 
eigentliche  Definition  des  Wertbes  jener  Funktion  zu  be- 
trachten Ist.  —  In  der  eben  bezeichneten  Gleichung  darf  n  jede 
beliebige  ganze  Zahl  bedeuten.  Stellt  man  sich  nun  n  als  fort- 
während und  unendlich  wachsend  vor,  so  wird  man  sogleich  sehen, 
dass  die  beiden  ersten  Glieder   des  Wertbes  von   C  gleichfalls 

a\  d 

unendtidi  zunehmen«  was  abtr  bekam tlicb  nicht  lindert,  dass  ihr 
CnterscUed  dennoch .  einer  bestimmbaren  endlichen  Zahl  als 
Gränze  sich  nähern  kann ;  alle  folgenden  Glieder  hingegen  werden 
nicht  nur  einzeln  betrachtet  unendlich  klein,  sondern  auch  ihre 
Summe  nnss.  ehe»  so  bewahaffen  s»iii,  weil  vemSge  der  lOi  §.  12. 
angedttiAeteii»  von  E  s  eb  i  n  g^e  r  etwiesenenr  Eigeasefaftea  der  Reibe 
die  zu  irgend  einer  Anzahl  der  fallenden  Anfiiegsgl'reder  dwaelben 
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zugehörige  Ergänzung  stets  kleiner  sein  muss,  als  das  letzte  der 
beibehaltenen  Glieder  und  dieses,  wie  gesagt,  bei  dem  unendli- 
cheo  Wachsen  von  n  ebenso  unendlieh  klein  wird»  wie  alle  Tor- 
hergebendeu  Glieder«  Geht  nan  daher  unter  der  Voraussetzung 
der  unendlichen  Zunahme  von  n  auf  die  Gränzen  über,  so  ergibt 
sich  die  Gleichung: 

a|d""        Laid'^äV      d     JA* 
oder  auch,  well 

ist,  etwas  einfacher 

I.      C=  limf  S  ^\ln\ 

Diese   eben  so  kurze  als  wichtige   Relation  zeigt  zwar,  dass  C 

^        1 

stets  die  Gränze  sei,  welcher  sich  S  — ^At,  als  Funktion  ron  n 

a\d       » 

betrachtet»  bei  dem  unendlichen  Waehstbiune  ven  n  «nendlicb 
nähert;  es  bleiht  ahet  dabei  noch  unentschieden,  ob  ea  eine 
solche  bestiiMMbare  Grenae*  wivklicb  gebe»  oder  oh  dieselbe 
vielleicht  selbst  naandiieh  gross  sein  'werde.  Bevor  daher 
von  der  gefundenen  Relation  irgend  ein  Gebrauch  gemacht  werden 
darf,  ist  es  nothwendig,  diesea  Zweifel  9U  losen. 


§.  16. 

Zu  dem  vorgesteckten  Zwecke  soll  zunächst  mit  der  Unter- 
teräuchung  des  Falles  begonnen  werden,  wenn  beide  Zahlen 
a  und  d  additiv  sind,  und  zugleich  a  nicht  kleiner  ist 

als  2- 

Bezeichnet  man  der  Kürze  des  Aufdruckes  wegen  die  Function 

•      1 

S-~jln  durch  tfm,  nämlich: 
a\d      d 

"        1 

a[d        d 

wodurch  die  Gleichung  1  de«  §•  K,  die  Form: 
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C  =:  lim^ 

aDDimmty  und  sacht  man  unter  der  Voranssetzang,  dass  ^tfnsl 
angeoommeD  vrerde»  die  Difrerenz  von  ^,  so  erUlt  nan: 

«       1 


oder»  weil 


^  a 


="J'-S  = 


.    «1«    m\ä     m^d     a+nd' 
and 

ist,  auch 

Nun  ergibt  sich  ans  den  bekannten  logarithmischen  R^en,  dasa 

'(~iry = ^Lsrn + 3.(2ii+i)« + 5.(2ii+i)»+- -J 

sei.  Diese  Reihe  ist,  wie  man  weiss,  flir  jeden  additiven 
Werth  von  n,  nnd  ein  anderer  soll  hier  nicht  voransgesetst  wer- 
den, gewiss  konvergent,  zugleich  besteht  sie  durchgängig  us 
additiven  Gliedern,  daher  erhält  man  daraus: 

VennSge  dw  gleich  anfangs  gamaehten  Annahme  soll  aber 

=  d 

sein,  daher  muss  auch 


ferner: 


oder: 


a+nd^  nd+^$ 


-+"^^«d+f 


1      =1        2 
a+nd<d'^rfl' 
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mitbin  nach  dem  Torher  Erwiesenen: 


l_<l|/^?i±i^ 


a\nA  ^  d 
sein. 

Hieraus  sieht  man,  dass  unter  den  aufgestellten  Voransses- 
snngen  in  dem  yorhin  gefundenen  Werthe  Ton  Ai^n  das  erste 
Glied  stets  kleiner  als  das  zweite»  daher  A^  nothwendig  sub- 
tralctiY  und  folglich: 

additiv  sein  müsse. 
Ferner  ist 

oder,   wenn   man   hierin    die   Glieder  vom  zweiten  angefangen 
paarweise  zusammenzieht» 


'm=^ 


(3n— 2)      (5ti— 4)      (7n— 6) 
2.3. n»        4.5. n»  ""  6.7.«'' 


Auch  bei  dieser  Reihe  findet  man  leicht  durch  die  belcannten 
Regeln  fiber  die  Konvergenz»  dass  sie  för  jeden  additiven  Werth 
von  n»  der  nicht  Icleiner  ist  als  1»  gewiss  konvergent  sei.  Ueber- 
diess  sind  unter  der  gleichen  Voraussetzung  alle  Glieder  der  Reihe 
vom  zweiten  angefangen  subtraktiv.    Daher  wird 

folglich  auch: 


K=J^) 


1 


oder: 

und  wenn  man  hierin  anstatt  n  nach  und  nach  die  Zahlen  1»  % 
3»...(n— 1)  setzt  und  die  hiedurch  zum  Vorschein  kommenden 
ungleichen  Werthe  zusammen  addirt,  ergibt  sich  daraus»  dass  die 
Reihe  — ^^1— 2ft|i2— 2/^3---...— ^^(n-l)  gewiss  kleiner  ist  als 

Q  a  a  a 

d(o+d)'*'2<K«  +  2«D'*'3rf(o  +  3d)  +  -  ■*'(fi-l)ii(o+(«— liO* 
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Da  nun  diese  letztere  Reihej  als  uneBdlich*  betrachtet,  me  es 
ohnehin  bekannt  ist,  ffir  jeden  Werth  von  a  und  d  konvergirt, 
so  folgt  daraus,  dass  auch  die  unendliche  Reihe 

— z/if^l  —  ^i^2  — ^ii/;3  —  zf^4— ..., 

welche  nichts  anderes  ist  als: 

lini[--^i^l  — ^if;2— zfta— ...--^^n  — 1)], 

konvergent  sein,  und  demnach  einen  endlichen  Werth  iiaben 
müsse.  . 

Nun  ist,  wie  man  aus  der  Differenzenlehre  weiss, 

i(m  =  if;l  +  ^/i(;l  +  ^/if;2  +  ^i1f;3  + . . .  +  ^/^»  —  1), 
oder: 

H}n  =  -^/l  — [—  JHfl  — z/if;2  —  ^/ij;3— . .  .^/t|;(it— .1)], 
und  daher: 

limijm  =  -^1— lim[— ^iipl  —  ^t;;2— ^if;3  ■—..•— -^(n—1)], 
oder: 

C  =  t|;l— lim  [— ^i-^l— ^/ifi2— -i/^3— . . . -^i^(«— 1)]. 

a\  d 

Man  sieht  hieraus,  dass   die  harmonische  Eonstante    C  der 
Unterschied  zwischen  zwei  Zahlen  ist,  deren  erste 

1        1  1 

a\d      d  a 

stets  endlich  sein  muss ,  wenn  nicht  etwa  a  =  0  angenommen 
werden  sollte,  die  zweite  aber  nach  dem  Erwiesenen  ebenfalls 
endlich  ist,  woraus  folgt,  dass  auch  Ihr  Unterschied,  nUmlich  C 

unter  den  hier  zum  Grunde  liegenden   Voraussetzungen,  dass  a 

und  d  additiv  und  zugleich  a  nicht  kleiner  als  -^  sei,    gewiss  m 

allen  Fällen  einen  endliche.n  Werth  besitzen  werde,  da  der 
Fall,  dass  a  =  0  sei,  durch  die  zuletzt  angeführte  Voraussetzung 
ohnehin  ausgeschlossen  bleibt. 

Was  ferner  den   zunächst    zu  betrachtenden  Fall  anbeisogt, 

wenn  zwar  wie  vorhin  a  und  d  additiv,  jedocb  a  <  «;      sei» 

sollte,  lässt  sieb  derselbe  leicht  auf  das  bereits  Erwiesene  zu* 
rückfBhreo. 
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Denn  vermuge  der  GleSchuDg  I.  des  §.  5.  ist 

M  1  «-1  1  II-l 

Q\d     a\d       a\^d\d      a       a-f  d  |  d 

Hieraus  folgt  dann: 

"1  1  "-1         l 

«|d     »  «        o+dtd       » 

und  daher: 

1  p  ii-i         1-1 

limtün  =  -  -f  liml       S     —  3^«  I » 

r,miJ;«==^+r.m[^Ä^-J/(n-l)], 

oder  vermöge  der  Gleichaog  I.  des  §.  15.^  wenn  darin  n  —  1  an- 
statt ff  und  a-^d  anstatt  a  gesetzt  wird« 

a\d       a       a-f d  |  d 

Da  aber  a  und  d  als  additiv  angenommen  wurden,  muss 
nothwendig  a+^>-ö  sein«  folglich  wird  in  Gemässheit  des  vor- 
her erwiesenen  Falles    C    gewiss  einen  endlichen  Werth  und 

a4-d|d 

demnach  auch   C  einen  eben  solchen  haben,  wenn  nicht  etwa 

a\d 

0  =  0  ist,  in  welcher  Voraussetzung  allerdings  aus  der  zuletzt 
gefundenen  Gleichung    C  =  od  sich  ergeben  würde. 

0  \d 

In  Bezug  auf  die  weiteren  Fälle,  wenn  a  oder  d  subtr aktiv 
sein  seilten,  ist  bereits  in  $.6.  nachgewiesen  worden,  dass  alle 
harmonischen  Reihen  mit  snbtraktiven  Anfangszahlen  oder  Diffe- 
renzen leicht  auf  andere  mit  additiven  solchen  Zahlen  sich  bringen 
lassen,  wodurch  man  die  ersteren  ganz  zu  vermeiden  im  Stande 
ist  Deberdiess  wird  sehr  bald  gezeigt  wenden,  dass  für  die  bar«- 
mooischen  Konstanten  genau  eben  solche  Gleichungen  bestehen, 
wie  sie  in  den  §§.  4 — 7.  Hir  die  Reihen  selbst  aufgestellt  wurden. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  wird  man  dann  jede  harmonische 
Konstante,  worin  Anfangszabl  oder  Differenz  subtr  aktiv  sind, 
ans  anderen  dergleichen  Konstanten  herzuleiten  vermögen,  bei 
welchen  sowohl  Anfangszabl  als  Differenz  additiv  sind,  und 
da  die  letzteren  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  wenn 
0=0  ist,  stets  endliche  Werthe  haben,  wird  das  nämliche  auch 
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von  den  ersteren  gelteo»  wieder  nar  mit  Aasnahme  des  Falles, 
weno  unter  deo  Gliedern  der  zugebdrigen  Eleihe  sich  slnes  be- 
findet,  dessen  Nsnner  gleich  0  ist 

Als   Endergebniss    der   eben   yorgenommenen  üntersachang 
stellt  sich  demnach  heraas«  dass  die  harmonischen  Konstanten  C 

stets  endliche  Zahlen  sind,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles, 
wenn  unter  den  Gliedern  der  zugehörigen  Reihe  eines  den  Nen- 
ner 0  hat,  was  nur  dann  geschehen  kann ,  wenn  entweder  a  =  0 
ist,  oder  wenn  a  und  d  ungleiche  Zeichen  vor  sich  tragen  und 
zugleich  a  ein  Vielfaches  von  d  ist. 


§.  17. 

Bei  der  Beweisführung  des  §.  16.  liegt,  ohne  dass  es  aos- 
drdcklich  bemerkt  wurde,  die  Voraussetzung  zum  Grunde»  dass 
die  2tfahlen  a  und  d  beide  reell  seien,  weil  nur  bei  dieser  An- 
nahme die  dort  angewendete  Abtheilung  in  die  beiden  Fälle,  je- 

nachdem  a  kleiner  oder  nicht  kleiner  ist  als  ö»  einen  yerständli- 
eben  Sinn  hat,  da  man  ja,  wenn  eine  der  beiden  Zahlen  komplex 
sein  sollte,  nicht  zu  bestimmen  vermag,  ob  die  eine  wirklich 
gr5sser  oder  kleiner  sei,  als  die  Hälfte  der  anderen*  Zur  Ver- 
vollstSndigung  der  Dntersucbung  erfibriget  daher  noch,  die  Frage 
zu  beantworten,  welche  Beschaffenheit  die  Constante  C  för  kom- 

a\d 

plexe  Werthe  von  a  oder  d  haben  werde?  Dass  man  hiebet 
nur  den  einzigen  Fall,  wenn  a  komplex,  hingegen  d  reell  ist,  io 
Betracht  zu  ziehen  nothighabe,  ist  aus  dem,  was  bereits  in  $.li. 
angefahrt  wurde,  ohnehin  einleuchtend. 

Um  zur  Erledigung  dieser  Frage  zu  gelangen,  nehme  man  in 
{.  14.  bei  den  dort  unter  I.  und  II.  oder  auch,  was  ganz  auf  das* 
selbe  hinauskommt,  unter  V.  und  VI.  angegebenen  Werthen  von 
P  und  Q  die  ohnebin  willkürliche  Zahl  n  als  unendlich  wachsend 
an«  Unter  dieser  Voraussetzung  erhält  man  bei  dem  Uebergange 
auf  die  Gränzen  offenbar  : 

o      „^r?      U'[-{n^\)d  1  ./V((«+nd)«+ff)\-l 

^= ""°^L*(«+(«-i)rf)»+/3>"  a'l       3 )\ ' 

und 

weil  dabei  alle  späteren  Glieder  jener  Werthe  als  unendlich  ab« 
nehmend  wegfallen,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  wird. 
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Non  ist,  da  ß  als  reell  and  daher  /3*  ab  additiv  angenom- 
men wird. 


(a  +  (ii—l)rf)«+/S«^a+(«— l)rf' 
mitbin  auch: 

g       g.f(„-l)rf  2 


'^Z--    ■    /^_l\,l\2    ■    Ä«  <   * 


und  aus  dem  nämlichen  Grunde  ergibt  sich  auch : 

Durch  die  SubtraTction  der  eben  gefundenen  von  der  unmittelbar 
vorhergehenden  Ungleichheit,  und  indem  man  in  Bezug  auf  das 
unendliche  Wachsen  von  n  auf  die  Gränzen  Sbergeht,  folgt  hieraus: 

'""  L^(«+(n-i)d)*+i3«  -  r\ d       JA 

oder : 

r«    «  +  (n~l)rf         l,/V((«4nd)Hj3')\-l^..    f   S      1.  "I 

was,  wie  man  aus  dem  vorhin  angeRihrten  Werthe  von  P  und 
ans  §.  15.  sieht,  nichts  anderes  ist,   als: 

P<  C. 

In  $.  16.  ist  bereits  erwiesen  worden,  weil  hier  nach  der  Voraus- 
setzung a  und  d  stets  reelle  Zahlen  bedeuten,  dass  C  In  der  Regel 

a\d 

einen  endlichen  Werth  besitze,  wovon  nnr  einige  wenige  dort 
bestimmt  angegebene  Fälle  eine  Ausnahme  machen  können. 
Desshalb  muss  auch  P,   welches  immer  kleiner  ist  als  C,  in  der 

a\d 

Regel  stets  eine  endliche  Zahl  sein,  und  nur  in  den  angedeu- 
teten Ausnahmeföllen  bleibt  es  fiir  jetzt  noch  unentschieden  und 
einer  späteren,  übrigens  sehr  bald  nachfolgenden  Erledigung  vor- 
behalten, welche  BeschaiFenheit  P  in  denselben  haben  werde. 
Was  nun  femer  Q  anbelangt,  ist  aus  dem  vorhin  angesetzten 
Werthe  zu  entnehmen,  dass  er  die  Summe  der  unendlichen,  durch 
die  bekannten  Regeln  zur  Beurtheilung  der  Konvergenz  leicht  als 

Theil  XLI.  23 
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fllr  alle  reellen  Werthe  von  a,  ß  und  d  stets  konvergent  er- 
kennbaren Reihe  sei«  dereti  allgemeines  Glied 


(«  +  (ll-l)€0«  +  ß» 


ist  and  daher  gewiss  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  eine  end- 
liche Zahl  sein  mfisse. 


§.  18. 

Mittelst  der  in  §.  15.  gefundenen  Relation  lassen  sich  nun  fclr 
die  harmonischen  Konstanten  C  genau  eben  solche  Gleiehon- 

gen  ableiten  9   wie  in  den  $$.  4. — 7.  fSr  die  zugehörigen  Reihen 
selbst  aufgestellt  wurden. 

Aus  der  Gleichung  I.  des  §.4«  wenn  darin  r=l  angenom- 
men und  dann  von  ihr 

1,11. 

abgesogen  wird,  erhalt  man: 

S    -^In^lTs-^llnl. 


und  wenn  man  hiebei  bei  dem  unendlichen  Wachsen  von  n  aof 
die  GrSnzen  übergeht: 

L-MaiiiMi      mtf    J      m        M^a\d     »     J 

oder  vermöge  I.  in  §.  15.: 

I.  C  =i.c, 

ma\mä       f^  a\d 

woraus  ferner 

II.  C  :=im.     C 

u\d  ma\md 

folgt. 

Von  diesen  Gleichungen,  welche  zeigen ,  dass  man  Anfangs* 
zahl  und  Differenz  einer  harmonischen  Konstante  jederzeit  dnrh 
eine  beliebige  Zahl  m  multipliziren  oder  dividiren  dürfe,  wem 
man  nur  zugleich  die  Konstante  selbst  durch  die  nämliche  Zabl 
m  multlplisirt  oder  dividirt,  lässt  sich  offenbar  für  die  barmoM- 
sehen  Konstanten  der  gleiche  Gebrauch  machen,  welcher  in  §*  i, 
von  den  dortigen  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  zugehörigen  ReifaM 
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angezeigt  warde.  biess  ist  zwar  ganz  einleuchtend,  dfoch  wegen 
der  häuGgen  Anwendungen,  welche  davon  gemacht  werden  sollen, 
und  um  in  Zukunft  stets  mit  Tulliger  Bestimmtheit  sich  darauf 
beziehen  zu  können,  wird  man  es  hoffentlich  nicht  ganz  fiber- 
flussig  erachten,  wenn  die  wichtigsten  Fälfe  des  Gebrauches  hier 
nochmals  in  rouglicbster  Kürze  in  Erinnerung  gebracht  werden. 

Durch  die  Gleichung  II.  kann  offenbar  die  Anfangszahl  und 
Differenz  einer  jeden  harmonischen  Konstante  von  den  darin  etwa 
vorkommenden  Brüchen  leicht  befreit  und  demnach  alle  solche 
Konstanten  mit  rationalen  Anfangszahlen  und  Differenzen  auf 
andere  gebracht  werden,  worin  die  genannten  Zahlen  ganze 
Werthe  haben,  so  dass  die  Berechnung  der  letzteren  genfigt, 
um  auch  die  ersteren  zu  kennen« 

Mittelst  der  Gleichung  1.  lässt  sich  jeder  Faktor,  welcher  der 
Anfangszahl  und  Differenz  einer  Konstante  gemeinschaftlich 
sein  sollte,  aus  denselben  herausziehen  und  hiedurch  die  Kon- 
stante auf  kleinere  dergleichen  Zahlen  bringen ,  wodurch  die  Rech- 
nung oft.  wesentlich  erleichtert  wird. 

Umgekehrt  ist  es  möglich,  durch  die  Einfuhrang  neuer 
Faktoren  nach  II.  mehrere  gegebene  harmonische  Konstanten 
auf  gleiche  Anfangszahlen  oder  auch  auf  gleiche  Diffe- 
renzen zu  bringen.  Vorzuglich  die  letztere  Anwendung  erleich- 
tert oft  die  Aufstellung  oder  den  Gebrauch  mancher  Gesetze  be- 
deutend. 

Noch  muss  angefahrt  werden,  dass  man  durch  die  Gleichung  II. 
in  den  Stand  gesetzt  sei,  jede  harmonische  Konstante,  in  welcher 
Anfangszahi  oder  Differenz  entweder  algebraisch  Irrationale 
oder  auch  komplexe  Werthe  haben,  in  eine  andere  umzuwan- 
deln, in  welcher  nach  Belieben  die  Anfangszahl  oder  auch  die 
Differens  rational  eder  reell  ist,  was  vorzOgllch  rflcksichtlleh 
der  Differenz  von  Nutzen  sein  kann.  Auf  diese  Verwandlungen 
ist  bereits  in  den  $§.  13.  und  )4.  hingewiesen  worden. 

§.  19. 
Wird  von  den  beiden  Theilen  der  Gleichung  I.  des  §.  5. 

abgezogen,  r  =  l  gesetzt  und  dann  unter  Voraussetzung  der  nu', 
endlichen  Zunahme  von  n,  während  m  endlieh  bleibt,  auf 
die  Giänsen  fiberg^angen,   so  findet  man: 

23* 
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oder 

«imP'Ä   --3/(m+«)l=rÄ  +  lirar      S     — !i/nl» 

La|<f  »  J      a\d  l^a^md\d       »      J 

oder  vermöge  §.  15.: 

I.   c  =  S  +   c  . 

o|il        a\d       a^md\d 

woraas  ferner 

IL        C     ^  C-S 

•^md\d        a\d       a\d 

folgt y  In  welchen  Gleichungen  offenbar  m  eine  ganze  Zahl  sein 
ninss. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich^  wie  man  leicht  sehen 
wird^  die  Anfangszahl  einer  jeden  gegebenen  harmonischen 
Konstante  um  ein  beliebiges  Vielfaches  der  Differenz  so- 
wohl vergrossern,  als  auch  verkleinern,  was  zuweilen  mit 
Nutzen  angewendet  werden  kann,  wie  sich  bald  zeigen  wird. 

§•  20. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  I.  des  §.  18.  m  =  —  1  an,  so  er- 
gibt sich  daraus  sogleich: 

1.       C    =-  C, 

-a|-d  Q\d 

woraus  man  sieht,  dass  jede  harmonische  Konstante  durch  die 
Veränderung  der  Vorzeichen,  sowohl  der  Anfangszahi,  als  auch 
zugleich  der  Differenz  in  ihrem  Werthe  keine  Aenderung 
erleidet,  sondern  nur  ihr  Vorzeichen  wechselt 

Durch  die  Subtraktion  von  ^  In  und  den  sohinigen  Uebergaog 

auf  die  Gränzen  bei  unendlichem  Wachsthum  von  n  folgt  aus  der 
Gleichung  II.  des  §.6.,  wenn  darin  t-=l  angenommen  wird: 


limf  S  — -,/nT  =  limr  "s"*  — 1/nl—        s 

■ — a\d       «      J  Lmd-ald        »      J       ii-(m-l)rf|< 

der 

[«         1       T  f-    •»— "»  1  T  « 

S  --jl/n  |  =  lim|      S     -=-/(»- m)  1  -        S 
-a|il      «      -J  Lmd-ald        «  J       a-(«- 
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oder  endlich  vermöge  §.  15.: 


II. 

C  =:    c    -      s      , 

-a|d      mi-a\ä      a-(i»-l)<i|il 

und  ferner,  da 

ist,   auch: 

C  T=:^   C 

.1-4            -«|< 

ni. 

c  =     s     —   c  . 

a]-d       a-<m-I)<l|d       md-a\d 

Die  Gieichnngen  II.  und  IIL  dienen  offenbar  zu  dem  Zwecke, 
um  jede  KoD«tante,  worin  entweder  die  Anfangszabi  oder  die  Dif- 
ferenz allein  subtraktiv  ist,  aus  einer  andern  herzuleiten,  worin 
beide  diese  Zahlen  additiv  sind,  sobald  man  nur  dabei  ffir  m 

diejenige   ganze  Zahl    annimmt,    welche  zwischen  ^  und  ^  -f  1 

liegt.     Von  dem  Falle,  dass  ^  selbst  eine  ganze  Zahl  sei,  wird 
sogleich  besonders  gehandelt  werden. 


§.  21. 

Die  zuletzt  gefundenen  Sätze  gestatten  nunmehr,  diejenigen 
Behauptungen,  welche  in  den  §§.  16.  und  17.  nur-  angeführt,  aber 
nicht  erwiesen  wurden,  vollständig  darzuthun.  Jn  den  Gleichun- 
gen IL  und  III.  des  §.  20.  kann  m  stets  so  ausgewählt  werden, 
dass  md-^a  gewiss  eine  additive  Zahl  sei,  woraus  dann  ver- 
möge des  in  §.  16.  bereits  Erwiesenen  folgt,  dass       C      gewiss 

m 

einen  endlichen  Werth  besitzt.    Das  andere  Glied         'S        ist 

die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  m  von  Gliedern  und  daher 
ebenfalls  stets  endlich,  wenn  nicht  unter  den  letzteren  eines 
vorkommt,  dessen  Nenner  gleich  0  ist  Hieraus  ergibt  sich,  wie 
in  §.  16.  angefahrt  wurde,  dass    C    und     C    in   allen    Fällen 

^  ^  -a\d  a\-d 

m 

endlich  sein  müssen ,  wenn  nicht  unter  den  Gliedern  von         S 

a-(m--l)(i|d 

eines  mit  dem  Nenner  0  enthalten  ist,  unter  welcher  letzteren 
Toraussetzung  die  beiden  bezeichneten  Konstanten  offenbar  un- 
endlich gross  werden.     Bemerkt  man   biezu    noch,  dass  die 

m 

Glieder  von         S         ihren  Werthen  nach  und  ohne  Rücksicht 

a^n^l)d\d 

auf  ihre  Vorzeichen  ganz  die  nämlichen  sind ,  wie  die  m  ersten 
Glieder  von    5    oder  auch   von   S   ,   nur  in  umgekehrter  Ord- 
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nang  genommen,  «o  ist  hiedurch  die  Bebauptuig  des  §•  16.  voll- 
ständig  gerechtfertiget»   dass    nämlich     C    und     C    stets  end- 

liehe  Wertbe  haben,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles,  wenn 
unter  Gliedern  der  zueehurigen  Reihen     5    oder     iS    eines  mit 

dem  Nenner  0  vorkommt,  in  welchem  Falle  jene  Konstanten  als 
unendlich  gross  bezeichnet  werden  müssen. 

Dass  dieser  Ausnahmefall  dann  eintrete  und  nur  dann  eintre> 
ten  könne,  wenn  a  und  d  ungleiche  Vorzeichen  haben  und  za- 

gleich   ^  eine  ganze  Zahl  ist,  wird  man  leicht  sehen  und  wurde 

auch  in  §.  S.  bereits  angeflihrt. 

Was  ferner  die  zu  Ende  des  §.  17.  noch  ausgesetzt  gebliebeDe 
Entscheidufig  über  die  Beschaffenheit  der  dort  durch  P  bezeich- 
neten Zahl  in  dem  Falle,    wenn     C    selbst   unendlich    gross 

a|if 

sein  sollte,  anbelangt,  ergibt  sich  ans  I.  des  {.  19.,  wenn  man 
•darin   a  =  a-f /?i  setzt,    dass 

m 

c  =    s  +     c 

a^ßi[d        a^ß%\d       md^-^j^i\d 

sei.  Da  hier  für  m  jede  beliebige  ganze  Zahl  genommen  werden 
darf,  lässt  sich  m  stets  so  auswählen,  dass  md'^a  ist.  Duter 
dieser  Voraussetzung  ist  offenbar,  wenn  d  additiv  ist,  auch  md-{a 
additiv,  was  auch  «  sein  mag,  und  folglich  wird  vermöge  des  in 
6. 17.  bereits  Erwiesenen  auch  in        C        das  von  t  unabhängige 

miH-a4-/Jijd 

Glied  gewiss  einen  endlichen  Werth  haben.  Sollte  hingegen 
d  subtraktiv  sein,  dann  würde  eben  dieses  aueh  von  md  gelten, 
demnach  md-\-a  gewiss  auch  subtraktiv  und  daher  — md  —  a 
eben  so  wie  —d  additiv  sein. 

Nun  hat  man  aber  vermöge  I.  in  §.  20. : 
Q       — - Q 

daher  ist  der  von  i  unabhängige  Theil  in         C        der  nämliche, 

md^^pf\d 

nur   mit   verkehrtem  Zeichen,    wie  In  C         ,  wo  sowohl 

-.ind-a-/7t|-ii 

^md-^a,    als  auch  — d  additiv  sind,    und  da  dieser  letztere 

Theii  vermSge  des  vorher  Nachgewiesenen   endlich  Ist,  aass 

eben  dieser  Theil  auch  in        C        gewiss  endlich  sein.    Hier- 

md^^ßi\d 

.au«    ergibt  «ich,   daas   in    dem    obigen    Wertbe   von      C     das 
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zweite  Glied  io  allen  Ffillen  00  beschaffen  Ist,  das«  darin  der 
von  t  unabb&ngige  Tbeil  gewiss  endlicb  ist   Dasselbe  gilt  aber 

m 

auch  von  «dem  ersten  Gliede     S    ,   weil  diess  die  Summe  einer 

eodllcben  Anaahl  von  Brüchen  ist»  deren  keiner  den  Nenner  0 
habeo  kann,  was  auch  u,  ß  nnd  d  fOr  reelle  Zahlen  bedeuten 
rotigen,  wenn  nur  nicht  a  nnd  ß  zugleich  0  sind,  in  welchem  Falle 
die  Anfangszahl  (a  +  j^O  nicht  mehr  komplex, 'sondern  selbst  0 
sein  wGrde.  Demnach  muss  auch  die  Summe  der  beiden  Glieder, 
nämlich     C    ,  die  gleiche  Beschaffenheit  besitzen,  dass  der  von 

i  unabhängige,  mithin  reelle  Tbeil,  der  eben  in  §.  17.  durch  P 
bezeichnet  wurde,  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  einen  end- 
lichen l^erth  hat,  wie  diess  in  §.  17.  bereits  von  dem  Faktor  Q 
des  Von  t  abhängigen  Theiles  erwiesen  worden  ist. 


§.  22. 

Dm  auch  aus  der  in  §.  7.  gefundenen  die  entsprechende  Glei- 
chung fflr  die  harmonischen  Konstanten  abzuleiten,  ziehe  man 
▼on  der  ersteren 

ab,  wo  nattirlich  zum  Behufe  der  Richtigkeit  auf  der  linken  Seite 
m  Glieder  als  vorhanden  angenommen  werden  müssen.  Durch 
diese  Subtraktion  und  indem  man  bei  unendlicher  Zunahme  von 
n  auf  die  Gränzen  übergeht,  erhält  man  sogleich: 

oder  verm5ge  §.  15.: 

L      C  -^    C    +     C     +....+        C       ^C+\lm. 

Von  dieser  Gleichung  verdient  ein  einzelner  darin  enthaltener 
Fall  wegen  seines  häufigen  Vorkommens  noch  besonders  hervor- 
gehoben SU  werden.  Setst  man  nämlich  a=<{=sl,  so  gebt  die 
Gleichung  L  in 

C^  C+  C  +....+  C  =  C  +  lm 

l\m      9|M      S|M  fliiM       i|l 
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über,  woraus  sich«  dorch  die  Subtraktion  von 

C  =i.c, 

mim        m  1|1 

l|m      Slm      31m  m-l|m  m        1{1 

oder»  wenn  man  hierin  anstatt  m  den  zur  Bezeichnung  der  Diffe- 
renz gewohnlich  angewendeten  Buchstaben  d  setzt, 

II.     C+C+C+....+  c  =fbi.c+w 

l\d     2\d      Sid  d-l\d  d       1|1 

ergibt 

Bei  dem  Gebrauche  dieser  Gleichungen  darf  man  nicht  aas* 
ser  Acht  lassen,  dass  der  Buchstabe  m  in  I.,  so  wie  der  an  die 
Stelle  des  ersteren  getretene  Buchstabe  d  in  II.  keiqe  andere,  als 
nur   eine  ganze    additive  Zahl   bezeichnen  dürfe. 

Die  Gleich.  I.  drückt  eine  wichtige  Beziehung  aus,  welche  zwischen 
den  zur  Differenz  md  gehörigen  Konstanten    C  ,      C    ,       C    >... 

a\md    a-MImd     a^2d\md 

C  Statt  hat  und  vermuge  welcher   eine  von  diesen 

a-|-(m-l)d|mii 

Konstanten  aus  allen  übrigen  mit  Zuziehung  des  Werthes  von 
C   stets  berechnet  werden  kann,  wo  die  Differenz  der  letzteren  d 

a\d 

nur  ein  aliquoter  Theil  der  früheren  md  ist. 

Eine  eben  solche  Beziehung  zwischen  den  Konstanten  C,  C, 
C, ....  C     zeigt  die  Gleichung  IL,  von  welchen  daher  ebenfalls 

3|d  d-lld 

die  eine  aus  allen  übrigen  bei  vorausgesetzter  Kenntnis«  von 
C  sich  ableiten  Ifisst. 

§.23. 

Aus  der  Gleichung  I.  des  §.  22.  sollen  zunSchst  einige  Fol- 
gerungen gezogen  werden,  welche  zwar  für  die  Berechnung  der 
harmonischen  Konstanten  ohne  besondere  Wichtigkeit  sind,  aber 
doch  hinlänglich  bemerkenswerth  erscheinen  dürften,  um  eine 
Mittheilung  zu  verdienen  und  überdiess  etwas  später- zu  einem 
bestimmten  Zwecke  angewendet  werden  sollen. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  I.  des  §.22.  m=2,  wodurch  die- 
selbe  in 

C  +     C    =C  +  iß 

a\2d       a^d\2d       a\d       d 


Digitized  by 


Google 


Knar:    Die  harmonischen  Reihen.  345 

übergeht»  and  nimmt  hierin  anstatt  a  nach  und  nach 

und  gleichzeitig  anstatt  d  beziehungsweise  die  Wertbe 

2d,    4d,    8d 2— «.d,    2«-i.rf 

an,  so  ergeben  sich  auf  diese  Weise  folgende  Gleichungen: 

C     ^      C     =     C    +iß, 

a[Stf  Q^\%d  a\d  a 

C     +      C     =     C    +^/2, 

a4-<i|44i  a^d\Aä        a^d\id       Id 

c     +      C     =     C    +~ß, 

a4^ii84         a4-7di8il       »^^dlid      4d 


1 
-         .  -  -t- 

a+7d\i6d       <H-15d|16d       iH-7cll8<i 


^  .+  .  c    ==  ./?..+ ^ß. 


C  +  C  =  C  +25=T^ß> 

a+(rf*-*-i)i«|a»-*di     af(a*-*-J)iii«*'^*ii     »f(Ä*-*-i)d|a*~*ii 

C  +  C  =  C  +2S:?rä^^- 

Bei  der  Addition  aller  dieser  Gleichungen  kSnnen  auf  beiden 
Seiten  des  Gleichheitszeichens  diejenigen  Glieder«  welche  sich 
ohnehin  gegenseitig  aufheben,  sogleich  weggelassen  werden ,  wo- 
durch nach  Summirnng  der  geometrischen  Progression 

5  L^+2  "*"  4  ■*■  8"*"  •"*'*'  2"-*  "**  2"-*J  "^rf  v^~'2»-i/ 
folgendes  Ergebniss  zum  Vorschein  kommt: 

I.    c+c+c+c    +....+        c       +      c 

a\td       a^\id       a+Zd\Sd    a-f-7<«|16«l  a+(«"~^-l)d|a*<l    ffl+(a*-l)cli«"d 

Diesem  Ausdrucke  kann  noch  eine  andere,  zu  dem  später  davon 
zu  machenden  Gebrauche  etwas  besser  geeignete  Form  gegeben 
werden 9  indem  man  darin  az=:(l-i'X)d  setzt ,  dann  den  in  den 
Anfangszahlen  und  Differenzen  aller  vorkommenden  harmonischen 
Konstanten  gemeinschaftlichen  Faktor  d  durch  Anwendung  der 
Gleichung  I.  des  §.  18.  aus  denselben  herauszieht  und  endlich  den 
Nenner  d  durch  die  Multiplikation  der  Gleichung  mit  demselben 
ganz  aus  ihr  wegschafft    Auf  diesem  Wege  erhält  man : 
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11.     C  i-  c  +  c  -t-   C  +..-+     c     -t-    c 

i+jpj«     »f#|4     *fxi8     af«|i6         a*~*+»ia»     Ä*+*l<^ 
=   C    +/2.(2-5l.^, 

Id  diesem  Ausdrucke  darf  n  jede  beliebige  gaoze  additive  Zahl 
bedeuten,  Lisst  mau  nun  n  unendlich  wachsen  und  geht  auf  die 
Gränzen  dber,  so  erkennt  man  sogleich ,  dass  unter  dieser  Vor- 
aussetzung das  letzte  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeicbeu 
stehende  Glied  von  selbst  verschwindet«  weil  dasselbe  hiebei  in 

sich  verwandelt.  Alle  anderen,  auf  der  nämlichen  Seite  des 
Gleichheitszeichens  befindlichen  Glieder  bilden  bei  der  angege- 
benen Voraussetzung  offenbar  eine  unendliche  Reihe«  dereo 
allgemeines  Glied 

X 

ist  und  deren  Konvergenz  leicht  nachgewiesen  werden  kann.  Dean 
bezeichnet  man  das  eben  angeführte  allgemeine  Glied  dvdi  ib 
so  wird: 

1 


KZ.      C 

Hieraus  fi>lgt  dann: 

C 

nnd  bei  dein  nDeodlicheD  Wacbstfanme  von  n  ist: 

C 

lim.,   '   ,^       i|» 

womu  nach  dem  iiekanaten  Satse  tod  Caucby  di«  Konvergaiu 
der  nneodUcbeD  Bnhe  fflr  jeden  Wertb  von  «  ericannt  wird. 
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Auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der  Glei- 
chung II.  ist  nur  der  Faktor  2  — ^^^pi  von    n   abhängig   und    die 

Gränze  desselben  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  ist  offen- 
bar 2.  Durch  diese  Betrachtungen  ergibt  sich  demnach  die  roerk- 
wfirdige  Summirung  nachstehender  unendlichen  Reihe: 

III.      C  +    C  +    C  +    C  +•...1=  C    +2ß. 

\-{x\%      %\.x\A      4+ri8       &fsJ16  l-fx|l 


§.  24. 

Ans  der  in  §.  16.  gefondeoen  Relation  L  ISsst  sich  noch  «ine 
andere  sehr  wichtige  Eigenschaft  der  harmonischen  Konstanten 
berieiteD.   Mnitiplizirt  man  nämlich  erstere  durch  d,  so  erhält  man: 

d.C=Vim\d.S—ln\, 

a\d  a\d 

und  auch,   wenn  hierin  a  und.dE  beziehungsweise  mit  Oi  und  di 
vertauscht  werden, 

dl.  C  =iim[rfi.  S  —fei], 
endlich  durch  die  Subtraktion  dieser  von  der  fräheren  Gleichung 


d.C-di.   C  =limrd.S— rfi.    Ä  ]. 


Nun  ist  aber: 


,   "     il        d  d  d  d 


und 


folglich,   wenn   man   diese  beiden  Werthe  von  einander  abzieht 
und  die  gleichvielten  Glieder  von  beiden  mit  einander  vereiniget. 


dai — adi 
"*"^*'"*"(a+(»-l)iQ(ai  +  (it-l)di) 


oder 
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^afr"^-.!  =(^«i-«^i)t,+(a+d)(a,+dO^«+2d)(fl|+^j 

■*"  ••••  "*"  (a+(n-l)rf)(ai  +  (n-l)dj" 

Die  hier  zwischen  den  Klammern  enthaltene  Reihe,  wenn  sie 
als  eine  ohne  Ende  fortgesetzte  betrachtet  wird,  ist,  wie  mao 
leicht  sieht,  für  alle  Werthe  von  a,  d\  ai,  di  konvergent,  oor 
mit  Ausnahme  derjenigen,  in  welchen  entweder  a  =  0  oder  ai=0, 

oder  auch    -7  oder   -^    eine   subtraktive  und  zugleich   ganze 

Zahl  ist.  Mit  Auaserachtlassung  der  eben  erwähnten  Fälle,  io 
welchen  diese  Reihe  unendlich  gross  wird,  zugleich  aber  nacb 
dem  schon  früher  Erwiesenen  eine  der  beiden  Konstanten  C  oder 

C     ebenfalls  unendlich  gross  ist,  hat  man  daher  bei  dem  so* 

endlichen  Wachsen  von  n: 

n  «  1 

lim \d» S — dt.  S  1  =r  (dai  —  oA ) . Ä 7 — r? — ttjtt — 77 — Ttjn» 

und  wenn  dieser  Werth  in  der  vorher  gefundenen  Gleichung  sab- 
stituirt  wird,  auch: 

I.    d.C^dt.  C^{da^'-adt).S.  ^  ■      ..  ,.|    ^. ^^. 

a\d  a,\d,  (a  +  (w— l)rf)(ai+(ji— l)d|) 

Diese  Gleichung  lässt  eine  andere,  der  Form  nach  etwas 
verschiedene  Darstellung  zu.  Nach  demjenigen,  was  in  {.  9.  über 
die   richtige   Bedeutung  der  Zeichen  S  und    S     gesagt  wurde, 

bezeichnet  d,S — <2|.  iS    die  ohne  Ende  fortgesetzte  Reihe  der 

a\d  Cildj 

gliederweisen  Unterschiede  der  unendlichen  Reihen  d,SmkAd%.  S  . 

Da  nun  nach  dem  Vorhergeheoden  diese  Unterschiede  eine  kon- 
vergente Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

dai^adi / 1 \ 

(a+(n-l)rf)(a,+(n-l)rfO~^'''^""'''^^A(a+(n-l)d)(ai+(«--lM)/ 

bilden,  so  folgt,  dass 

d.S'-'di.  S   =(da,— adi)S;  '        * 


und  daher  auch 


Digitized  by 


Google 


Rnar:    Die  AarmaniscAen  Reihen.  349 

II.    d.  C— dj.    C    =d.S— dl.    S 

sei. 

Die  Gleichungen  I.  und  II,  nehmen  eine  noch  etwas  einfachere 
Gestalt  in  dem  besonderen  Falle  an ,  wenn  d|  =  d  ist,  weil  unter 
dieser  Voraussetzung  in  beiden  Gleichungen  der  gemeinscbaft* 
liehe  Faktor  d=idi  durch  Division  sich  wegschaffen  lässt.  Man 
erhält  auf  diese  Weise : 

™-  ,?d-.fi.=^''»-''^*(«+(»-i)d)(«i+(«-i)rf) 

aod 

IV.    c  -  c  =  s  —  s  . 

a\d      ai\d       a\d       ai,\d 

In  §.  18.  ist  bereits  gezeigt  worden,  wie  alle  harmonischen 
Konstanten 9  welche  verschiedenen  Differenzen  zugehuren,  mit 
Leichtigkeit  auf  gleiche  Differenzen  sich  bringen  lassen.  Dess* 
halb  können  die  einfacheren  Formeln  III.  und  IV.^  obgleich  nur 
von  einem  besonderen  Falle  geltend^  doch  ßir  alle  Fälle  der 
Anwendung  als  ausreichend  betrachtet  werden,  wenn  man  nur  jedes 
Mal  die  allerdings  nur  geringe  Mühe  nicht  scheut,  alle  harmoni- 
schen Konstanten  auf  gleiche  Differenzen  zu  bringen,  wenn  sie 
solche  nicht  etwa  ohnehin  bereits  haben  sollten.  Von  dieser  Be- 
schränkung auf  den  gedachten  einzelnen  Fall  wird  in  der  Folge 
begreiflicher  Weise  nur  dann  wirklicher  Gebrauch  gemacht  wer- 
den, wenn  hiedurch  irgend  ein  erheblicher  Vortheil  erzielt  wer- 
den kann,  sei  es,  dass  eine  aufzustellende  Regel  einfacher  sich 
ausdrücken  oder  die  Anwendung  einer  solchen  sich  beträchtlich 
leichter  in  Ausfährung  bringen  lässt. 


§.  2S. 

Die  Gleichungen  des  §.  24.  werden  in  der  Folge  dazu  benutzt 
werden,  um  die  Anwendung  der  harmonischen  Konstanten  bei  der 
Summirung  solcher  unendlichen  Reiben,  welche  aus  harmonischen, 
durch  Zusammenziehung  ihrer  gleichvielten  Glieder  entstehend 
gedacht  werden  können,  darauf  zu  gründen.  Gegenwärtig  aber, 
wo  es  sich  erst  um  die  Berechnung  jener  Konstanten  und  Auf- 
findung ihrer  gegenseitigen  Beziehungen  handelt,  nicht 
aber  um  die  Art  ihrer  Benutzung,  muss  vor  Allem  näher  unter- 
sucht werden,  welcher  Gebrauch  von  den  gefundenen  Gleichungen 
zu  den  gedachten  Zwecken  sich  machen  lässt. 

Aus  der  dortigen  Gleichung  I.  folgt  unmittelbar: 

I      c=^     C   A-^^LUBük  S - 

•  |d     d'a^id,  d       •    (a-Kn--I)d)(ai+(«-I)di)' 
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und,    wenn  bierin  ai=c2i=:l  angenoaimen  wird» 

"•    fxi-  a-i?i+-?'*(«+(n-i)«ÖS' 

oder  endlich»  wenn  anstatt  des  Snnimenzelcbene  die  darcb  das* 
selbe  dargestellte  Reibe  selbst  eingeffibrt  wird» 

"'•    c^d"  dl?  t  ~rf~(o  +  275T^"'^ä(a+2rf)+4(a+3€Ö+V' 

Durch  diese  Gleichungen  ist  es  offenbar  möglich»  sobald  auch 
nur  eine  einzige  harmonische  Konstante    C    bekannt  ist,  vor- 

ausgesetzt»  dass  sie  nicht  etwa  zu  den  in  §.  24.  angedeuteteo 
Ausnahmefallen  gehOrt»  jede  andere  solche  Konstante   C  durch 

die  erstere  und  mit  Hilfe  einer  konvergenten  unendlichen  Reibe 
zu  finden.  Wie  die  Gleichungen  II.  und  III.  zeigen»  ist  diess  ins- 
besondere auch  durch  die  der  Form  nach  einfachste  Konstante 
C  ausfiihrbar»  so  dass  man  eigentlich  nur  nothig  hStte,  eine 
111 
einzige  solche  Konstante      C     oder  auch    C    durch  die  in  6. 10. 

«i  I  rfi  1 1 1 

aufgestellte  Reihe  zu  berechnen  und  daraus  alle  übrigen  mittelst 
der  obigen  Gleichungen  abzuleiten. 

Diess  ist  allerdings  ein  neuer»  in  theoretischer  Beziebung  ganz 
untadelhafter  Weg»  um  zur  Kenntniss  der  Werthe  Ton   C  eu  ge- 

a  \d 

langen»  weil  dabei  nur  konvergente  Reihen  zur  Anwendung 
kommen.  Allein  bei  wirklicher  Ausführung  unterliegt  diese  Me- 
thode einem  bedeutenden  Gebrechen»  weil  die  in  den  obigen 
Gleichungen  vorkommenden  unendlichen  Reihen  nur  sehr  lang- 
sam konvergiren»  wesshalb  dabei  eine  sehr  befrSchtlicbe  AnzdhI 
ihrer  Glieder»  fast  immer  weit  mehrere»  als  bei  Benützung  der 
Reihe  III.  des  §.  10.  zum  gleichen  Zwecke  erforderlich  sind,  an- 
gewendet werden  muss»  um  eine  verlangte»  etwas  bedeutende 
Näherung  zu  erzielen.  So  z.  B.  werden  in  der  Folge  die  Werthe 
mehrerer  harmonischen  Konstanten  in  16  Dezimalstellen  genau 
angegeben  werden»  welche  mit  Hilfe  der  Formel  10.  des  §•  10.  in 
verhältnissmässig  sehr  kurzer  Zeit  berechnet  wurden»  wfihrend 
selbst  das  Lebensalter  Methusalem's  viel  zu  kurz  sein  würde»  um 
bei  ununterbrochener  Arbeit  eines  Mannes  durch  die  hier  suletzt 
aufgestellten  Formeln  auch  nur  eine  einzige  von  ihnen  in  gleicher 
Schärfe  finden  zu  kennen.  Diess  liefert  ein  auffallendes  Beispiel 
dass  zuweilen  der  Gebrauch  einer  halbkonvergenten»  daher  eigent- 
lich divergenten»  unendlichen  Reihe  vor  einer  wirklich  konvergen- 
ten den  Vorzug  verdienen  Iciinne. 
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$.  26. 
Wäre  man  im  Stande»  die  dnrcii  S-. 


'(a  +  (n-l)rf)(fl,+(n-l)d,) 
dargestellte  Summe  im  allgemeinen  mitteUt  einer  geschlosse- 
oeo  analytischen  Formel  auszudrücken^  ohne  dabei  die  Kennt- 
niss  der  harmonischen  Konstanten  schon  vorauszusetzen,  so  würde 
die  Gleichung  I.  des  §.  25.  eine  bestimmte  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Konstanten    C   und      C     angeben ,  vermöge  welcher 

die  eine  durch  die  andere  berechnet  werden  l[6nnte.  Zwar  ist  die 
DDm5glichkeit  einer  solchen  Darstellung  keineswegs  erwiesen 
worden,  doch  ist  dieselbe  bisher  wenigstens  noch  Niemandem 
gelungen.  Wohl  aber  kann  die  gedachte  Summirung  In  einigen 
besonderen  Fällen  wirklich  ausgeführt  werden»  unter  welchen 
vorzugsweise  Einer  hier  von  Wichtigkeit  ist»  weil  er  nicht  nur 
eine  bedeutend  ansgedehnte  Anwendung  gestattet»  sondern  zugleich 
daraus  Folgerungen  sich  ergeben»  welche  aus  den  übrigen  im 
Vorhergehenden  schon  erwiesenen  Sätzen  nicht  würden  abgelei* 
tet  werden  kSnnen. 

Aus  der  Theorie  der  goniometrischen  Funktionen  ist  bekannt, 

dass 

^    4.     «f-i       ^     .  JL        1     ,      I  1     . 

a^*^"*  rf  "•a'"3=i'*"d+a"2rf-.a"*"2d+a""3ii-fl'*"-' 
oder»  wenn  man  die  Glieder  paarweise  zusammenzieht: 

n  an  __    d— 2a  d — 2a d — 2a 

^cotang  ^  -  a(ii-a)+(a  +  d)(2d— a)■*■(a+2d)(3d-a)  +  ••• 
Ut»  was  mit  Hilfe  des  Summenzeichens  durch 

gcotang^zx  ^^-2a).S^^^^^_,j^^^^^_^(^_,-5^ 

ansgedriickt  wird.  Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  III.  des  9. 24. 
Ol  =  d  —  a»   so  geht  dieselbe  in 

—       O       =(a — 1M).iSi — r-: TTTT- 

fiber»  woraus  sogleich 

^n     ,       an 


^  ■"   Jf ,  ^ -  (<i-2«)-  «(„  ^  („_ ,) ^ (i_  ^^ (  — 15^ 


L     C  -.     C    ssjeotang^' 


folgt.    Mittelst  dieser  CMeiebODg  kann  nun  jedeneit  etne  der  b«l< 
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den  Konstanten    C   oder      C    durch  die  andere  und  darch  die 

o  I  d  d-a  I  d 

an 
bekannten  Werthe  von  n  und  cotang-^  gefunden  werden. 

Wie  man  weiss »  lassen  die  übrigen,  aus  dem  Sinns  und  Kosi- 
nus durch  Division  entspringenden  goniometrischen  Funktionen, 
nämlich  die  Tangente ,  Sekante  und  Kosekante,  ebenfalls  Zerle- 
gungen in  ähnliche  Reihen  von  konvergirenden  Brüchen  zu,  wie 
die  eben  angewendete  der  Kotangente.  Hiedurch  konnte  man  sich 
wohl  zu  der  Verrouthung  verleiten  lassen,  dass  vielleicht  aus  den 
gedachten  weiteren  Zerlegungen  noch  andere,  von  der  vorhergehend 
gefundenen  1.  wesentlich  verschiedene  Relationen  zwischen  eini* 
gen  bestimmten  harmonischen  Konstanten  sich  ergeben  durften. 
Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall,  wie  man  sich  durch  eine 
spezielle  Untersuchung  leicht  überzeugen  kann,  vielmehr  erhält 
man  aus  jeder  anderen  der  angedeuteten  Zerlegungen  immer  wie- 
der die  nämliche  obige  Gleichung  oder  eine  von  ihr  nicht  wesent- 
lich verschiedene.  Der  Grund  dieser  Identität  wird  auf  der  Stelle 
einleuchtend,  wenn  man  bedenkt,  dass  aus  der  Zerlegung  der 
Kotangente  jene  der  drei  übrigen  genannten  gonlometrischeo 
Funktionen  sich  herleiten  lassen  und  auch  gewöhnlich  auf  diese 
Weise  gefunden  zu  werden  pflegen.  Hieraus  folgt  aber  noth- 
wendig,  dass  die  letzteren  Zerlegungen  keine  anderen  Ergebnisse 
zu  liefern  vermögen,  als  nur  solche,  welche  in  der  Zerlegung  der 
Kotangente  ihren  Grund  haben,  und  eben  desshalb  auch  aus  die- 
ser letzteren  sich  entwickeln  lassen  müssen.  Diese  Betrachtung 
zeigt,  dass  man  nicht  nothig  hat,  in  eine  umständlichere  Unter- 
suchung hierüber  sich  einzulassen. 


§.27. 

Die  harmonischen  Konstanten  stehen  mit  zwei  in  die  Analy- 
sis  bereits  seit  längerer  Zeit  aufgenommenen  Funktionsforroen  in 
einer  sehr  einfachen  und  leicht  nachweisbaren  Verbindung,  näm- 
lich mit  der  von  Gauss  eingeföhrten  und  durch  Hz  bezeichne- 
ten Funktion 

nl.n» 


Uz  =  lim 


{:^+l)(z  +  2)(x  +  3)....(z  +  ny 


wo  sich  das  Zeichen  lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  n  be- 
zieht, und  dann  auch,  wie  hieraus  von  selbst  folgt,  mit  dem  von 
Euler  zuerst  betrachteten,  desshalb  von  Legendre  mit  dem 
Namen  des  Euler'schen  Integrales  der  zweiten  Art  belegten  und 
durch  A  bezeichneten  bestimmten  Integrale: 
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Dm  diese  Verbindung  zu  zeigen,  setze  man  in  dem  angegebenen 
Werthe  von  IIzi    «  =  — ^ •    Dadurch  erhält  man : 


d    "~"    a(a  +  d)(a  +  2rf)....(a+(n-l)rf)' 

und  hieraus,  wenn  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt, 

/n^^=lim[/(n!)+^^./«+nW-/a— /(a+ci)— /(a+2rf^ 

....  — /(a  +  (n  — l)d)]. 

Durch  das  Differenziren  dieser  Gleichung,  nicht  in  Bezug  auf  n, 
sondern  f3r  die  als  veränderlich  betrachtete  Zahl  a  ergibt  sich 
daraus  ferner: 

oder 

jj-5_-|imK/n— S  |  =  -^liml  S~^/n|=-C. 

Demnach  ist: 

I.   c  =  -— ^, 

oder,  weil  vermöge  der  bekannten  Eigenschaften  der  Funktion  Hz: 


dann: 


und  endlich: 


TheilXLI. 


/JI?-^  =  W— /a  +  zng. 


Sö       ~     ö"*"     8a 
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ist,  auch: 

j    din  ^ 
IL   c=l ^. 

«14      a         da 

Durch  diese  Formeln  ist,  wie  man  siebt,  die  Abhängigkeit  der 
harmonischen  Konstante    C    von   dem  Differentialquotienten  des 

natfirlichen  Logarithmus  von  JJ  ,  oder  auch  von  17  ?  ausge- 
drfickt. 

l^as  noch  die  Verbindung  der  Konstante    C  mit  dem  Torhin 

a\d 

aufgestellten  E  nie r' sehen  Integrale  oder  der  Funktion  Fz  anbe- 
langt, folgt  dieselbe  aus  dem  bereits  Nachgewiesenen  von  selbst. 
Denn  es  ist  bekanntlich: 


mithin: 

J7x  =  r(l  +  i), 

und  daher: 

Ili.     C* 35-2. 

Durch  die  Umkehrung  der  Auflösung  können  offenbar  aus  dieaeo 
Gleichungen  auch  die  Werthe  der  Funktionen  IIx  und  Fx  oder 
zunächst  ihrer  natürlichen  Logarithmen  durch  die  harmoniscbeo 
Konstanten  ausgedrückt  werden.  Man  findet  auf  diese  Weise, 
wenn   a  =  dz  gesetzt  wird: 

IV.     lIb:^  —  fC.dz  =  U'^fC.dz 

und 

V,    in^^fC.Bz. 


§.  28. 

Die  eben  gefundenen  Gleichungen  sind,  wie  man  leicht  ein- 
sieht, nicht  geeignet,  um  aus  einem  gegebenen  bestimmten 
Werthe  von  Uz  oder  li  den  zugehörigen  Werth  von  C  oder  om- 

gekehrt  unmittelbar  zu  berechnen,  mittelbar  aber  konnte  dieser 
Zweck  erreicht  werden,  wenn  man  im  Stande  wäre,  eine  der 
Funktionen  Uz  oder  Fz,  oder  eigentlich  ihren  natürlichen  Loga- 
rithmen, im  Allgemeinen  mit  Hilfe  der  übrigen  In   der  Analysis 
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gebrSucbricben  Funktionen  entweder  dorch  einen  geschlosse- 
nen Ausdrack  oder  durch  eine  unendliche  Reihe  daraustelten. 
Das  erstere  ist  wenigstens  bis  jetzt  noch  Niemandem  gehingien^ 
and  man  darf  wohl  der  Vermuthnng  Raum  geben,  obwohl  e» 
nicht  erwiesen  ist,  dass  es  fiberbanpt  nicht  mögiicb  sein  därfte, 
da  Männer,  wie  Euler,  Legen dre,  Gauss  und  andere  ausge- 
zeichnete  Mathematiker,  welche  sich  mit  jenen  Funktionen  be* 
scbäftiget  babeo,  es  nicht  auszuführen  vermochten.  Man  musste 
sich  daher  begnügen,  zur  Berechnung  von  lllz  oder  /r(l4-2)  vxk*- 
endliche  Reihen  aufzustellen,  aus  welehen  nun  nach  §.  27.  durch 
Differenziren  derselben  eben  solche  Reihen  zur  Berechnung  der 
Werthe  von    C    ohne  alle  Schwierigkeit  hergeleitet  weiden  kOv- 

a\d 

nen.  Allein  als  Ergebniss  dieser  Herleitung,  wenn  sie  wirklich 
vorgenommen  wird,  gelangt  man  wieder  zur  nämlichen  Reihe, 
welche  bereits  in  §.  10.  auf  einem  anderen  Wege  gefunden  wurde, 
oder  doch  zu  einer  solchen,  die  aus  der  letzteren  leicht  sich  ab- 
leiten lässt.  Auf  diese  Weise  liefern  daher  die  für  /77z  oder 
/r(l-|-z)  bekannten  unendlichen  Reihen  kein  neues  Hilfsmittel 
zur  Berechnung  der  harmonischen  Konstanten. 

Ueberdiess  ist  es  den  Bemühungen  der  vorangedenteten  höchst 
scharfsinnigen  Männer  gelungen,  zwischen  den  Werthen,  welche 
die  von  ihnen  betrachteten  Funktionen  Ux  oder  Ft  fllr  verscble* 
dene,  doch  in  bestimmten  Beziehungen  zu  einander  stehende 
Werthe  von  z  annehmen,  eine  bedeutende  Anzahl  merkwürdiger 
und  zum  Theile  verwickelter  Gleichungen  aufzufinden,  aus  wel- 
eben  nun  nach  §.  27.  eben  solche  Gleichungen  zwischen  verscbie« 
denen  Werthen  der  harmonischen  Konstanten    C  sich  aufstellen 

a\d 

fassen.  Wirklich  konnten  auf  diesem  Wege  alle  im  Vorhergehen- 
den bereits  erwiesenen  gegenseitigen  Beziehungen  zwischen  den 
harmonischen  Konstanten  ebenfalls  gefunden  werden.  So  z.  B. 
ist  die  Gleichung  des  §.  22.  nichts  anderes  als  eine  Folgerung 
aus  dem  von  Legendre  aufgestellten  Satze: 

in  welchem  man  nur  beiderseits  die  Logaritllmen  zu.  nehmen, 
dann  au  differenziren ,   aus  §.27.  die  Werthe  au  substituiren  und 

endlich  :r  =  ~^  zu  setzen  braucht,  um  sogleich  die  vorbezeich- 
nete Gleichung  zu  erhalten.  Nun  vergleiche  man  aber  die  Art, 
wie  Legendre  in  den  Exercices  de  calcul  integral  T.  II. 
seine  Formel  ableitet,   oder  auch  den  Beweis,  welchen  Canchy 

24* 
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in  den  Exercices  de  Mathematiques,  ]5">«  Livraison^  da- 
von gibt»  mit  dem  im  Vorgehenden  eingeschlagenen  Verfahren 
zur  AafGndung  der  Gleichung  I.  des  §.  22.,  man  wird  dann  schwer- 
lich im  Zweifel  sein,  welche  Methode  in  Bezug  auf  Klarheit, 
Kürze  und  vielleicht  sogar  Sicherheit  den  Vorzug  verdiene. 

Hiezu  bemerke  man  ferner ,  dass  man  bei  der  Betrachtung 
der  durch  Fx  bezeichneten  bestimmten  Integrale  gewuhnlich 
von  der  Voraussetzung  auszugehen  pflegt,  z  bedeute  eine 
additive  rationale  Zahl,  welche  Voraussetzung  dann  auch 
auf  alle  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen  übergeht.  Allein 
bei  den  harmonischen  Konstanten  ist  die  Beschränkung  auf 
additive  und  rationale  Werthe  von  a  und  d  durchaus  un- 
zulä/^sigy  weil  bei  dem  Gebrauche  dieser  Konstanten  nicht 
selten  Fälle  vorkommen^  in  welchen  a  oder  d  nicht  nur  irra- 
rationale,  sondern  sogar  komplexe  Zahlen  sind.  Man  sieht 
hieraus,  dass  die  so  geartete  Uebertragung  der  Eigenschaften  der 
bezeichneten  Integrale  auf  die  harmonischen  Konstanten  zuweilen 
unzureichend  zu  dem  von  den  letzteren  zu  machenden  Gebrauche 
ausfallen  kann. 

Das  eben  Gesagte  in  Verbindung  mit  demjenigen,  was  bereits 
in  §.  11.  über  die  sistematische  Einreihung  der  Lehre  von  den 
harmonischen  Reihen  zwischen  die  übrigen  Abtheilungen  der  Ana- 
lysis  angeffihrt  wurde,  wird  es  genügend  erklären,  wesshalb  bis- 
her zur  Aufsuchung  der  Eigenschaften  der  harmonischen  Kon- 
stanten von  den  schon  seit  längerer  Zeit  bekannten  Relationen 
zwischen  den  Funktionen  Ilz  oder  Fi  kein  Gebrauch  gemacht, 
sondern  alles  aus  davon  unabhängigen,  mehr  elementaren  Grün- 
den hergeleitet  wurde.  Diess  soll  auch  in  der  Folge  auf  die  näm- 
liche Weise  beobachtet  und  überhaupt  die  Integralrechnung  nie« 
mals  angewendet,  sondern  den  davon  unabhängigen  Methoden 
fltets  der  Vorzug  eingeräumt  werden. 

§.29. 

Die  Gleichungen  des  §.  27.  können  offenbar  auch  dazu  dienen, 

um  aus  der  als  bekannt  angenommenen  Funktion   C  die  Funktio- 

»11 
nen  Ilz  <vder  Fz  abzuleiten.  Desshalb  ist  es  möglich.  Im  Gegen- 
satze zu  dem  in  §.  28.  betrachteten  und  als  unzweckmässig  be- 
fundenen den  gerade  umgekehrten  Weg  einzuschlagen,  indem 
zuerst  die  Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten  unabhän- 
gig von  den  beiden  anderen  eben  bezeichneten  Funktionen  aufge- 
sucht und  aus  diesen  erst  jene  von  Ilz  oder  F%  entwickelt 
werden  kdnnen.    Diese  Ordnung  der  Behandlung  gewährt  den  in 
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theoretischer  Hinsicht  wichtigen  Vortheil,  dass  die  Lehre  von 
den  harmonischen  Reihen  vor  der  Integralrechnung  und  auch, 
wenigstens  der  Hauptsache  nach^  vor  der  Differenzialrechnung 
vorgenommen  und  dort  eingereicht  werden  kann,  wohin  sie  bei 
sistematischer  £intheilung  aller  Zweige  der  Analysis  eigentlich 
gehört,  wenn  auch  späterhin  vielleicht  noch  eine  Ergänzung  nach- 
getragen werden  rauss.  Ferner  erlangt  man  hiedurch  den  prakti- 
schen Nutzen,  dass  dieser  Weg  meisten theils  leichter  und  zu- 
weilen sogar  mit  grosserer  Sicherheit  sich  betreten  und 
durchfuhren  lässt,  als  jener  des  §.  28.  Die  Richtigkeit  dieser 
Behauptung  wird  man  schon  aus  dem  ebendort  angedeuteten  Bei- 
spiele entnehmen,  sie  wird  aber  noch  einleuchtender  werden,  wenn 
man  die  Miihe  nicht  scheut,  die  Vergleichung  beider  Methoden 
weiter  vorzunehmen.  Man  betrachte  z.  B.  nur  die  gewiss  nicht 
unbedenkliche  Art,  wie  Legendre  die  wichtigen  Entwickeln ngen 
von  IFz  oder  ir(\-\-i)  in  Reihen  nach  den  fortschreitenden  Po- 
tenzen von  z  vornimmt,  und  vergleiche  dieselbe  mit  der  in  der 
Folge  gebrauchten  Abbleitung  der  entsprechenden  Reiben  für    C  ; 

man  wird  dann  schwerlich  weiter  einem  Zweifel  Raum  geben. 
Hiebe!  wird  man  es  besonders  auffallend  finden,  dass  Legen- 
dre,   um  zu  seinen  Reijien  zu  gelangen ,   zuerst  eine  Reihe  fSr 

-yr-  aufsucht  und  daraus  dann  durch  Integration  die  Reihe  für 

IPt  herleitet,  was  offenbar  nichts  anderes  ist,  als  dass  er  zuerst 

die  Reihe  lur   C,  und  daraus  dann  auch  jene  für  IFz  entwickelt, 

»11 

folglich  rücksichtlich  der  Ordnung  keineswegs  den  in  §.  28.  be- 
trachteten, sondern  eben  den  hier  bevorworteten  Weg  einschlägt. 

Wie  ohnehin  bekannt,  lassen  sich  die  Werthe  einer  sehr  beträcht- 

liehen  Anzahl  von  bestimmten  Integralen  auf  die  Funktion  —^ — 
oder  nach  S.  27.  auf  C  zurückführen.    Wenn  daher  die  Lehre  von 

den  harmonischen  Reihen,  wenngleich  vielleicht  nur  der  ersten 
Ordnung,  bei  Abhandlung  der  Integralrechnung  als  schon  dersel- 
ben vorhergehend  angesehen  werden  darf,  kann  überall  anstatt 
der  ersten  die  zweite  eben  angegebene  Funktionsform  ange- 
wendet und  hiedurch  die  angedeuteten  Integral  werthe  nicht  unbe- 
deutend vereinfacht  werden,  ja  buchst  wahrscheinlich  wird  auf 
diese  Weise  die  Anzahl  jener  Integrale  noch  einer  ansehnlichen 
Vergrosserung  fähig  sein. 

Allein  der  eben  berührte  wichtige  Gegenstand  würde  zu  sei- 
ner nur  einigermassen  vollständigen  Durchführung,  die  auch  erst 
später  vorgenommen  werden  konnte,    einen   beträchtlichen  Raum 
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erfordern;  überdiess  liegt  er  keineswegs  iDoerhaib  des  gleich  an- 
fangs vorgezeichneten  Umfanges  der  gegenwärtigen  Abhandiong. 
Dessbalb  soll  von  demselben  fernerhin  nicht  mehr  die  Rede  sein, 
sondern  die  eben  darüber  gegebenen  Andeutungen  genügen.  Nur 
möge  es  gestattet  sein,  hier  noch  ein  Beispiel  beizubringen,  aus 
welchem  man  die  Leichtigkeit  und  Sicherheit  Aqb  Deber- 
gaoges  von  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten  auf 
jene  der  Funktion  Fz  entnehmen  kann,  und  welches  zugleich  ge- 
eignet ist,  eine,  so  weit  dem  Verfasser  bekannt  ist,  neue  be- 
merkenswerthe  Eigenschaft  der  letzteren  Funktion  nachzuwdsen. 

Zu  diesem  Zwecke  itst  eben  hauptsächlich  die  Gleichung  IL 
in  §.23.  aufgestellt  worden,  aus  welcher  nun  die  entsprechende 
Relation  für  Fz  gefunden  werden  soll.  Vermöge  der  Formel  III. 
des  §.27.   ist: 

Cr     — . 5 . 

1-fzil  OX 

Durch  Substitution  alier  dieser  Werthe  in  der  Gleichung  IL  des 
§.  23.,  nachherige  Multiplikation  mit  dx  und  Veränderung  aller 
Vorzeichen  geht  dieselbe  in 

a<r(l±--)+a,rf-±^)+«r(lf>..+«r(5^) 

+  8<''(?^)=S;r(I+«)-ß.(2-jJr,)i' 

Gber,  aus  welcher  man  durch  Integration,  wenn  die  zugehörige 
Konstante  durch  IC  bezeichnet  wird, 

,rC-|£)„r(?±5)„r(i^)+.„+,r(^i2)+„^^) 

=  /r(l  +  a?)  —  ß.  (2—  i^i)  X  +  /C. 

dann  durch  den  Uebergang  von  den  Logarithmen  za  den  Zahlen 
selbst : 
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<-fo-^m<^)-^^==^)'-(^) 


=:r(l  +  a:).2  ^    «— i^.C, 


oder  auch 


1 

erhält. 

Hier  erübriget  nur  noch«  auch  den  Wertb  von  C  zu  bestim- 
meo«  was  keiner  Schwierigkeit  unterliegt.  Denn  wird  in  der  zu- 
letzt gefundenen  Gleichung  a;=0  angenommen»  so  erhält  man  daraus: 

(ri)«.ri  =  ri.c, 

folglich  ist: 

oder,  Weil  bekanntlich 


ist,   auch: 


r\  =  «* 


i> 


C=  n\ 


Dnrch   die  Sabstitation   dieses  Wertbes  ergibt  sich  endlich  die 
GletchoDg: 

I. 


^. 


r(4+5).r(4+j).rö+g)....r(i+g;).r(i+^ 

oder,  weil 

r(i+^)  =  J.rg  and  r(i4-«)  =  «rx 

ist,   auch: 

II. 

r(4+f).r(4+f).r(i+g)..,.r(4+|).r|=ß:.2"~'^.-i^»'.J. 

Wollte  man  in  I.  ebenso »  wie  es  in  §.23.11.  geschehen  ist, 
unmittelbar  n=:Qc  setzen,  so  würde  man  finden,  dass  der  zweite 
Theil  der  Gleichung  unendlich  gross  werden  mGsste,   was 
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auch  ganz  richtig  ist,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  der  erste 
Theil  eine  unendliche  Faktorenfolge  wird,  welche  nicht  kon- 
vergirt    Dividirt  man  hingegen  I.  vorher  durch 

n 

und  nimmt  dann  erst  n=:Qo  an,  so  erhält  man  folgenden  beraer- 
kenswertben  Ausdruck  einer  unendlichen  Folge  von  konvergiren- 
den  Fakto.ren: 

rtt+f)  ra+f)  r(i+|)  r(4+S) 

V^  V«  V»  Vn  Vi/ 

welcher  bisher  noch  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein  scheint. 


§.30. 

Die  im  Vorhergehenden  erwiesenen  Sätze  enthalten  die  ali- 
gemeinen Eigenschaften  der  harmonischen  Konstanten,  so 
weit  man  sie  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  zu 
entwickeln  vermochte;  sie  dienen  als  Grundlagen  der  Lehre  von 
diesen  Konstanten,  indem  aus  ihnen  alle  übrigen  Eigenscbaflen 
der  letzteren  sich  ableiten  lassen;  sie  sind  ferner  geeignet,  alle 
wechselseitigen  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  einzel- 
nen Konstanten  daraus  aufzuGnden ;  endlich  bieten  sie  auch  die 
Hilfsmittel  dar  zur  Summirung  aller  jener  konvergenten  unend- 
lichen Reihen,  welche  aus  den  harmonischen  der  ersten  Ord- 
nung durch  das  Zusammenziehen  ihrer  gleich vielten  Glieder  ent- 
springen können. 

Es  soll  nunmehr  zur  wirklichen  Berechnung  der  har- 
monischen Konstanten  für  bestimmt  gegebene  Werthe  der 
Anfangszahl  und  Differenz  geschritten  werden,  und  zwar  der  Ord- 
nung nach  zuerst  und  in  grösserer  Ausführlichkeit  für  rationale 
solche  Werthe,  hernach  auch  für  irrationale  und  komplexe, 
wenigstens  in  so  weit,  als  diess  bei  den  nachfolgend  davon  zu 
machenden  Anwendungen  nothwendig  sein  wird. 

Was    nun    zunächst  die   Berechnung  von    C   für   rationale 

a\d 

Werthe  von  a  und  d  betrifft,  ist  bereits  in  §.  IS.  und  §.  20.  ge- 
zeigt worden,  dass  man  sich  hiebei  auf  ganze  und  additive 
Werthe  von  a  und  d  beschränken  könne,  weil  auf  dieselben  alle 
übrigen  Konstanten  mit  gebrochenen  oder  subtraktiven  rationalen 
Anfangszablen   und   Differenzen  auf  höchst  einfache  Weise  sich 
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znrilckfllbren  lassen.  Desshalb  soll  nur  noch  von  den  ersteren 
wirklich  gehandelt  werden,  von  den  letzteren  hingegen  nicht 
weiter  die  Rede  sein. 

Bei  der  Vornahme  dieser  Berechnungen  vrird  es  sich  sehr 
nutzlich  erweisen^  was  eigentlich  schon  wegen  der  leichteren  Ueber- 
sicht  des  Ganzen  nothwendig  erscheint,  eine  bestimmte  Ord- 
nung festzustellen  und  dieselbe  genau  einzuhalten.  Es  wird 
demnach  mit  der  zur  kleinsten  Differenz  c{=l  gehurigen 
Konstanten  begonnen ,  und  nur  allmälig  zo  immer  höheren  Diffe- 
renzen 2,3,  4^....  Qbergegangen  werden,  so  weit  diess  für  dien- 
lich erachtet  werden  wird;  ferner  soll  bei  jeder  einzelnen  Dif- 
ferenz stets  mit  der  kleinsten  Aofangszahl  4i=:]  angefangen 
und  nach  und  nach  zu  höheren  fortgeschritten  werden.  Bei  stren- 
ger Einhaltung  dieser  Ordnung  wird  sich  bei  den  Konstanten  rück- 
sichtlich  der  Art  ihrer  Berechnung  ein  Unterschied  heraus 
stellen,  wodurch  sie  gleichsam  in  zwei  Abtheilungen  gespal- 
ten werden,  die  schon  jetzt  durch  bestimmte  Benennungen  be- 
zeichnet werden  sollen. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  man  gegenwSrtig  keine  einzige 
harmonische  Konstante  kennt,  deren  Werth  durch  die  üblichen 
analytischen  Funktionen  in  geschlossener  Form  und  ohne  Beihilfe 
einer  unendlichen  Reihe,  sei  es  jene  des  §.  10.,  oder  die  in  §.  25. 
gefundene,  oder  irgend  eine  andere  zu  gleichem  Zwecke  taugliche, 
dargestellt  werden  kann.  In  d  i  e  s  e  r  Beziehung  besitzen  daher  alle  jene 
Konstanten  einerlei  Verhalten.  Hingegen  wird  man  finden,  dass 
einige  dieser  Konstanten  auch  mit  Beiziehung  der  nach  der  aufge- 
stellten Ordnung  vorhergehend  bereits  berechneten  in  keiner  Weise 
durch  einen  geschlossenen  Ausdruck  sich  darstellen  lassen,  wäh- 
rend man  bei  anderen  diese  Art  der  Ableitung  kennt.  Die  ersteren 
sollen  nun  durch  den  Namen  primäre  oder  auch  ursprüng- 
liche, die  anderen  aber  als  sekundäre  oder  abgeleitete 
bezeichnet  werden,  welche  Bedeutungen  in  der  Folge  stets  bei- 
behalten werden. 

Man  erkennt  hieraus  wohl  auf  der  Stelle ,  dass  alle  harmoni- 
schen Konstanten  mit  gebrocbenen^der  subtraktiven  Anfangs- 
zahlen oder  Differenzen  eigentlich  zu  den  sekundären  gezählt  wer- 
den müssen. 

Vermöge  der  Formef  11.  des  §.  19.  kann  die  Anfangszahl  einer 
harmonischen  Konstante,  wenn  sie  grösser  Ist  als  die  Differenz, 
um  ein  beliebiges  Vielfaches  der  letzteren  verkleinert  und  daher 
die  gegebene  Konstante  stets  auf  eine  andere  zurückgeführt  wer- 
den, deren  Anfangszahl  nicht  mehr  grosser  ist  ab  die  Differenz. 
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Daber  gehören  alle  harmooUchen  KonataDten,  deren  ADfangaiaU 
gr usaer  iat  ala  die  Differenz,  und  wegen 

d\d        a  l|i 

auch  diejenige,  bei  welcher  beide  diese  Zahlen  einander  gleich 
sind,    mit  alleiniger  Aasnahme  von   C  jederzeit  zu  den  sekun- 

in  •' 

dären,  und  kann  fernerhin  von  ihrer  Berechnung  um  so  leichter 
ganz  Umgang  genommen  werden«  als  die  Ableitung  immer  aof 
höchst  einfache  Weise  ausführbar  ist  Es  benothigen  deanacfa 
nur  solche  harmonische  Konstanten  einer  besonderen  Berechnung, 
bei  welchen  die  Anfangszahl  kleiner  ist,  als  die  Differenz. 

Ferner  erkennt  man  leicht  aus  1.  in  §.  17.,  dass  alle  harmo- 
nischen Konstanten,  bei  welchen  Anfangszahl  und  Differenz  einen 
gemeinschaftlichen  Faktor  besitzen,  stets  sekundfire  sind 
und  durch  blosse  Division  aus  anderen  berechnet  werden  kuDoeo. 
Desshalb  kann  die  Berechnung  der  harmonischen  Konstanten  fdg- 
lieh  auf  solche  beschränkt  bleiben ,  bei  welchen  Anfangszahl  und 
Differenz  Primzahlen  unter  sich  sind. 

Nach  Ausscheidung  der  eben  bezeichneten  drei  Abtheilnng» 
von  sekundären  Konstanten,  von  deren  Berechnung  nicht  weiter 
gebandelt  zu  werden  braucht,  benStbigen  nur  noch  jene  harmoni- 
schen Konstanten  einer  unmittelbaren  Berechnung,  bei  welchen  o 
und  d  additive  ganze  Zahlen  sind,  ferner  o<<I  ist  und  a  und 
d  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben.  Die  Anzahl 
dieser  Konstanten  kann  im  Allgemeinen,  wenn  die  von  1  verschie- 
denen Primzahlen,  durch  welche  d  theilbar  ist,  durch  c{|,  c^,  d^,... 
bezeichnet  werden,  mit 

ausgedrückt  werden. 

Man  würde  sich  jedoch  täuschen,  wenn  man  glauben  wollte, 
dass  diese  erübrigenden  Konstanten  sämmtlich  primäre  seien. 
Denn  nebst  den  Gleichunge«  der  §§.  18.,  19.,  20.,  welche  im  Vor- 
hergehenden zur  Absonderung  von  sekundären  Konstanten  ange- 
wendet worden  sind,  wurden  in  §.  22.  und  §.  26.  ebenfalls 
Gleichungen  zwischen  verschiedenen  harmonischen  Konstanten 
aufgestellt,  mittelst  welcher  stets  die  eine  von  den  letzteren  durch 
die  anderen  in  geschlossener  Form  sich  finden  lässt,  wodurch 
eben  die  berechnete  als  sekundäre  sich  darstellt.  Ea  dürfte  schwer 
sein,  f&r  die  Anzahl  der  wirklich  primären  Konstanten  bei  jeden 
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Wertbe  yon  d  eine  allgemeine  Formel  aofznfinden.  Doch  gibt  es 
zwei  besondere  Fälle,  in  vFelchen  die  vorläufige  Bestimmang  jener 
Anzahl  keiner  Schwierigkeit  unterliegt»  welche  daher  kurz  ange- 
führt werden  sollen,  insbesondere  weil  sie  zugleich  das  Maxi- 
mum und  Minimum  jener  Anzahl  darstellen. 

Sei  zuerst  d  eine  Primzahl  und  grosser  als  2.  In  diesem 
Falle  ist  offenbar  die  Anzahl  der  nach  den  obigen  Ausscheidun- 
gen noch  einer  Berechnung  bedürfenden  Konstanten  d — 1,  Zum 
ßebufe  der  Bestimmung  bietet  die  Relation  1.  des  §.  22.  nur  eine 
einzige  Gleichung  dar  und  zwar  eben  in  der  dort  aufgestellten 
Form  IL  Aus  der  Formel  I.  des  §.  26.  hingegen  erhält  man  durch- 
gängig unter  ^einander  verschiedene  Gleichungen ,  .wenn  man  an- 
statt a  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  2,  3 ■ '  ^      setzt»  indem 

durch  die  Substitution  grosserer  Zahlen  nur  die  (räheren  Glei- 
chungen sich  wiederholen.  Demnach  ist  die  Gesammtanzahl  aller 
vorhandenen  Gleichungen 

ans  welchen  eben  so  viele  Konstanten  durch  die  übrigen  sich 
bestimmen  lassen  und  hiedurch  als  sekundäre  erscheinen.  Zieht 
man  daher  diese  letztere  Zahl  von  der  obigen  Anzahl  aller  einer 
Berechnung  bedürfenden  Konstanten  ab,  so  verbleiben  noch 

(rf  +  l)      rf-3 

Konstanten  9  welche  man  aus  anderen  nicht  abzuleiten  vermag, 
die  daher  wirklich  primäre  sind. 

Sei  zweitens  d  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl, 
nämlich  i2  =  4n  -—  2.  Nimmt  man  unter  dieser  Voraussetzung  in 
I.  des  §.  22.  7ii  =  2,  cf  =  271  —  1  und  anstatt  a  nach  und  nach  die 
Zahlen  1,  2,  3,....  2n  —  l  an,  so  erhält  man,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt, '  der  Zahl  nach  2n— 1  Gleichungen ,  bei  deren  jeder 
auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  nur  eine  einzige 
harmonische  Konstante  mit  der  Differenz  2n  — 1  vorkommt,  welche 
daher  nach  der  vorgeschriebenen  Ordnung  der  Berechnung  schon 
als  bekannt  anzusehen  ist;  auf  der  linken  Seite  hingegen  erschei- 
nen überall  zwei  solche  Konstanten  mit  der  Differenz  An — 2,  bei 
welchen  stets  die  eine  Anfangszahl  gerade,  die  andere  aber 
ungerade  sein  muss,  weil  beide  um  die  ungerade  Zahl  2n — 1 
von  einander  verschieden  sind.  Hiebei  ist  die  Konstante  mit  ge- 
rader   Anfangszahl   ebenfalls    stets   als  bekannt   zo    betrachten. 
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weil  bei  ihr  die  letztere  mit  der  Diflereoz  deo  gemeinschaftlichen 
Faktor  2  bat  und  daher  auf  kleinere  Zahlen  sich  zarfiefcbriogen 
lasst  Demnach  kann  aus  einer  jeden  solchen  Gleichuni»  eise 
der  Konstanten  mit  ungerader  Anfangszabl  gefunden  und  somit 
aus  allen  2n  —  1  Gleichungen  aurh  alle  2n — 1  Konstanten  mit 
ungeraden  Anfangszahlen  abgeleitet  werden,  welche  daher  eben 
so  wohl  als  jene  mit  geraden  Anfangszahlen  sänimtlich  sekoo- 
dar  sind.  Man  sieht  hieraus ,  dass  zu  den  Differenzen  von  der  Form 
An — 2  niemals  eine  primäre  harmonische  Konstante  gehure. 

In  dem  eben  betrachteten  Falle  sind  die  aus  §.22.  abgelei- 
teten Gleichungen  für  sich  allein  genommen  hinreichend, 
um  daraus  die  Werthe  aller  zu  berechnenden  Konstanten  zu  be- 
stimmen, ohne  hiezu  nuthig  zu  haben,  auch  noch  den  §.26.  an- 
zuwenden. Da  aber  aus  dem  letzteren  ebenfalls  eine  oder  mehrere 
Gleichungen  zwischen  den  nämlichen  Konstanten  sich  ergeben, 
so  mfissen  diese  Gleichungen  eigentlich  nur  Folgerungen  aus  deo 
vorher  gebrauchten  sein.  Hieraus  ergibt  sich  die  Möglichkeit, 
dass  bei  der  vereinigten  Anwendung  der  §§.  22.  und  26.  Gleichun- 
gen zum  Vorschein  kommen»  welche  nicht  alle  von  einander  un- 
abhängig sind^  aus  welchen  daher  nicht  so  viele  Konstanten 
berechnet  werden  können,  als  man  nach  der  Anzahl  der  Glei- 
chungen vermuthen  sollte.  Man  darf  diesen  Umstand  nicht  ausser 
Acht  lassen ,  um  nicht  auf  voreilige  und  desshalb  unrichtige  Fol- 
gerungen zu  gerathen. 

Nach  diesen  vorausgeschickten  Bemerkungen  soll  nun  zor 
wirklichen  Vornahme  der  Berechnungen  geschritten  werden. 


§.  31. 

In  dem  ersten  und  einfachsten  Falle,  wenn  nämlich  d=l 
angenommen  wird,  handelt  es  sich  offenbar  nur  um  die  Bestim- 
mung der  einzigen  Konstante   C,   bei   welcher  selbstverständlich 

von  einer  Herleitüng  aus  anderen  keine  Rede  sein  kann.  Diese 
Zahl,  die  auch  bei  anderen  analytischen  Untersuchungen,  wie  z.B. 
bei  dem  sogenannten  Soldner'schen  Integral- Logarithmus ^  auf- 
tritt, ist  die  einzige  harmonische  Konstante,  deren  Werth  man 
bereits  fast  seit  einem  Jahrhunderte  kennt.  Dessen  ungeachtet 
ist  es  bisher  Niemandem  gelungen,  eine  solche  Beziehung  zwi- 
schen ihr  und  den  übrigen  analytischen  Funktionen  aufzufinden, 
mittelst  welcher  erstere  durch  die  letzteren  in  geschlossener  Form 
ausgedruckt  werden  könnte,  wessbalb  noch  gegenwärtig  das  ein- 
zige Hilfsmittel  zu  ihrer  Berechnung  in  der  Anwendung  von  uo- 
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endlichen  Reiben  beoteht.  Auf  diesem  Wege  bat  sie  zuerst 
Euler  in  16  Dezimalstellen  angegeben,  von  welcben  freilieb  die 
letzte  nlcbt  ganz  genau  ist.  Später  ist  sie  zwar  von  Legendre 
and  Anderen  nocb  weiter  genau  berechnet  worden^  was  aucb  mit 
Hilfe  der  Reibe  111.  des  $.  10.  ebne  Schwierigkeit  beliebig  fort- 
gesetzt werden  könnte. 

Da  jedoch  16  Dezimalstellen  zu  jedem  wirklich  von  jener 
Zahl  zu  machenden  Gebrauche  gewiss  mehr  als  hinreichend  sind, 
80  wird  es  genügen,  nur  eben  so  viele  Dezimalstellen  bieber  zu 
setzen,   nämlich: 

C  =  0,5772 1566  4901 5329. 

Diese  Konstante  ist  man  genuthigt  als  eine  eigenthümliche 
irrationale  oder,  wenn  man  lieber  will,  transzendente  Zahl 
anzusehen,  welche  auch  fernerhin  in  den  Formeln,  in  welchen  sie 
vorkommt,  am  schicklichsten  durch  das  bisher  dafür  gebrauchte 
Zeichen   C  dargestellt  werden  kann,    an  dessen  Statt  bei  Rech- 

nungen  mit  bestimmten  Zahlen  der  angegebene  genäherte 
Werth  gesetzt  werden  muss. 

Dass  hiernach  C  eine  primäre  Konstante  sei,  versteht  sich 

111 
von  selbst. 


8.32. 

Bei  der  zunächst  zur  Betrachtung  kommenden  Differenz  </=2 
ist  ebenfalls  nur  die  einzige  Konstante  C  vorhanden,   die  nach 

§.  30.  einer  ausdrücklichen  Berechnung  bedarf.  Aus  dem  eben 
dort  Angeführten  ist  auch  ersichtlich,  dass  diese  Konstante  keine 
primäre  sein  könne,  weil  die  Differenz  2  zu  der  Zahlform  4n  — 2 
gehört.  Wirklich  erhält  man  aus  der  Gleichung  11.  des  §.  22.,  wenn 
darin  <{=:2  gesetzt  wird,  auf  der  Stelle 

woraus  die  Abhängigkeit  der  sekundären  Konstante  C  von  der 

primären  C  hervorgeht.    Durch  die  Substitution  .der  bestimmten 

Werthe  19r  C  und  ß  ergibt  sich  ferner  in  16  Dezimalstellen  genau : 
i|i 

Cs:  0,9817  5501  3010  7117. 
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§.  3$. 

Für  €^  =  3  ist  ebenfalls  aus  §.30:  klar,  dass  keine  der  hiebei 
ZQ  berechnenden  Konstanten  C  und  C  eine  primSre  sein  kunne, 

1(3  213 

weil  für  die  Differenz  3,  als  eine  Primzahl,  die  Anzahl  der  pri- 
mären Konstanten 

2     -" 

sein  muss.  Cm  nun  die  bezeichneten  Konstanten  wirklich  za  finden, 
setze  man  in  §.22.11.  und  §.26.  <2  =  3  and  a=l,  dadurch  erhält 
man  die  beiden  Gleichungen: 

113       2|3  111 

und 


1|3       213 

durch  deren  Auflösung  sich 


/,      r»  -—  ^     *       ^       ^V3 


113  111       2         18 


1|3  1|1 

und 

213  1|1       2  18 

ergibt.     Durch   die  Substitution  der  bestimmten  Wertbe  von  C 
/3  und  Kf   findet  man  hieraus: 

C  -  1,0440  1126  0006  9354, 

113 

0=0,439411471928  8628. 

2|3 


§.  34. 
Bei  der  Differenz  c{=4  sind  die  beiden  Konstanten  C  und  C 

114  314 

ZU  berechnen.    Zu  diesem  Behufe  gibt  die  Gleichung!,  des  §.22. 
fj!r  a=sl,    <{s:2,    mi=^2: 

C+C:=rC+4ß, 

i|4       3|4        1|2 

oder  wenn  hierin  aus  §.  32.  fDf  C  der  Werth  snhstituirt  wird : 

119 
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1|4        3|4  1|1         ^ 

Ferner  findet  man  aus  §.26.  för  a  =s  1  >  d^^A : 

C  —  C*  =s  -r-  cotang-i-  =  -r- 

114       3|4        4  °  4         4 

Aus  dieser  and  der  unmittelbar  vorhergehenden  Gleichung  folgt  nun : 


und 


I|4  1|1  ,      4         o 


3|4  111       4  ö 


oder  durch  die  Substitution  der  bestimmten  Werthe: 
C  =t  1,0S68  6338  3344  0664, 

114 

C  =  0,2714  6521  9946  6180. 

3|4  , 


S.  35. 

Bei  den   bisher  betrachteten  Differenzen    ist  ausser   C  noch 

keine  andere  primäre  Konstante  zum  Vorscheine  gekommen. 
Diess  wird  jedoch  bei  der  nächst  folgenden  Differenz  5  gewiss 
der  Fall  sein,   ^eil  fSr  diese  Primzahl  die  Anzahl  der  primären 

Konstanten      ^    =1  ist.    Daher  muss  C  eine  primäre«   hini»- 
2  115*^ 

gen  die  anderen  hier  zu  berechnenden  Konstanten,  nämlich  C, 
C,  C  gewiss  sekundäre  sein.     Zur  Berechnung  der  letzteren 

3|5    415 

erhält  man  aus  §.  22.  die  Gleichung: 

C+  C+  C+  C=:«.C  +  Ä, 

115        215        3|5        415  1|1 

und  ans  §.  26.  die  beiden  Gleichungen : 
durch  deren  Auflösung  die  Werthe 
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zum  Vorscheine  kommen.  Berechnet  man  nun  den  Werth  von 
C  durch  die  Formel  111.  des  6. 10.  und  substituirt  sowohl  diesen, 

1|5 

als  auch  die  Werf  he  der  librigen,  hier  nur  durch  Rechnangszei- 
chen  dargestellten  Zahlen,  so  findet  man  in  16  Dezimalstellen  geaan: 

C=  1,0578  0797  9318  4377, 

115 

C  =  0,5122  7690  8917  0232, 

215 

C  =  0,3081  2384  2778  6381, 

3|5 

C=  0,1390  0171  3341  2277. 

415 

§.  36. 

Bei  der  nächst  grösseren  Differenz  6  kann  wiederum  keine 
primäre  Konstante  vorhanden  sein,  weil  6  von  der  Form  4n — 2 
ist.  Hiebei  sind  daher  nur  die  zwei  sekundären  Konstanten 
C  und  C   zu  bestimmen.     Die  zu  diesem  Behnfe  nothwendigen 

1|6  5|6 

Gleichungen  ergeben  sich  aus  I.  in  §.  22.,  indem  ^nan  darin  d=3, 
m  =  2  und  ferner  nach  und  nach  a  =  l,  a  =  2  setzt.  Dadurch 
erhält  man: 

C+C=C  +  ^,     C  +  C=C  +  ^. 

1|6         4|6        113        O         2{6         5|6        213        O 

aus  welchen  dann 

1(6        1|3  213      O         S|6        2|3  1{3       o 

oder,  wenn  hierin  anstatt  C  und  C  die  Werthe  aus  6.  33.  snb- 

1)3  2|3 

stituirt  werden, 

i|6  i|i      3   '   4    '     12  516  iji      3*4         12 

folgt    In  16  Dezimalstellen  genau  findet  man: 

C  =  1,0653  5458  4229  1525,      C  =  0,1484  5490  2112  0435. 

1|6  516 
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§.  37. 

Bisher  sind  die  kleineren  Differenzen  wegen  ihres  hfiuflgeren 
ommens  ohne  eine  von  ihnen  zu  überspringen  nach  der  Ordnung 
:htet  und  die  dazu  gehurigen  eine  besondere  Berechnung 
erfordernden  harmonischen  Konstanten  vollständig  angegeben 
worden.  Es  ist  auch  einleuchtend,  dass  man  ohne  Schwierigkeit 
auf  dem  gleichen  Wege  weiter  fortschreiten  und  auf  solche  Art 
nach  und  nach  die  zu  jeder  beliebigen  noch  so  grossen  ganzen 
Differenz  zugehörigen  Konstanten  bestimmen  konnte.  Gm  jedoch 
hiebet  eine  allzu  grosse  Weitläufigkeit  zu  vermeiden ,  sollen  fer- 
nerhin nur  noch  die  geraden  Differenzen  8,  10,  12  und  endlich 
16  in  Betracht  gezogen  werden,  was  schon  wegen  der  von  Euler 
angegebenen  Beispiele  nothwendig  zu  sein  schien;  die  weitere 
Fortsetzung  der  Arbeit  aber  mag  demjenigen  überlassen  bleiben, 
der  einen  Nutzen  daraus  zu  ziehen  wissen  wird. 

Um  die  4  Konstanten   C  s  C  ,  C  ,  C  ,  welche  bei  der  Diffe* 

1)8    318    5|8    718 

renz  8  nach  §.  30.  einer  besonderen  Berechnung  bedürfen,  zu  be- 
stimmen, bietet  die  Formel  I.  des  §.22.,  wenn  darin  €2  =  4,  m=:2 
uod  sowohl  a=l  als  a  =  3  angenommen  wird,  die  beiden  Glei- 
chungen dar: 

C  +  C  ^  C  +  ^,        C  +  C:=  c  +  ^. 

1|8    518   1|4    4      318   718    3|4    4 

Man  konnte  aus  der  nämlichen  Quelle  allerdings  durch  die 
Annahme  a=:1,  c2  =  2,  m=4  noch  eine  dritte  Gleichung  ablei- 
ten, von  welcher  man  aber  sogleich  erkennen  wird,  dass  sie  nur 
die  Summe  der  beiden  früheren  uod  daher  nur  eine  Folgerung 
aus  denselben  sei.  Ferner  erhält  man  aus  I.  in  §.26.  (ür  a  =  1 
uod  d=^S,  dann  für  a  =  3  und  d  z=8,  die  zwei  Gleichungen : 

Man  sollte  glauben,  diese  4  Gleichungen  seien  eben  hinrei- 
chend, um  daraus  die  Werthe  aller  4  Konstanten  abzuleiten.  Allein 
bei  wirklieber  Ausführung  der  Rechnung  wird  man  finden,  dass 
jedes  Mal,  sobald  man  aus  diesen  Gleichungen  drei  der  zu  berech- 
Denden  Konstanten  zu  eliminiren  sucht,  zugleich  die  vierte  von  selbst 
daraus  verschwinde,  was  zum  Beweise  dient,  dass  jene  Glei- 
chungen keineswegs  von  einander  unabhängig  sind,  sondern  jede 
TheU  XLI.  25 
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von  ihnen  nur  eine  Folgerung  aus  den  3  anderen  sei.  Desshalb 
lassen  sich  aus  ihnen  nicht  mehr  als  3  Konstanten  bestimmen, 
H-elche  hiedurch  als  sekundäre  erkannt  werden,  während  eine 
derselben»  der  Ordnung  nach    C  ,  eine  primäre  ist,  und  durch 

118 

die  Reihe  III.  des  §.10.  oder  eine  andere  hiezu  taugliche  nähe- 
rungsweise  berechnet  werden  muss.  Nach  Ausführung  dieser 
Rechnung  ergeben  sich  dann  die  drei  anderen  Konstanten  durch 
die  Auflösung  von  drei  der  obigen  Gleichungen  in  folgender  Weise: 

3|8       3|4       i  18         4  ö  Ullis  o 

C=  C-  C+  f=J.C-  C+/2+^, 

518        1)4        IIB         4  i|l        l|d  O 


c=  c 


jr(V2+l) 


7|8       1|8  8 

Näherungs weise  in  16  Dezimalstellen  ausgedruckt,  ist 
C  =  1,0485  6158  2911  9819, 

i|8 

C  —  0,3442  4988  1143  1424, 

318 

C  =  0, 1815  8859  5572  0708 , 
C  =  0. 1005  0213  3943  4619. 

718 


§.38. 

Wenn  d  =  10  angenommen  wird,  ist  aus  §.  ^iO.  zu  entnehmen, 
dass   keine  der  zu  berechnenden  Konstanten    C  ^  C  ^  C  ,  C 

1  1 10    3  1 10    7  i  10    9 1 10 

eine  primäre  sein  kann,  indem  zur  Bestimmung  der  letzteren 
der  §.  22.  allein  ausreichend  sein  muss.  Wirklich  erhält  man 
hieraus,  wenn  darin  <£  =  5,  m  ==  2  und  fQr  a  nach  und  nach  I, 
2,  3,  4  gesetzt  wird,  die  4  Gleichungen: 

1  1 10     6 1 10       1)5         5 

c  +  C=C  +  ^, 

2|10  7|10  215  D 
3110  8 1 10  3 15  5 
4 110   9110   41 5    5 
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aus  Vielehen  sich 

.fi.nfs~*-.f5+r='-,?r',?i+f-f-röV(T^)' 

und  nähernogsweise  in  16  Dezimalstellen : 

C  =  1,0423  7549  4041 1077, 

1110 

C  ==  0,35025242  22200133, 

3  1.10 


ergibt. 


C  =  0, 1220  0235  5369  7936, 

7  110 

C  =  0,0754  9269  4994  7061 

9  HO 


§•39. 


Für  c£  =  12  sind  nur  die  4  Konstanten    C  ,   C  ,   C  ,   C  zu 

1 1 12  5  1 12  7  1 12  11 1 12 

bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  sich  schon  aus  der  Formel 
I.  des  §.22.  sogar  8  scheinbar  von  einander  verschiedene  Glei- 
chungen aufstellen,  nfimlich: 

2  Gleichungen  durch  die  Annahme    m  =  2,   «2  =  6    und    a  =  1 

oder  a  =  5, 

2  -  -  -  -  m  =  3,    <2  =  4    und    a  =  1 

oder  a  =  3, 

2  -  -  -  -  iit=:4,    €2=s3    und    a  =  1 

oder  a  =  2, 

1  Gleichung         •         -  -  m  s  6,    <£  =  2    und    a  =  1, 

endlich : 

1  Gleichung         -  •  -  m  =  12,  c£  =  1    und    o  =  1. 

Ferner  ergeben  sich  aus  §.  26.  noch  2  andere  Gleichungen,    • 
indem  man  entweder  a  =  l,   ^  =  12  oder  a  =  5,   rf=12  setzt. 
Die  verbfiltnissmüssig  grosse  Anzahl  von  10  Gleichungen  sollte 

25* 
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man  jedenfalls  (ur  zareicbend  erachten  dürfen  zur  Berechnaog 
von  nur  4  harmonischen  Konstanten*  Dennoch  ist  diess  nicht  der 
Fall.  Denn  durch  eine  ganz  leichte  Untersuchung,  die  aber  bei 
Tollständiger  Ausführung  einen  beträchtlichen  Raum  einnehmen 
wiirde  und  desshalb  hier  nicht  beigebracht  werden  soll»  kann  man 
sich  überzeugen,  dass  von  jenen  10  Gleichungen  eigentlich  nur 
3  von  einander  ganz  unabhängig  sind,  indem  aus  diesen  die 
übrigen  7  von  selbst  gefolgert  werden  können.  Desshalb  dieneo 
die  angedeuteten  Gleichungen  ungeachtet  ihrer  grossen  Anzahl 
doch  nur  zur  Bestimmung  von  Ssekundär  en  Konstanten,  die  erste 
von  allen  C  aber  muss  als  eine  primäre  durch  Hilfe  der  Reibe 

1|12 

III.  des  §.  10.  näherungsweise  berechnet  werden.  Wählt  man 
zur  Bestimmung  der  sekundären  Konstanten  aus  den  vorhin  an- 
geführten Gleichungen  die  3  zuerst  bezeichneten,  nämlich 

1|1S     7|12     1|6  O 

5|12     ll|ia     5(6        O 

1|12      5|ia      9|12       1|4        4 

SO  erhält  man  durch  Auflosung  derselben  und  Substitution  der 
schon  bekannten  Werthe: 

5t  1«     i|^     i|ia        3|4       4  1)1    i|ia      z'4      o 

7|19     i|6     i|]a      o  i|i     i|ia     2'    4'      12 

U|12    5|6       i|4      1|12  3|4       O         4       1(12  12 

Durch    näherungsweise  Berechnung  ergeben  sich  folgende  be- 
stimmte Werthe: 

C=  1,0373  0877  6535  5688, 
C  =  0, 2037  1927  2326  6523, 

5  112 

0=5  0,1335  7033  77869079, 

7112 

C  =  0,0602  6015  98787155. 

11 1 12 
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§.  40. 

Wird  zum  Schlosse  dieser  einzelneD  ReebDungen  noch  <2  =  16 
angenommeD 9  so   zeigt  sich,  dass  hiebe!  die  8  KoDstanten    C  , 

1116 

C  ,    C  ,  C^  C ,  C  ,   C  ,    C    einer  besonderen  Bestimmane  be- 

3il6       5|16     7|16     9116    11|16    13|16    15|16  ° 

dürfen.  Hieza  ergeben  sich  aus  I.  in  §•  22. ,  Indem  darin  <{  =  8, 
m  =  2  und  anstatt  a  nach  und  nach  I,  3^  5,  7  gesetzt  wird,  die 
4  wirklich  von  einander  unabhängigen  Gleichungen: 

C  +  C^  C  +^^, 

1)16      91 16       1|8         o 

c+  c  ^ c+f , 

3 116      11|16      3 18        O 

.  c  +  c  ^  c  +^4^ 

51 16     181 16     518         O 

c  +  c^  c+^. 

7|16     15116       718        O 

Alle  anderen  aus  der  nfimlichen  Formel  noch  ferner  herzuleiten- 
den Gleichungen  erkennt  man  leicht  als  Folgerungen  aus  den  eben 
angesetzten. 

Ferner  findet  man  aus  §.  26.  durch  die  Annahme  d  =  16, 
a  =  ]  und  auch  a  =  3,  die  beiden  weiteren  Gleichungen: 

.Ss-«f«=R''»*"»lli  =  BfV(4+2V2)+ V2+I), 

Die  aus  §.26.  durch  die  Annahmen  «  =  5  und  a  =  7  noch 
weiter  folgenden  Gleichungen  gibt  eine  der  in  §.  30.  angedeuteten 
ähnliche  Untersuchung  als  solche  zu  erkennen,  welche  aus  den 
bereits  aufgestellten  6  Gleichungen  ohnehin  sich  ableiten  lassen. 
Diese  6  Gleichungen  sind  demnach  die  einzigen  wirklich  von  ein- 
ander unabhängigen,  wie  ihre  sogleich  nachfolgende  Auflösung 
zeigt,  die  zur  Berechnung  der  zur  Differenz  16  gehurigen,  yorhin 
angefahrten  8  Konstanten  angewendet  werden  kOnnen.  Da  nun 
aus  6  Gleichungen  auch  nur  6  Unbekannte  sich  finden  lassen,  so 
sieht  man,  dass  die  beiden  ersten  der  obigen  Konstanten  C  und 

1|16 

C  als  primäre  angesehen  und  durch  die  Reihe  111.  des  6.10. 

3)16  r  o 

berechnet  werden  müssen,   nur  die  6  anderen  sind  sekundäre. 
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deren  Werthe  durch  die  Auflösung  obiger  Gleichungen  im  Allge- 
meinen folgende  sind : 

C  =  l.C^C^  C+^+^(V(4-2v2)  +  V2-I), 

5|16  1|1      31 16        1|8  o      '16^^  ir     ß   %    yr  ^  ß, 

C==  C-^  C  +t  +  ^(v^(4  +  2i/2)+V2+l), 

7 116      1|8       1|16        8^'   16^      ^      •       ^     '^  ^    -" 

9  1 16      1 1  8       1  1 16       o 

U|16  l|ls|16     1|8        o  o 

C  =  C'-~(V(4-2V2)  +  V2-1), 

13  116    3  116        lO^      ^  ^  *    ^  '^ 

^  =  C--^(V(4+2V2)+V2-fl). 

16  1 16      1  i  16       lO  "^      ^      •  ^  ■  ' 

Die  numerischen  Werthe  aller  8  Konstanten  findet  man: 
C  =:  1,0299283431287565, 

1|16 

C  =  0,3523957489608271, 

3)16 

C  =  0,20969409  85131150, 

6|16 

C  =  0, 1443  3298  9357  4740, 

7|16 

C  =  0,10527663  73532185, 

91 16 

C  —  0,0784  975297523085, 

11  1 16 

C  =  0, 0585  3789  4628  9490, 

13116 

C=  0,04281254  2155  9811. 

16|16 

Fasst  man  die  vorhergehenden  speziellen  Bereeboongen  der 
harmonischen  Konstanten  im  Znsammenhange  auf,  so  wird  man 
bestätiget  finden,  was  bereits  in  §.  30.  vorlSafig  angefiShrt  wurde, 
dass  nämlich  keine  einzige  solche  Konstante  bekannt  sei,  deren 
Werth  durch  die  in  der  Analysis  üblichen  Funktionsformen  mittelst 
eines  geschlossenen  Ausdruckessich  darstellen  lasse.  Dieser 
Umstand  ist  um  so  bemerkenswerther,  weil  die  Funktionen  17: 
oder  r%^  mit  welchen  die  harmonischen  Konstanten  in  der  schon 
nachgewiesenen  nahen  Verbindung  stehen,  wenigstens  in  einigen 
besonderen  Fällen,  sobald  nämlich  %  entweder  eine  ganze 
additive  Zahl  ist  oder  auch  einen  Bruch  mit  dem  Nenner  2 


Digitized  by 


Google 


Knar:    Die  fiarmmiischen  Reihen.  375 

bedeutet,  eine  solche  Darstellung  entweder  rational  oder  mit  Hilfe 
der  Zahl  tz  gestatten.  Es  kann  desshalb  dasjenige,  was  im  §.31. 
von   C  gesagt  wurde«   auf  alle  harnionisclien   Konstanten 

ohne  Unterschied  ausgedehnt  werden,  dass  sie  nämlich  eine  ganz 
eigenthümliche  Art  von  irrationalen  oder  transzendenten  Zahlen 
aasmachen,  die  durch  die  gewöhnlichen  analytischen  Funktionen 
allein  niemals  in  geschlossener  Form  dargestellt  werden  können, 
sondern  entweder  überhaupt  gar  nicht,  ivie  diess  bei  den  pri- 
mären, oder  nur  mit  Zuziehung  der  eben  genannten,  wie 
diess  bei  den  sekundären  harmonischen  Konstanten  der  Fall  ist. 


§.  41. 

Die  Ordnung  der  Uniersuchuojg  föhrt  nunmehr  auf  die  Be- 
trachtung der  harmonischen  Konstanten  für  irrationale  Werthe 
von  a  oder  d,  um  auch  die  zwischen  solchen  Konstanten  etwa 
bestehenden  wechselseitigen  Beziehungen  kennen  zu  lernen,  oder 
wenigstens  die  Wege  anzugeben,  auf  welchen  man  zu  dieser 
Kenntniss  gelangen  kann.  Da  jedoch  schon  in  §.  13.,  wo  von  der 
Berechnung  der  harmonischen  Konstanten  ffir  irrationale  Anfangs- 
zahlen oder  Differenzen  im  Allgemeinen  die  Rede  war,  ndr  der 
einzelne  Fall,  wenn  a  die  Form  cL-{-\/ß  hat,  und  zugleich  o,  ß 
nnd  d  rationale  Zahlen  sind,  etwas  näher  untersucht  wurde, 
soll  eben  diese  Beschränkung  auch  fernerhin  hier  beibehalten 
werden. 

Diess  vorausgesetzt  ist  leicht  einzusehen,  dass  vermöge  §.  18. 
jede  Konstante      C      ,  in  welcher   die  beiden  Zahlen  a  und  d, 

auf  deren  Beschaffenheit  es  hiebet  vorztiglich  ankommt,  gebro- 
chene Zahlen  sein  oder  solche  enthalten  sollten,  stets  auf  eine 
andere  sich  bringen  lasse,  bei  welcher  a  und  d  zugleich  ganze 
Zahlen  sind.  Die  nämliche  Venvandlung  lässt  sich  wohl  auch, 
wenn  man  sie  wünscht,  bei  der  Zahl  ß  vornehmen,  ist  jedoch  bei 
ihr  von  geringerem  Belange.  Ferner  kann  durch  Anwendung  des 
§.18.  jeder  Faktor,  welchen  etwa  a  und  d  gemeinschaftlich' 
besitzen,  aus  diesen  Zahlen  weggeschafft  und  dieselben  hiedurch 
verkleinert  werden.  Desshalb  bratichen  hier  nur  solche  Konstan- 
ten, bei  welchen  a  und  d  ganze  Zahlen  und  zugleich  Prim- 
zahlen unter  sich  sind,  in  Betracht  gezogen,  und  nur  flir 
solche  eine  besondere  Berechnung  ihrer  Werthe  vorgenommen  zu 
werden. 

Mit  Hilfe  des  §.  10.  vermag  man  die  Anfangazahl  einer  jeden 
harmonischen  Konstante  mit  Leichtigkeit  um  ein  beliebiges  Viel- 
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facbes  der  Differenz  grOsser  oder  kleiner  zu  machen,  und  dem  zu 
Folge  die  AnfangszabI  stets  dergestalt  zu  verwandeln,  dass  a<(f 
wird.  Daber  genügt  es  nur  Konstanten  zu  untersuchen,  bei  wel- 
chen letzteres  der  Fall  ist.  Hiebet  muss  jedoch  auf  einen  Unter- 
schied, der  zwischen  den  Konstanten  mit  rationalen  und  irra- 
tionalen Zahlen  eintritt,  aufmerksam  gemacht  werden.  Bei  den 
er^teren  nämlich  wurde  der  Fall,  dass  a=:0  sei,  ganz  über- 
gangen, weil  unter  dieser  Voraussetzung  die  Konstante  nicht 
mehr  endlich,  sondern  unendlich  gross  sein  würde.  Bei  den 
irrationalen  Anfangszahlen  von  der  Form  a^Vß  faingegeo 
kann  auch  ohne  Anstand  o  =  0  sein,  wenn  nur  nicht  zugleich 
/?  =  0  ist.  Dessbalb  darf  hiebet  der  Fall,  dass  «  =  0  sei,  nicht 
ausser  Acht  gelassen  werden,  so  dass  hier  in  der  Regel  bei  jeder 
einzelnO^  Differenz  um  Eine  Konstante  mehr  zu  berücksicbtigen 
kommt,  als  für  die  gleiche  Differenz  bei  rationalen  Anfangszahlen. 

Endlich  ist  es  vermöge  §.  20.  stets  leicht  ausführbar,  die 
harmonischen  Konstanten,  bei  welchen  Anfangszahl  oder  Differenz 
subtraktiv  sein  sollten,  ganz  zu  vermeiden  und  auf  solche  Art 
die  Berechnung  auf  additive  Werthe  von  a  und  d  zu  beschrän- 
ken. Noch  ist  zu  bemerken,  dass  rücksichtlich  der  Berechnun«' 
es  ganz  gleichgiltig  sei,  welches  Zeichen  das  irrationale  Glied 
Vß  vor  sich  trage,  weil  nach  dem  in  §.  13.  bereits  Erwiesenen 
die    beiden   Konstanten      C     und      C      stet^   gleichzeitig    be- 

rechnet  werden  können. 


§.  42. 

In  Folge  dieser  Ausschliessungen  von  sekundären  harmoni- 
schen Konstanten,  welche,  wie  man  leicht  sieht,  genau  den  in 
§.  30.  für  rationale  Anfangszahlen  vorgenommenen  entsprechen, 
ist  bei  der  Annahme  d  =  l  nur  die  Berechnung  der  einzigen 
Konstante    C    noth wendig,  bei   welcher  man  schon  in  vorhinein 

versichert  sein  darf,  dass  sie  eine  primäre  sein  werde,  weil  sie 
in  dem  einfachsten  Falle,  wenn  ß=l  angenommen  wird,  in  C 
übergeht,  welche  wirklich  als  eine  primäre  befunden  wurde.     *'* 

Die  Berechnung  selbst  kann  ohne  weitere  Schwierigkeit  nach 
§.13.  vorgenommen  werden.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Werthe, 
welche  die  dort  unter  III.  und  IV.  angegebenen  Ausdrücke  für  M 
und  N  annehmen,  wenn  darin  o  =  0,  <2  =  1  und  daher  z  =  n,  wo 
n  eine  beliebig  auszuwählende   ganze   Zahl  sein  kann,  gesetzt 
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wird,  beziebuDgsweise  durch  Mq  nnd  Nq,  so  hat  man  vermöge 
der  dortigen  Formel  11.  unmittelbar*. 

Beim  ersten  Anblicke  sollte   man   glauben ,  als  ob  hier  zur 
Bestimmung  von    C    die  Berechnung  der  beiden  Werthe  Jf©  und 

und  j^o  durch  die  Formeln  III.  und  IV.  des  §.  13.  nothwendig 
sei.  Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall,  wie  man  sich  sehr 
leicht  überzeugen  kann.    Denn  vermöge  I.  in  §.26.  ist: 

C    ^    C   =»cotang»V^- 

Hieraus  folgt: 

C     =    C  —  »  cotang  nVß=s  JHo— (J^o  +  77^  cotang  nyß) .  yß , 

und  daher  vermöge  des  in  §.  13.  Erwiesenen  durch  Veränderung 
des  Zeichens  von  Vß* 


C     =  ilfo+X^o  +  -^cotang«v/3).V^. 
i+v  ß  1 1  '^P 


Aber  nach  II.  in  §.  19.  ist  auch : 

_   1 

l-fV>|l        Vi5|l 
Die  Vergleichung  dieser  beiden  Werthe  gibt  auf  der  Stelle: 


C     =    C   ^-±^^Mo-(No  +  ß)'Vß. 


X  1 

iVo  +  y^  cotang  «V/?  = —iVo— ^  > 


woraus  man  ferner 


II)        JVo  =  -  g^  -  ^^  cotang  Ttvß 


und  dann 


erhält. 

Wie  man  sieht,  lässt  sich  die  Summe  der  in  §.  13.  unter  IV. 
angefahrten  unendlichen  Reihe  in  dem  Falle,  wenn  darin  a  =  0 
und  ds=il  angenommen  wird ,  durch  den  geschlossenen  analyti- 
schen Ausdruck  II.  darstellen  und   desshalb  ist  zum  Behufe  der 

Berechnung  der  harmonischen  Konstante      C     nur  noch  die  Be- 

Vß\i 
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Stimmung  von  Mq  durch  die   unendliche  Reihe  III.  des  §.  13.  er- 
forderlich. 


§.  43. 

Für  ri  =s  2  sind  nach  §.  41.  die  beiden  Konstanten     C    uod 

C     zn  berechnen.    Keine  von  diesen  beiden  ist  eine  primäre, 

sobald  man  annimmt»  dass  alle  zur  Differenz  I  gehörigen  Eon- 
stanten, deren  Anfangszahlen  von  der  Form  a-fV/^sind,  und 
wo  zugleich  a  eine  ganze  Zahl  Ist,  bereits  bekannt  seien,  ins- 
besondere die  Konstanten     C    und    C    .      Unter  dieser  Toraus- 

Setzung  ist  niinlicb  vermSge  §.  18. 

I.        C    =i,    C 

V/»|2  vfii 

und  nach  §.  22.  L,  wenn  darin  o  ==  yß,  c2  =::  1 ,  m  =  2  angenom- 
men wird, 

C    +      /;     ==    C   +/2, 
woraus  dann 

IL        C     :=    C  +0-  C  =:   C  +/2-i  C 

4 

folgt. 

Will  man  aber  nicht  beide  vorbezeichnete  zur  Differenz  1 

gehurige  Konstanten,  sondern  nur  die  erste  derselben,  närolieh 

C  ,  aliein  als  bekannt  voraussetzen,  dann  bezeichne  man  die 

Werthe,  welche  die  in  §.  13.  unter  III.  und  IV.  angegebenen  un- 
endlichen Reihen  JH  und  N  erhalten»  wenn  darin  asl,  <£=2  und 
z=2n-t-l  gesetzt  wird,  beziehungsweise  durch  M^  und  2V^.  Da- 
durch erhält  man  aus  den  dortigen  Gleichungen  II.  und  V.: 


C    zuMi  —  Ni.Vß     und        C     =^i+iV,.V/5, 


folglich : 


C     -      C     =-2JV|.Vl5. 


Aus  1.  in  §.26.  ergibt  sich  (ür  a  —  l  +  Vß  und  dzz2: 

C     —     c     =  ^  cotang 5-^- —  =  —  v>  tang  —I— . 

14-V/9I2     i-v/?|2      2^2  2      ®     2 
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Die  Vergleichang  dieser  beiden  Werthe  zeigt,  da«8 


und  daher: 


«V/5 


IV.  C    =JIf.-^\taiig-ö 


sei.  Ferner  setze  man  in  I.  des  §.22.  a  =  Vßs  c2=l,  m  =  2. 
Dadurch  findet  man: 

C    +      C     =    C  +fö, 

mithin  ist: 

C   z=z    C  +/2-      C    , 

und  durch  die  Sabstitution  des  Werthes  IV.: 

V.         C   ^    C  +/2+^taDg^--üfi. 
v/si«     ViS|i  4^2 

In  diesen  letzten  Formeln   ist  die  Konstante    C   ,  welche  in  I. 

und  II.  vorkommt»  nicht  vorbanden,  hingegen  erscheint  darin  die 
mit  Ml  bezeichnete  Reihe,  deren  Werth  ans  III.  in  §.  13.  berech- 
net werden  mass. 

Auf  die  gleiche  Weise,  welche  eben  angewendet  wurde,  lässt 
sich  auch  noch  die  Konstante    C    aus  V.  wegschaffen,  die  sich 

in  IV.  ohnehin  nicht  befindet. 
Setzt  man  nSmIich 

C    :=üf,-2Vi.Vi5, 

v\o  M2  und  N^  die  Werthe  bezeichnen,  welche  beziehungsweise 
die  Reihen  III.  und  IV.  in  §.  13.  erhalten,  wenn  darin  a  =  0, 
d=z2  und  mithin  z=:2it  angenommen  wird,  so  folgt  daraus: 

C    :=M^  +  N^.Vß. 

ferner: 

und  daher: 

c  --    c    =-(2iVi+J).v^: 
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Aber  vermöge  §.26.  ist  auch: 


woraus : 


mithin : 


C  —      C     =5  cotang    ^    $ 


VI.         iV^  =  _^_j--^cotang~2-, 


uod  daher: 


sich  ergibt,  wo   anstatt    der  früher  vorhandenen  Konstante    C 
jetzt  die  aus  111.  des  §.  13.  zu  berechnende  Reihe  M^  erscheint. 


§.  44. 

Es  ist  offenbar  möglich,  durch  Fortschreiten  auf  dem  bisher 
betretenen  Wege  nach  und  nach  auch  die  zu  grosseren  Diffe- 
renzen gehörigen  harmonischen  Konstanten  und  ihre  Eigenschaften 
und  Beziehungen  kennen  zu  lernen.  Man  sieht  jedoch  schon  aas 
dem  bereits  Angeführten,  dass  diese  letzteren  keineswegs  eben 
so  einfach  und  daher  auch  nicht  eben  so  nützlich  sind,  als  sie 
sich  bei  den  Konstanten  mit  rationalen  Anfangszahlen  ergeben 
haben.  Desshalb  soll  hiebei  jede  fernere  Weitläufigkeit  vermieden 
und  nur  noch  die  zur  Differenz  4  gehörigen  Konstanten  einer 
kurzen  Betrachtung  unterzogen  werden,  weil  dieselben  bei  Reiben 
ihre  Anwendung  finden,  deren  mit  abwechselnden  Vorzeichen 
versehene  Glieder  ohne  Rücksicht  auf  diese  Vorzeichen  eine  har- 
monische Reihe  mit  der  Differenz  2  bilden  würden,  aber  wegen 
des  Wechsels  der  Zeichen  eigentlich  der  Unterschied  zwischen 
zwei  harmonischen  Reihen  mit  der  Differenz  4  sind. 

Bei  der  Differenz  4  erfordern  nur  die  Konstanten       C     und 
C      eine  besondere  Berechnung,  weil 

C    =i.    C  und  C     =i.      C 

V/JM  V^,^  »4-V/5I4  i+V^,2 

ist,  daher  diese  letzteren  Konstanten  schon  nach  den  fiir  die  Dif 
ferenzen  1  und  2  angegebenen  Formeln  sich  berechnen  lassen. 
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Zur   Berecbonng    der   beiden   zuerst   genaouten    Konstauten 
erhSit  man  aus  §.  22.  die  Gleichung : 

C      +       C      :=!       C     ^-^^ 

1+V/JI4       3+Vi?l4        1+V/?I«       2 

oder  durch  die  Substitution  aus  IV.  in  §.  43.: 

C      ^r       C     =ilf,  +  f^Jtang^, 
i+Vi5|4      3+V/JI4  2       4       =»     2 

und  aus  §.26.: 

C     —     C    =7-cotang        \       =  t  (s^c  — :r^ "- ^»"g  T^)> 
1+V/JI4     3-V/JI4     4  ^4  4^  2  B     2    ' 

durch  deren  Subtraktion  ferner: 

3+V^|4       3-V/SI4  2         4  2 

sich  ergibt  Bezeichnet  man  nun  die  Werthe,  welche  die  in  §.  13. 
unter  III.  und  IV.  angeführten  Reihen  annehmen  >  wenn  darin 
CK  =  3,  «2  =  4,  mithin  z  =  4n  4-3  gesetzt  wird^  beziehungsweise 
durch  ilfs  und  N^y  so  hat  man: 


C     =:ilf,— iVj.yjS       und        C     =zM^  +  N^.Vß, 

3+ViS  I  4  3-Vi5  I  4 


daher: 


woraus : 


dann: 


C      +      C     =2Jf3, 

3+V^  I  4         3-ViS  I  4 


I.       if8=i^i  + j  —  gsec— 2-i 


und 
folgt. 


§.  45. 

Bei  Betrachtung  der  eben  ausgefdhrten   Ableitungen    dringt 
sich  fast  von  selbst  die  Bemerkung  auf,  dass  die  in  §.  13.  unter 
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IV.  aufgestellte  und  durch  N  bezeiöhnete  unendliche  Reihe,  ob- 
gleich man  nicht  im  Stande  ist»  ihre  Summe  im  All  gemeinen 
durch  einen  geschlossenen  analytischen  Ausdruck  darznstelIeD, 
dennoch  für  einige  bestimmte  Werthe  von  aund  <2 eine  soiclie 
Darstellung  gestattet,  wie  diess  die  Formeln  II.  in  §.  42.,  IIL  und 
VI.  ii\  §.  43.  zeigen.  Die  eben  aufgezählten  sind  jedoch  keines- 
%Tegs  die  einzigen  derartigen  Fälle,  sondern  vielmehr  nur  einzeloe 
Anwendungen  eines  viel  umfassenderen  Gesetzes»  v  ermuge  dessen 
überhaupt  der  Werth  von  N  in  §.  13.  stets  durch  eine 
geschlossene  analytische  Formet  ausgedrückt  werden 

kann»  sobald  ^  entweder    eine    ganze    Zahl    oder    ein 

Bruch  mit  dem  Nenner  2  ist.  Der  Beweis  dieses  Satzes 
lässt  sich  leicht  aus  dem  Vorhergehenden  ableiten. 

ff 
Sei  demnach  zuerst  ^  eine  ganze»  fibrigens  additive  oder 

subtraktive  Zahl»  wobei  der  Fall»  wenn  a  =  0  wird»  keineswegs 
ausgeschlossen  bleibt. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  vermöge  II.  in  §.  19.: 


c   =1.    c   =L(  c  -  s  )=l.  c  -  s  . 

)/ß\d     d  «.  vg,i     d  VvVji     "^ty     "'^\i    v^>' 

d      d  d  d  ,   d 


a+V/S 


Wird  nun  in  der  Gleichung  III.  des  §.  42.  ^  anstatt  Vß,  da- 
her -^  anstatt  ß  gesetzt»  und  zugleich  der  durch  diese  Substito- 
tion  entspringende  Werth  des  dortigen  Mq  mit  M^  bezeichnet, 
so  ergibt  sich: 

d 

Ferner  zeigt  die  in  §.  13.  vorgenommene  Zerlegung  I.  der  harmo- 
nischen Reihen  mit  Anfangszahlen  von  der  Form  a+Vßy  wenn 
dabei  o  =  0  angenommen  wird»  dass 

a  a  a 

d         d       (n— l)rf  ^  I 1 

sei.    Werden    diese   beiden   Werthe   in    dem    vorher   für     C 
aufgestellten  substituirt»  so  erhält  man : 
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C    =:i..i«f„'-i    ^"-»^ 


a 

(1  n  nVß       ^  1  \ 

2ß  +25v^'=«**°8-rf-  +  *(»-l)«d«-U;-^^' 

und  aus  der  Vergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  II.  in  §.  13.  Gn« 
(let  man  fogleicb: 

a 

,      „         1         «       »     »v^     I        1 

Nun  nehme  man  zweitens  an»  ^     sei     ein     regelmässiger 
Bruch  mit  dem  Nenner  2>  dessen  Zähler  aber  eine  ungerade 

Zahl  sein  rouss»  weil  sonst  ^  eine  ganze  Zahl  sein  und  daher  der 

bereits  vorher  behandelte  Fall  eintreten  würde.    Bei  dieser  An- 
nahme ist  nach  II.  in  §.  19. : 

I  ^  r»  ^*2^  ^     ^ 

ferner  nach  IV.  in  §.  43.,  wenn  darin  —^  anstatt  Vß  gesetzt  und 

zugleich  der  durch  diese  Substitution  hervorkommende  Werth  von 
itfi  mit  Ml'  bezeichnet  wird. 


n^,. 


und  vermittelst  der  in  §.  13.  gezeigten  Zerlegung  I.: 

a      l 

-Vß.  s  ^- 


S     =    S    -     - 


5+v/»i*      (|+(n-i)rfy-|j        (^+(„_i)rfy_u* 


oder: 


Die  Substitution  dieser  Werthe  gibt  dann: 
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-—- 

<«„a        2n— 1 


woraus 


JT  «V/J 


d     2 


"•      ^  =  2rfV?*^"8"rf ^-    *   (2«-l)W-4p 


folgt. 


§.46. 

Es  erObriget  noch«  auch  die  harmonischen  Kon^anten  mit 
komplexen  Anfangszahlen  einer  kurzen  Betrachtung  zn  unter- 
werfen,  um  die  Eigenschaften  derselben  wenigstens  fOr  die  klein- 
sten Differenzen  1,  2  und  4  zu  finden.  Zu  diesem  Behufe  konnte 
ganz  der  nämliche  Weg  betreten  werden,  welcher  so  eben  Hir  die 
Konstanten  mit  irrationalen  Anfangszahlen  eingeschlagen  wurde. 
Es  ist  ji^doch  gar  nicht  nothig,  diese  Rechnungen  hier  zu  wieder- 
holen, da  sie  sich  von  den  vorhergehenden  nur  darin  uoterschei- 
den  können»  dass  hier  durchgängig  ßi  anstatt  .des  früheren  Vß 
und  daher  — ß^  anstatt  ß  gesetzt  werden  muss^  durch  welche 
Substitution  zugleich  die  früheren  in  §.  13.  durch  JU  und  N  be- 
zeichneten Reihen  in  P  und  Q  des  §.  14.  übergehen.  Diess  ist 
so  einleuchtend  und  leicht  ausfuhrbar,  dass  es  vollkomroeo  genü- 
gen wirdj  nur  die  Ergebnisse  dieser  Substitutionen  in  den  haopt- 
sächlichsten  Formeln  der  §.  42 — 45.  hierher  zu  setzen,  dabei  aber 
denjenigen  von  ihnen,  welche  hiedurch  eine  imaginäre  Form  er- 
halten»  durch  den  Uebergang  von  .den  gon iome trisc he n  Funk- 
tionen zn  den  gleichgeltenden  Ezponential- Ausdrucken  eine 
reelle  Gestalt  zu  verleiben. 

Auf  diese  Art  entstehen  aus  II.  und  III.  des  $.  42.  die  neuen 
Formeln : 

^ L  j.  ü^    ?!lldLfl!lf 

1.      %  —  2/3«  +  2/3  •  e^ß-^e-^ß ' 

"'  ßiM-^ ^^     l2^  +  2 •  enß^c-ßh 

wo  Po  ^^^  Qo  ^>®  Werthe  von  P  und  Q  In  §.  14  bedeuten«  wenn 
darin  o  =  0,  d=zl  gesetzt  wird.  Ferner  gehen  die  Formeln  III., 
IV.,  V.,  Vf.,  VII.,  des  }.  43.  in 
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III.    Q.  =  ''  '•-'^* 


V.     c  =  c  +a-p,-i- ?/',"'  Jl.<, 


2?        -^ 


VI        o  —  i-  J.  —  i^ 

«Y  — «     • 

fiber»  wo  Pi  und  Q|  die  Werthe  tod  P  ond  Q  fär  a  =  1  und 
d=i2,  hingegen  P^  and  Q^  die  Werthe  Ton  P  nnd  Q  ftlr  a  =  0 
und  <i  =  2  bezeichnen.    Aus  II.  und  III.  des  S«  44.  wird 

v,„.  ^o.=  ,.P.-e«_^^^^_*.,, 


IX. 

wo  Q|  den  Wertb  von  Q  f&r  «  =  3  nnd  d  :±  4  aosdrflckt.    End- 
lich 
tat, 


C    =4.P.+?+ 


lieh  aus  §•  46.  erh&lt  man  in  dem  Falle»  wenn  ^einega  nie  Zahl 


nß  nß       g 

und  in  dem  Falle»  wenn  ^  ein  Bruch   mit  dem  Nenner  2  und 
einem  ungeraden  Zähler  isf^ 

ThtUXLI.  26 
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nß         _7il 

8  rf    —  «        ^ 


«      1 


§.  47. 

Im  VorhergebendeD  ist  die  Theorie  der  harmonischeo  Rei- 
hen der  ersten  Ordnung  und  der  ihnen  zugehörigen  KoDstaoten, 
so  wie  die  Berechnung  der  letzteren,  in  solcher  AusföhrlichkMt 
und  Vollständigiceit  abgehandelt  worden,  als  es  zu  dem  hier  da- 
von zu  machenden  Gebrauche  angemessen  erschien.  Denma^ 
muss  nunmehr  zu  den  Anwendungen  Gbergegangen  werden, 
welche  man  von  der  erlangten  Kenntniss  dieser  Zahlen  und  ihren 
wechselseitigen  Beziehungen  zu  machen  im  Stande  ist. 

r 

.Die  harmonischen  Konstanten  sind  zuerst  in  §.  10.  aufgetreten, 
und  dort  nur  als  Hilfszahlen  erschienen,  deren  Kenntniss  notfa> 
wendig  war,  um  mit  ihrer  Hilfe  die  Summe  einer  jeden  endlicheo, 
wie  immer  grossen  Anzahl  von  Gliedern  einer  harmonischen  Reihe 
der  ersten  Ordnung  ohne  allzu  grosse  Beschwerlichkeit  mit  jeder 
beliebigen  Genauigkeit  berechnen  zu  k&onen.  Allein  dieser  Ge- 
braach  ist  nur  ein  kleiner,  und  gewiss  nicht  der  wiehtigere  Theü 
des  Nutzens,  welcher  aus  ihnen  gezogen  werden  kann.  Viel 
wichtiger  muss  der  Nutzen  geachtet  werden,  welchen  die  voraos 
erlangte  Kenntniss  von  den  Eigenschaften  der  harmonischen  Kon- 
stanten bei  der  Werthbestimmung  einer  bedeutenden  Anzahl  be- 
stimmter Integrale  zu  gewähren  vermag,  wie  diess  bereits  in  $.:29. 
angedeutet  worden  ist  Von  dieser  Art  der  Anwendung  darf  aber 
hier  nicht  weitläufiger  gehandelt  werden,  weil  dieselbe  nicht  zu  dem 
Zwecke  der  gegenwärtigen  Abhandlung  gebort,  indem  letzterer 
nach  §.  I.  lediglich  auf  die  harmonischen  Reihen,  und  die  ans 
solchen  durch  die  Zusammenziehung  ihrer  gleichvielten  Glieder 
entstehenden  neuen  Reihen  gerichtet  ist.  Eben  bei  diesen  letz- 
teren Reihen  spielen  die  harmonischen  Konstanten  eine  höchst 
wichtige  Rolle,  indem  die  Summirung  solcher  unendlichen  Rei* 
hen  im  Allgemeinen,  wie  sich  bald  zeigen  wird,  ausscbliesslidi 
auf  der  Kenntniss  von  den  harmonischen  Konstanten  benibi 
Dessbalb  soll  nunmehr  die  Aufgabe  von  der  Summirang 
aller  jener  unendlichen  Reihen,  welche  durch  das 
Zusammenziehen  der  gleichvielten  Glieder  beliebig 
vieler  harmonischer  Reihen,  die  sSmmtlich  der  ersten 
Ordnung  angehören,  entspringend  gedacht  werden 
kSnnen,  sogleich  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  aufgefasst  und 
gelost  werden. 
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SeieQ  demnach  mehrere^  als  ohne  Ende  fortlaufend  gedachte, 
harmonische  Reihen  der  ersten  Ordnung 

S  ,    S    9    S    f    s    ».... 

gegeben;  jede  derselben  muge  überdiess  mit  eipem  beliebigen» 
fpr  all?  Glieder  einer  jeden  einzelnen  Reihe  gleichen,  Faktor  mni- 
tiplijBirt  vrerden»  nämlich  beziehungswfiae  mit 

A,    Ai  j    A2  9    -"s  y  .  •  •  •  5 

dann  aber  sollen  die  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  f.,  kurz 
die  gleicfiFielten  Glieder  aller  durch  diese  Multiplikation  zum 
Vorscheine  gekommenen  Reihen  mit  den  ihnen  Termoge  d^f  bei- 
gefugten Faktoren  zugehorenden  Vorzeichen  jedesmal  in  Ein 
Glied  zusammen  gefasst  vverden.  Auf  diese  Art  erhält  man  eine 
neue  unendliche  Reihe»  welche  nach  der  angenommenen  Be* 
zeichnungs weise  durch 

A.  S  +i<j.  S  ^At.  S  +-^8.   5  +•... 

dargestellt  werden  kann»  und  um  deren  Summirnng  es  «icb  nun 
handelt»  wenn  sie  wirklieb  eine  Summe  besitzt»  d.h.  konver- 
gent ist. 

Aus  der  Divergenz  einer  jeden  .jsinzelnen  harmonischen  Reihe 
der  ersten  Ordnung  ist  sogleich  einleuchtend ,  dass  ^ine  ^uf  die 
eben  beschriebene  Weise  entstandene  neue  Reihe  in  dem  Falle 
unmugücb  konvergiren  könne»  sobaJd  «ämmtüche  Faktoren 
A^  Alf  4^^  ^9»....  durchgängig  gleiche  Vorzelpben  habeni  bJQ- 
gegen  hat  man  durch  die  erfolgte  Auffindung  d^  endlichen 
Summen  einer  bedeutenden  Anzahl  solcher  Reihen  den  prakti- 
schen Beweis  geUefeit,  dass  tAe  in  vielen  Fällen  gewiss  kon- 
vergent sind.  Es  stellt  sich  demnach  vor  Allem  die  Frage  zur 
Beantwortung  dßjr»  welche  Bedingungen  es  «eien»  von 
deren  Erfai|iing  es  abhängt»  ob  eine  auf  vorangegebene 
Art  erhaltene  Reihe  konvergire  oder  divergire? 
Erst  nach  Auffindung  der  zur  Konvergenz  erforderlichen  Bedin- 
gungen und  unter  der  Voraussetzung,  dass  i4inen  wirkflfdi  Genüge 
geleistet  sei»  kann  die  Aufgabe  zur  Losung  vorgelegt  werden» 
dfe  Summe  einer  solchen  unendlichen  Reihe  aocli  zu 
bestimmen. 

Bei  dem  ersten  Anblicke  sollte  man  glauben»  dass  die  L9sung 
dieser  fctiden  Aulgiiben»  wenn  sie  in  so  grosser  AMgeMCfbheit 
aalgefassl  werden»  «chwieiig  edkr  deeli  verwiekell  sdo  misse» 
bei  näherer  üntersoehung  hingegen  wird  $Mk  4iess  gass  iBiebt 
oad  einfach  darstellen. 

26^ 
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§.48. 

Zur  Beurtheilang  der  Konvergenz  oder  Divergens  einer  nach 
Anleitung  des  §.  47.  entsprungenen  unendlichen  Reihe  kann  von 
einem  Satze  ausgegangen  werden^  der  als  Folgerung  aus  den  be- 
kannten» von  Gauss  aufgestellten  Regeln  hier  keiner  besonderea 
Beweisföhrung  bedürfen  wird,  nfimlich:  dass  jede  unendliche 
Reibe»  deren  allgemeines  Glied  eine  rationale  gebro- 
chene Funktion  der  Stellenzahl  n  ist»  stets  konvergire» 
sobald  der  Zähler  wenigstens  um  zwei  Grade  niedri- 
ger ist  als  der  Nenner»  hingegen  bei  dem  Abgange  die- 
ser Eigenschaft  gewiss  divergire.  Nun  sind  die  ailgem^ 
nen  Glieder  der  in  §.  47.  angesetzten  einzelnen  harmonischen 
Reihen  mit  Eioschluss  des  einer  jeden  von  ihnen  zugehörigen 
Faktors  offenbar 

A 4^ 


welche  sich  auch  auf  die  Form 

A 
d 


a — d         ^  üi'^di         ^  aa*~da  ^  Og — d^ 

bringen  lassen;  folglich  wird  das  allgemeine  Glied  der  hieraus 
nach  §.  47.  entspringenden  neuen  Reihe  nichts  anderes  al^  die 
Summe  aller  dieser  einzelnen  Glieder»   nSmIich: 

A  A\  A^  A^ 

d  ;         dl  i         ^  I  ^  I 

«+-d-   '•+-^  «+-^  '^^^V" 

sein»  und  man  braucht  nur  alle  diese  Brüche  auf  gleiche  Nenner 
lu  bringen  und  in  einen  einzigen  Bruch  zusammen  zu  fassen»  um 
dann  aus  der  Beschaffenheit  des  Zählers  und  Nenners  in  Ge> 
mässheit  des  vorhin  angeführten  Satzes  einen  sicheren  Scbluss 
auf  die  Konvergenz  oder  Divergenz  der  neuen  Reibe  ziehen  zu 
können. 

Hiebe!  kann  stets  angenommen  werden»  dass  die  Nenner  aller 
dieser  einzelnen  Brüche  sämmtlicb  von  einander  verschieden 
seien»  weil  In  dem  Falle,  wenn  zwd  oder  mehrere  von  den  ge- 
gebenen Brüchen  wirklich  gleiche  Nenner  haben  sollten^ 


Digitized  by 


Google 


Snar:    Die  AarmaniMcäen  Reihen.  389 

dieselben  durcfi  die  Addition  ihrer  Zähler  in  eioeo  Bruch  su- 
sammen  zu  fassen  vermag.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist  so- 
gleich klar,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner  das  Pro- 
dukt aus  den  Nennern  aller  einzelnen  Brüche  sein 
mOsse;  der  gemeinschaftliche  Zähler  hingegen  erhalten 
werde,  indem  man  jeden  einzelnen  Zähler  durch  die  Nen- 
ner aller  fibrigen  Brüche,  mit  Ausnahme  des  eigenen» 
multiplizirt  und  alle  diese  Produkte  zusaronienaddirt.  Die  Aus- 
führung dieser  Rechnungen  würde  allerdings  miihsam  und  lang- 
wierig sein,  wenn  man  den  Zähler  und  Nenner  vollständig  zu 
entwickeln  nuthig  hätte,  zu  dem  hier  davon  zu  machenden  Ge- 
brauche aber  genügt  es  schon,  nur  das  höchste  Glied  sowohl 
im  Zähler  als  im  Nenner  zu  kennen,  weil  von  diesen  Gliedern 
allein  der  Grad  des  einen  und  des  anderen  abhängt.  Nun  ist  offen- 
bar das  höchste  Glied  in  dem  Produkte  aller  Nenner  nichts 
anderes  als  das  Produkt  der  ersten  Glieder  aller  einzelnen  Nen- 
ner, und  daher,  wenn  man  die  Anzahl  der  Nenner  oder  Brüche 
durch  m  bezeichnet,  stets  n*",  wonach  der  Grad  des  gemein- 
schaftlichen Nenners  durch  m  ausgedrückt  wird.  Das  höchste 
Glied  im  gemeinschaftlichen  Zähler  hingegen  wird  nach  dem 
vorher  Gesagten  gefunden,  wenn  man  von  den  Produkten  eines 
jeden  einzelnen  Zählers  in  die  Nenner  aller  übrigen  Brüche  gleich- 
falls nur  die  höchsten  Glieder  entwickelt,  welche  sich  mit 

^.„«-1,     ^A.„„-.,     ^.„.-..     ^.„„-x 

ergeben,  und  dieselben,  da  sie  sämmtlich  vom  gleichen  Grade 
m — 1  sind,  In  Ein  Glied  zusammen  zieht,  welches  somit 

und  daher  ebenfalls  vom  Grade  nt — 1  sein  wird. 

Kommt  nun  das  eben  gefundene  Glied  in  dem  gemeinschaft- 
lichen Zähler  wirklich  vor,  was  stets  der  Fall  sein  muss,  wenn 
nicht  etwa  die  Bestandtheile  des  zwischen  den  Klammern  enthal- 
tenen Koeffizienten  von  n*"-^  sich  gegenseitig  ganz  aufheben,  wo- 
durch der  Koeffizient  gleich  0  werden  und  das  Glied  daher  weg- 
fallen würde,  dann  ist  auch  der  bezeichnete  Zähler  vom  Grade 
m— 1,  und  folglich  nur  um  Einen  Grad  niedriger  als  der  Nen- 
ner, woraus  vermöge  des  gleich  anfangs  ausgesprochenen  Satzes 
sich  ergibt,  dass  die  Reihe  divergent  sei.  Sobald  hingegen  das 
obige  Glied  dadurch,  dass  der  Koeffizient  von  n*"^^  gleich  0  wird, 
aus  dem  gemeinschaftlichen  Zähler  wegfällt,  kann  das  zunächst 
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darauf  folgende  Glied  in  dicyBein  Zähler  nur  hocbsteBS  von 
Grade  in*-2,  daher  auch  der  Zähler  selbst  höchstens  von  ebeo 
diesem  Grade  und  folglich  wenigstens  um  zwei  Grade  niedriger 
^  der  Nentier  sein,  was  dann  die  Konvergenz  der  Reihe  car 
nothwendigen  Folge  hat. 

Diese  Betrachtungen  zeigen ,  dass  die  Konvergenz  oder  Di- 
vergenz einer  nach  Anleitung  des  §.  47.  aus  harmonischen  Reihen 
der  ersten  Ordnung  hervorgehenden  neuen  Reihe  lediglich  roo 
der  Beschaffenheit  des  obigen  KoefGzienten  von  n^"^  abhänge 
und  die  Reihe  konvergent  oder  divergent  sein  werde« 
je  nachdem  jener  Koeffizient  gleich  0  ist  oder  nicht. 
Demnach  besteht  für  die  Konvergenz  einer  solchen  Reihe  nur 
eine  einzige,  zugleich  noth wendige  und  zureichende«  Bedingung, 
welche  durch  die  höchst  einfache  Gleichung 

ausgedrückt  werden  kann,  durch  deren  Erfüllung  oder  Nichterfül- 
lung man  die  Konvergenz  oder  Divergenz  einer  auf  besagte  Art 
zu  bildenden  Reihe  schon  vorhinein  eben  so  leicht'  als  sicher  ni 
beurtheilen  vermag. 

In  dem  Falle >  wenn  die  Differenzen  aller  einzelnen  harmooi- 
sehen  Reiben  der  ersten  Ordnung,  aus  welchen  nach  §.  47.  eine 
neue  Reihe  zusammengesetzt  werden  soll,  einander  gleich  sind, 
nämlich :  d  =  dit=d^:=zd^^  .... ,  nimmt  die  Bedingungsgleichang 
I.  durch  die  Multiplikation  mit  den  gleichen  Nennern  offenbar  die 
ftoeh  einfachere  Form  an: 

IL     A  +  Ai+A^  +  Aj^  +  ....  =  0, 

welche  einfachere  Form  wohl  auch  als  in  allen  Fällen  hinreicheod 
betrachtet  werden  könnte,  da  man  weiss,  wie  leicht  beliebige 
gegebene  harmonische  Reihen  mit  ungleichen  Differenzen  auf 
gleiche  Differenzen  sich  bringen    lassen. 

Bei  der  vorhergehenden  Ableitung  ist  von  der  Voraussetzung  aus- 
gegangen worden,  dass  die  Nenner  der  allgemeinen  Glieder  alier  eia- 
zelnen  harmonischen  Reihen  von  einander  v erschieden  seien.  Man 
könnte  dessbalb  meinen,  dass  dieselbe  Voraussetzung  auch  den  Glei- 
drangen  L  und  II.  zu»  Grunde  liege  und  daher  die  letzt^en  keiie 
iMMaittelbare  Anwendung  finden,  so  lange  unter  den  allgemeinen 
Gliedern  noch  solche  mit  glelobeo  Nennern  verkoamea,  son* 
dem  diese  Brilche  vorher  in  Einen  Bruch  zusammen  gezogi» 
werden  müssen,  Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall.  Ueoo 
da  diese  Zusammennehong  durch  die  Addition  der  susaacAeoge- 
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hdrigen  2SiUer  erfolgt,  ist  e«  offenbar  gani  gleiehgUtig,  ob  man 
die  Addition  schon  vorher  oder  erst  bei  der  Anwendung  der 
Gleichungen  L  oder  11.  vornimmt. 


§•49. 

Mach  dieser  Voniotersuchung  unterliegt  es  nonmehr  dorchans 
keiner  Schwierigkeit,  ancb  die  zweite  in  §.  47.  ausgesprochene 
Aufgabe  zu  lösen,  nämlich  die  Summe  der  dort  angezeigten 
unendlichen  Reihe  unter  der  Voraussetzung  ihrer  Kon- 
vergenz durch  eine  allgemeine  buchst  einfache  Formel 
auszudrucken.  Zu  diesem  Behufe  bezeichne  man  die  Summe 
der  n  ersten  Glieder  der  dortigen  neuen  Reihe  durch  Wn  und  die 
Summe  eben  dieser,  aber  ohne  Ende  fortlaufend  gedachten,  Reihe 
durch  X,  so  dass 

•  •  «  n 

a\d  »Jcfi  Oftld»  a^\dt 

and  bei  der  uneadiichen  Zunahme  von  n 

X  =  lim  j;« 

ist  Da  hiebei  die  Konvergenz  der  zu  sumrairenden  unendlichen 
Reihe  x  vorausgesetzt  wird,  müssen  die  Faktoren  A,  Ai,A^,  ilg,.... 
ood  die  Differenzen  d,  di,  d%,  dg,.,.,  dergestalt  beschaffen  sein, 
dass  sie  der  Bedingungsgleichung  I.  des  §.  48.  Genflge  leisten, 
folglich  mnss,  wenn  diese  letztere  mit  In  multiplizirt  würd, 

sein.  N 

Wird  nun  dieser  Ausdruck  von  dem  angegebenen  Werthe  von 
Xn  abgezogen,  so  erhält  man: 

folgikli  bti  deai  nnendlichaB  Wachttbome  von  n: 
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oder  venii5ge  S«  l^*: 

a\*  «ilrfi  a»|<f»  atitf. 

Demnach  wird  die  Summe  einer  jeden  aas  harmoDi- 
sehen  Reihen  der  ersten  Ordnung  mit  Hinzafüguog  be- 
liebiger Faktoren  durch  das  Zusammenziehen  ihrer 
gleichvielten  Glieder  hervorgehenden  unendlichen 
Reihe  unter  der  Voraussetzung  ihrer  nach  §.  48.  beson- 
ders zu  beurtheilenden  Konvergenz  gefunden,  indem 
man  die  einer  jeden  einzelnen  Reihe  entsprechende 
harmonische  Konstante  mit  dem  zugehörigen  Faktor 
der  Reihe  multiplizirt«  und  alle  diese  Produkte  mit 
ihren  Zeichen  zusammen  nimmt»  oder  noch  kürzer  ausge- 
drückt, indem  man  In  der  in  §.47.  angegebenen  Bezeich- 
nung  der  Reihe  anstatt  iS  durchgängig  C  setzt. 

Dieser  Satz  zeigt,  mit  welcher  Leichtigkeit  die  Sununen  sol- 
cher unendlichen  Reihen  gefunden  werden  können,  sobald  dabei 
die  harmonischen  Konstanten  als  bekannt  angenommen  werden, 
was  in  Folge  der  im  Vorhergehenden  ausgeffihrten  oder  doch  an- 
gedeuteten Berechnungen  stets  als  zulässig  erscheint 

Ferner  überzeugt  man  sich  hieraus,  dass  es  vollkommen  ge- 
gründet war,  wenn  in  §.  47.  behauptet  wurde,  dass  die  Sammi- 
rnng  der  hier  betrachteten  unendlichen  Reihen  im  Allgemeloen 
ausschliesslich  auf  der  Kenntniss  der  harmonischen  Konstanten 
beruhe. 

§.  50. 

Die  Anwendung  der  eben  gefundenen  allgemeinen  Summen- 
formel  unterliegt  keinem  Anstände,  sobald  die  einzelnen  har- 
monischen Reihen  der  ersten  Ordnung,  aus  welchen  durch  Zu- 
sammenziehen ihrer  gleichvielten  Glieder  eine  neue  gebildet  werden 
soll,  folglich  auch  ihre  allgemeinen  Glieder  unmittelbar 
gegeben  sind,  und  man  zugleich  die  Faktoren  kennt,  mit 
welchen  sie  einzeln  vorher  multiplizirt  werden  sollen.  Denn  unter 
dieser  Voraussetzung  kann  sogleich  zur  Beurtheilung  der  Konver- 
genz oder  Divergenz  der  zu  bildenden  neuen  Reihe  vermittelst 
der  Bedingungsgleichungen  I.  oder  IL  des  §.  48.  geschritten  und, 
wenn  sich  hiedurch  die  Konvergenz  der  Reihe  herausgestellt  hat, 
die  Summe  derselben  durch  die  Formel  I.  des  §.  49.  ausgedruckt 
werden»  in  welcher  man  nur  noch  anstatt  der  Zeichen  der  har- 
IQopischen  Konstapten  ihre  nach  der  vorausgegangene^  Anleitung 
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berechneten  Werthe  zu  setzen  braucht»  um  die  gesuchte  Summe 
entweder  durch  einen  analytischen  Ausdruck  oder  wenigstens 
nSherungsweise  in  bestimmten  Zahlen  zu  finden. 

Man  darf  aber  hiebei  nicht  ausser  Acht  lassen ,  dass  bei  dem 
Beweise  der  Summenformel  I.  in  §.  49.  die  Konvergenz  der 
Reihe  ausdrücklich  als  wirklich  vorhanden  angenommen  wurde 
und  daher  jene  Formel  aaf  nicht  konvergente  Reihen  gar 
keine  Anwendung  finde.  Aus  diesem  Grunde  muss  stets> 
bevor  man  jene  Formel  auf  eine  Reihe  anwenden  will»  die  Kon- 
vergenz derselben  ausser  Zweifel  gestellt  sein.  Desshalb  darf, 
wenn  man  nicht  etwa  schon  aus  anderen  Gründen  die  Ueberzeu- 
gung  von  der  Konvergenz  der  Reihe  gewonnen  haben  sollte,  die 
vorläufige  Untersuchung  derselben  nach  §.  48.  niemals  unterlassen 
werden»  weil  man  durch  Vernachlässigung  dieser  Vorsicht  sich 
der  Gefahr  aussetzen  würde,  die  Summenformel  des  §.  49.  auf 
Fälle  auszudehnen»  in  welchen  sie  weder  erwiesen  noch  richtig 
ist»  und  auf  solche  Art  ganz  falsche  Resultate  zu  erbalten.  Einige 
andere  mathematische  Formeln  besitzen  allerdings  die  bequeme 
Eigenschaft»  dass  sie  in  jenen  Fällen»  für  welche  sie  eigentlich 
nicht  gelten»  solche  Ergebnisse  liefern»  deren  Un  brauch  barkeit 
sogleich  von  selbst  in  die  Augen  Allt  Die  gleiche  Bequem- 
lichkeit gewährt  die  Formel  des  §.  49.  keineswegs.  Diese 
würde  vielmehr»  wenn  man  sie  auf  divergente  Reihen  anwen* 
den  wollte»  scheinbar  auch  fSr  solche  Reihen  endliche  Summen 
geben»  die  sie  eben  wegen  der  Divergenz  gar  nicht  besitzen  k5n- 
nen.  Desshalb  ist  die  Beobachtung  der  vorbin  empfohlenen  Vor* 
sieht  in  so  lange  streng  nothwendig»  bis  man  etwa  auf  anderem 
Wege  die  Ueberzeugung  von  der  Konvergenz  oder  Divergenz  der 
zu  summirenden  Reihe  erlangt  hat.  Uebrigens  ist  der  ganze  Her- 
gang der  Rechnung  bei  der  eben  erklärten  Sumroirungsart  so 
einfach»  dass  die  Anführung  eines  einzigen»  nicht  sehr  verwickel- 
ten Beispiels»  auf  welches  auch  noch  später  Bezug  genommen 
werden ^soll»  hinreichen  wird»  um  Alles  in  das  klarste  Licht  zu 
setzen.  Zu  diesem  Zwecke  soll  die  Aufgabe  vorgelegt  werden» 
die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  zu  finden»  welche 
ans  den  vier  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 

jS»    Sf    S,    S 

612     613      614      6i6 

beziehungsweise  multiplizirt  mit  den  Faktoren 

9  4  11 

^SÖÖ*    W     "^ES*    5ÖÖ 

nach  Anleitung  des  §.  47.  hervorgeht    Dass  diese  Reihe 
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konvergeot  sein  werde»  gibt  die  fiedingangsgleichoiig  L  de«  $.48. 
auf  der  Stelle  zu  erkennen ,  denn  es  ist  wirklich: 

""500.2  ^125.3  ""125.4  + 50076  •^  3000  """' 

Nachdem  hiedurch  die  Anwendbarkeit  der  Sammenfermel  d« 
§•  49«  aasser  Zweifel  gestellt  wurde,  erhält  man  durch  dieselbe 
Ar  die  gesuchte  Summe  den  Ausdruck: 

Nun  Ist  vermöge  IL  in  §.  19.  und  §.  32. : 

5f«       1|«       l|2       l|«        *        «»        ^  1|1  «* 

ferner  nach  §.  33. : 

r^r-       h^r      ^--^   #^j.ö     «V3      1 

5|3       9|8       t|3       9|3        »       O    1|1        2  lO  2 


dann  wegen  §.  34. : 

C=:  i 

«14         II 

endlich  aus  §.  36. 


^  1  3/2     ff 

C:=iC-  S=z  C-l=j.  C  +  ^  +  l-1. 

«14         114  114       114  4    111  *  ^ 


1    -,  .  /2  ,  ß       »VS 


Werden  alle  diese  Werthe  in  der  vorhin  angesetzten  Summe 
substituirt,  so  wird  man  nach  gehöriger  Abkürzung  daflir  dei 
Ausdruck  finden: 

^     330      7ß      ff(I8^■35V3) 
125  +  2000^300""        18000       ' 

oder  wenn  man  die  angezeigten  Rechnungen  in  16  Dezimalstel- 
len ausfuhrt« 

0,0042  3157  9605  0024. 


§.51. 

Die  Summenformel  des  §.  49.  dürfte  vielleicht  nur  eeites  in 
derjenigen  Weise  zur  Anwendung  kommen«  wie  es  in  §.  50l  an- 
genommen und  an  dem  dortigen  Beispiele  gezeigt  wurde.  Weit 
5fter  wird  ee  sich  ereignen«  dass  nicht  sowohl  die  zusammenss* 
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siebenden  einzelnen  hannoniscben  Beiben  und  die  iboen  takom- 
menden  Faktoren»  ale  vielmebr  die  daraus  entstandene  Reihe 
(regeben  and  ibre  Snmmirung  verlangt  vrird.  In  einem  aolcben 
Falle  ist  es  vorerst  nothwendig,  zu  entscheiden,  ob  die  gege- 
bene Reihe  wirklieb  ans  harmonischen  Reiben  der 
ersten  Ordnung  auf  die  in  §.  47.  erklärte  Art  entstan- 
den gedacht  werden  kunne?  Dann  muss  gefragt  werden, 
aus  welchen  solchen  Reiben  jene  hervorgegangen  sei 
und  mit  welchem  Faktor  jede  einzelne  von  diesen  mul- 
tiplizirt  vorgestellt  werden  mfisse?  Erst  nach  erfolgter 
Beantwortung  dieser  Vorfragen  kann  von  Suramirong  der  gegebe- 
nen Reibe  durch  die  Formel  des  §.  49.  die  Rede  und  wird  dann 
auch  gana  leicht  au  bewerkstellen  sein. 

Zur  gewünschten  Entscheidung  über  die  eben  vorgelegten 
Fragen  gelangt  man  durch  folgende  kurze  Betrachtungen. 

Aas  demjenigen^  was  In  $.  48.  über  die  Darstellung  des  all* 
gemeinen  Gliedes  einer  aus  harmonischen  Reiben  der  ersten  Ord* 
nnug  mit  was  immer  für  beständigen  Faktoren  durch  Zusammen- 
Ziehung  ihrer  gleichvielten  Glieder  entspringenden  neuen  Reibe 
angeführt  wurde,  entnimmt  man  auf  der  Stelle,  dass  ein  solches 
allgemeines  Glied  in  jedem  Falle  eine  rationale  gebrochene 
Funktion  der  Stellenaahl  n  sei  oder  In  eine  solche  sich  verwan- 
deln lasse;  ferner  dass  der  Nenner  dieser  Funktion  stets  ein 
Produkt  aus  Faktoren  des  ersten  Grades  sein  werde,  die  sämmt- 
lich  unter  einander  verschieden  sind,  endlich  der  Zähler  der- 
selben im  Aligemeinen  um  Eineji  Grad,  sobald  hingegen  die 
Reibe  konvergent  sein  soll,  wenigstens  um  zwei  Grade  nie- 
driger sein  muss,  als  der  Nenner.  Hieraus  folgt,  dass  jede 
Reihe,  deren  allgemeines  Glied  die  eben  aufgezählten  drei  Eigen- 
schaften nicht  insgesammt  besitzt,  unmöglich  aus  harmonischen 
Reiben  der  ersten  Ordnung  nach  §.47.  hervorgegangen  und  durch 
die  Summenformel  des  §.  49.  summirt  werden  kOnne. 

Umgekehrt  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  jede  «n^nd- 
liche  Reibe,  deren  allgemeines  Glied  die  angeführten 
drei  Eigenschaften  wirklich  an  sich  trägt,  stets  nach 
§.49.  sich  summiren  lasse.  Denn  stellt  man  sich  den  Nen- 
ner eines  so  beschaffenen  allgemeinen  Gliedes  in  seine  ein* 
fachen  Faktoren,  die  nach  der  Voraussetzung  sämmtUch  von 
einander  verschieden  sein  müssen»  aufgelöst  vor  nnd  zerlegt 
demgemftss  den  Bruch  in  seine  einfachen  sogenannten  Par- 
tialbruche,  so  kann  jeder  solche  Partialbruch  mit  einstwei- 
liger Betseitesetsaog  seines  Zählers  als  das  allgemeine  Glied  einer 
harmonischen  Reihe  der  ersten  Ordnung  angesohen,   demsetheo 
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der  früher  beiseite  gelassene  Zähler  wieder  als  Faictor  binznge- 
fOgt  und  somit  die  gegebene  Reihe  als  durch  die  Zusanimenziebong 
der  gleichvielten  Glieder  aller  an|i;edeuteten  harmonischen  Reihen 
der  ersten  Ordnung  mit  den  ihnen  beigefugten  Faktoren  entstan- 
den gedacht  werden.  Zugleich  Icennt  man  auf  diese  Weise  sowohl 
alle  einzelnen  Reihen,  als  auch  die  ihnen  zugehörigen  Faktoreo 
and  kann  daher  die  Summirung  ganz  wie  in  §•  50.  vornehmen, 
wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  hier  die  Vornahme  einer 
besonderen  Untersuchung  über  die  Konvergenz  oder  Divergenz 
der  zu  summirenden  Reihe  mit  Hilfe  der  fiedingungsgleichung  des 
§.48.  ganz  fiberflüssig  sein  würde,  weil  das  Urtheil  hierüber 
schon  aus  der  Beschaffenheit  des  Zählers  und  Nenners  des  all- 
gemeinen Gliedes  der  gegebenen  Reihe  mit  voller  Sicherheit  ge- 
fallt werden  kann. 

Als  Resultat  der  eben  angestellten  Betrachtungen  geht  dem- 
nach der  allgemeine  Satz  hervor,  dass  jede  unendliche  Reihe, 
deren  allgemeines  Glied  eine  rationale  gebrochene 
Funktion  der  Stellenzabi  ist,  sich  durch  die  harmoni- 
schen Konstanten  mittelst  der  Formel  des  §.  49.  som- 
miren  lasse,  sobald  der  Nenner  ein  Produkt  aus  ein- 
fachen, durchgängig  von  einander  verschiedenen  Fak- 
toren und  zugleich  wenigstens  uni  ywei  Grade  hober 
ist  als  der  Zähler. 


§.  52. 

Ein  Paar  einfacher  Beispiele  wird  hinreichen,  um  zu  zeigen, 
mit  welcher  Leichtigkeit  die  eben  aufgestellten  Regeln  in  Äos- 
fShrnng  gebracht  werden  können.    Sei  zuerst  die  unendliche  Reihe 

5.5.5. 5  ^7.8.9. 11 +9. 11. 13. 17 +  11. 14.17.23 "*^"' 
zur  Summirung  vorgelegt,  deren  allgemeines  Glied 


(2n  +  3)  (3n +2)  (in  + 1)  (ön— 1) 

ist.  Da  hier  der  Nenner  bereits  in  seiAe  einfachen  Faktoren  zer- 
legt erscheint,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  über- 
diess  der  Zähler  vom  zweiten,  der  Nenner  hingegen  vom  vierten 
Grade  ist,  so  sieht  man  sogleich,  dass  hiebei  alle  in  §.51.  ge- 
forderten  Bedingungen  vorhanden  seien,  die  Reihe  daher  gewiss 
konvergire  and  ihre  Summe  nach  der  voransgehenden  Anweisung 
gefunden  werden  kOnne. 
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Das  angeführte  allgemeine  Glied  geht  nun  durch  die  Zerle- 
gung in  Partialbrüche  in 

A.  -L         J-  JL 

500     .    125         125     .     500 


2n  +  3^3«+2     4n+l^&t— 1 

fiber,  woraus  sich  zeigte  dass  die  gegebene  unendliche  Reihe  aus 
den  vier  harmonischen  Reihen  der  ersten  Ordnung 

S  y  S  f  S  f  S 

5IS       ftit        «14        610 

beiiebangsweise  rooltiplizirt  mit  den  Faktoren 

9  4  II 

^600'    125*    "~T26'    500 

nach  §.  47.  entstanden  gedacht  werden  könne.  Eben  diese  Reibe 
ist  bereits  in  §.  50.  als  Beispiel  vorgelegt  und  die  Summirung  dort 
vollständig  ausgeßihrt  worden,  so  dass  die  dortige  Arbelt  sammt 
dem  erhaltenen  Resultate  sich  unmittelbar  hier  anschliesst. 

Als  zweites  Beispiel  mag  die  unendliche  Reibe  dienen: 

7      ,      19      ,      31  43 

1.1.5 +  017  +  7.9.29^  10.13.41  "•■—' 

deieD  allgemeines  Glied 

nn—6 


(3n— 2)  (4«— 3)  (l2n—7)' 
oder,  in  Partialbrllcbe  zerlegt, 

—  3„-.2  +  4n— 3  ■''  12n— 7 

ist  Auch  hier  zeigt  der  blosse  Anblick  des  allgemeinen  Gliedes, 
dass  alle  zur  Anwendung  der  Summenformel  des  $.  49.  erforder- 
lichen Bedingungen  wirklich  vorhanden  sind.  Desshalb  wird  die 
Summe  der  gegebenen  unendlichen  Reihe  durch 

-9.C+8.C  +  12.C, 

llt  114  SI19 

oder,  wenn  hierin  die  Werthe  von  C»  C  und    C  substituirt  wer* 

1|S    114  6|M 

den,  durch 

C-13.C+l2fl~^  +  ?fl?=±l> 
ifi  1)11  2   ^         2 

ausgedruckt  werden.  Nähemngsweise  in  16  Derimalstellen  ba- 
redinet  Ist  diese  Summe 
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1,5034  9699  4609  9393. 

§.63. 

Alle  Reiheosaminen,  welche  sich  durch  die  Fonnel  des  §.49. 
auffinden  lassen,  werden  mittelst  derselben  sanSchst  durch  die 
harmonischen  Konstanten  ausgedruckt,  welche  letztere  man  in 
keinem  Falle  durch  die  bereits  in  die  Anaiysis  eingeführten  Fonk- 
tionen  in  geschlossener  Form  darzustellen  im  Stande  ist,  iodem 
die  prirofiren  aus  ihnen  nur  mit  Hilfe  unendlicher  Reihen  berech- 
net und  die  sekundären  nur  auf  die  ersteren  znrQckgefdbrt  wer* 
den  können,  wobei  allerdings  nicht  nur  algebraische  Ausdrücke, 
sondern  auch  Logarithmen  und  Kreisfunktionen  oder  die  den  letz- 
teren gieichgeltenden  Exponential-Ausdrücke  hinein  kommen  kSn- 
nen.  Als  eine  selbstrerständliche  Folge  bievon  muss  es  ange- 
sehen werden,  dass  die  Summen  der.  nach  Anleitung  des  §.47. 
entstehenden,  oder,  was  Tollig  einerlei  ist,  derjenigen  anendli- 
eben  Reihen,  deren  allgemeine  Glieder  die  in  §.  51.  aufgesihlteo 
Eigenschaften  besitzen,  im  Allgemeinen  durch  die  bis  jetzt  in  der 
Anaiysis  üblichen  Funktionen  allein  in  endlicher  Form  nicht 
dargestellt  werden  können,  sondern  hiezu  wenigstens  in  der  Regel 
noch  die  Beiziehung  einer  oder  mehrerer  harmonischen  Konstan- 
ten nothwendig  erscheint.  Da  die  letzteren  bisher,  mit  Ausnahme 
einer  einzigen,   nämlich  von   C,   in  der  Anaiysis  nicht  gebraucht 

wurden,  waren  die  erwähnten  Reihen  nach  dem  gewobnlicheo 
Sprachgebrauche  in  der  Regel  gar  nicht  und  nur  ausnams- 
weise  in  besonderen  Fällen  summirbar,  während  diess,  wie 
vorher  gezeigt  wurde,  in  allen  Fällen  ohne  Ausnahme  wirklich 
Statt  findet,  sobald  man  auch  die  harmonischen  Konstanten  ab 
analytische  Funktionen  anerkennt  und  behandelt,  was  ihnen  in 
Gemässheit  ihrer  erwiesenen  Eigenschaften  nicht  nur  gebühr^ 
sondern  was  sie  in  Betracht  des  von  Ihnen  zu  gewärtigenden 
Nutzens  auch  verdienen  dürften. 

Man  weiss  übrigens  bereits  seit  langer  Zeit  durch  Leib- 
nitz,  Bernoulli,  Euler  und  Andere,  dass  sehr  viele  zu  den 
vorerwähnten  gehörende  unendliche  Reiben  auch  ohn^  4ie  biff- 
monischen  Konstanten  lediglich  durch  die  bisher  gebräuch- 
lichen analytischen  Funktionen  und  häufig  sogar  In  alge- 
braischer und  rationaler  Gastalt  sich  summiren  lassen. 
Desshalb  gibt  es  bei  diesen  Reihen  eine  zweifache  Art  der 
Sommlrbarkelt,  nämlich  die  allgemeine,  welche  allen  selcbeB 
Reihen  ohne  Ausnahme  zukommt,   wozu  aber  die  Htlfe  der  bar^ 
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monisehen  KoDfitanten  notbwendig  ist«  dann  eine  besondere, 
welche  allerdings  nar  in  einigen  Fällen  ausrohrbar  ist,  jedoch 
allein  durch  die  bis  jetzt  ablieben  analytischen  Funktionen  mit 
Ansscbluss  aller  hannonisehen  Konstanten  bewerkstelliget  werden 
kann.  Um  diese  letxtere  Art  der  Sommining  kurz  und  unzwei- 
deatig  zu  bezeichnen,  soll  sie  künftighin  durch  den  Beisatz 
»»analytisch*'  erkennbar  gemacht  werden.  Auf  diese  Weise 
ist  die  in  §.52.  als  erstes  Beispiel  angeführte  unendliche  Reihe, 
wie  ihre  in  $.  50.  aufgestellte  Summe  zeigt,  analytisch  sura« 
mirbar,  hingegen  die  eben  dort  als  zweites  Beispiel  berechnete 
oicht  analytisch  snnunirbar. 

Ferner  soll  noch  jede  unendliche  Reibe,  deren  Summe  durch 
einen  algebraischen  geschlossenen  Ausdruck  ohne  Bei- 
mengung der  sogenannten  transzendenten  Zahlen,  hier  insbeson- 
dere der  Logarithmen  und  der  Kreis*  oder  Exponential-Funktionen, 
dargestellt  werden  kann,  algebraisch  summirbar  heissen. 

Da  nach  dem  Gesagten  die  analytische  Summirbarkeit  keine 
allgemeine  Eigenschaft  sämmtlicher  nach  Anleitung  des  §.47. 
entspringenden  unendlichen  Reihen,  von  welchen  in  §.  51.  die  Be- 
schaffenheit ihrer  aligemeinen  Glieder  angegeben  wurde,  ist,  so 
muss  das  wirkliche  Eintreffen  der  analytischen  Summirbarkeit  in 
irgend  einem  besonderen  Falle,  und  ebenso  das  etwaige  Vor- 
handensein der  algebraischen  Summirbarkeit  einer  solchen 
Reihe  von  der  Erfüllung  gewisser  Bedingungen  abhängen, 
welche  aufzusuchen  und  näher  zu  betrachten  es  wohl  der  Mfihe 
werth  sein  durfte.  Zwischen  die  beiden  ^ben  angedeuteten  Auf- 
gaben drängen  sich  gleichsam  als  Debergang  von  der  einen  zur 
anderen  zwei  neue  Aufgaben  ein,  welche,  wenn  gleich  vielleicht 
von  minderer  Wichtigkeit  als  die  früheren,  doch  immerhin  nicht 
ganz  unerheblich  werden  befunden  werden.  Demnach  sollen  nun- 
mehr vier  Aufgaben  vorgelegt  und  ihre  Losung  versucht  werden, 
Q&mlich  die  Bedingungen  aufzusuchen,  deren  Erffillung 
entweder  nothweodig  oder  doch  hinreichend  ist,  da- 
mit eine  nach  §.47.  hervorgehende  oder  die  In  §.  5L  auf- 
gezählten Eigenschaften  besitzende  unendliche  Reihe 
entweder 

1.  überhaupt  analytisch  summirbar,   oder 

2.  «naiytiseh  summirbar,  jedoch  mit  Anaaehlnss 
alier  Kreis-  oder  der  gleichgeltenden  Ezponen- 
tiai-Fiinktionen»  ferner 

3.  analytisch  summirbar,  mit  Ausschluss  der  Lo- 
garithmen, endlich 

4.  algebraisch  summirbar  sei. 
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Hofentlich  wird  nan  es  Dicht  nnangemessen  finden,  wenn  bei  der 
Behandlung  dieser  Aufgaben  hauptsächlich  nur  der  einfachste 
Fall  in's  Auge  gelasst  wird,  in  welchem  die  Anfangssahlen  ood 
Differenzen  aller  einseinen  harmonischen  Reihen ,  mögen  sie  nna, 
wie  in  §.  50.  angenommen  wurde»  unmittelbar  gegeben  ^  odernadi 
$.  51.  erst  aus  dem  gegebenen  allgemeinen  Gllede  abzuleiten  seia« 
rationale  oder  eigentlich  ganze  Zahlen  sind.  Durch  diese  Be- 
schränkung auf  den  am  häufigsten  vorkommenden  und  dessiialb 
nfitzllchsten  Fall  soll  jede  unndthige  Weitläufigkeit  hintangehaltett 
werden»  während  man  doch  daraus  hinlänglich  zu  erkennen  in 
Stande  sein  wird»  wie  man  auch  in  den  anderen  Fällen»  weaa  sie 
wirklich  vorkommen  sollten»  zu  verfahren  habe»  um  zur  Losung 
der  .nämlichen  Aufgaben  zu  gelangen. 

§.  54. 

Die  AuflSsung  aller  so  eben  vorgelegten  Angaben  ist  aas- 
serordentlich  einfach. 

Bei  jeder  von  diesen  Aufgaben  wird  gefordert»  dass  eine  oder 
mehrere  von  den  Zahlen»  welche  im  Allgemeinen  in  dem  Sum- 
menausdrucke  des  §•  49.  vorkommen  können»  aus  demselben  hin* 
wegfallen  sollen»  nämlich  bei  der  Aufgabe  1.  das  Wegfailea 
aller  harmonischen  Konstanten»  bei  2.  und 3.  noch  fiberdiess 
das  Hinwegfallen  entweder  der  Kreisfunktionen  oder  der 
Logarithmen,  bei  4.  endlich  aller  beider  eben  genannten 
Funktionsforroen.  Nun  kann  das  Verschwinden  einer  Zahl  ans 
einem  Ausdrucke  nur  dadurch  herbeigeßihrt  werden»  erfolgt  aber 
dann  auch  gewiss ,  wenn  der  Koeffizient  jener  Zahl  gleich  0  wird. 
Man  braucht  daher  zur  Lösung  einer  jeden  von  den 
obigen  Aufgaben  nichts  weiter  zu  thun»  als  den  Koef* 
fizienten  jeder  einzelnen  Zahl»  welche  hinwegfallen 
soll»  im  Allgemeinen  zu  bestimmen  und  gleich  0  zd 
setzen.  Dadurch  erhält  man  fär  das  Verschwinden  einer  jedes 
Zahl  eine  Bedingungsgleichung  und  der  Inbegriff  aller  dieser  Glei- 
chungen ist  dann  der  Ausdruck  der  Bedingungen»  deren  Erffillung 
nothwendig  und  zugleich  hinreichend  ist»  um  der  vorgeleg- 
ten Aufgabe  GenOge  zu  leisten. 

Man  sieht  hieraus  sogleich,  dass  zur  Auflosung  der  Aufgabe  1. 
die  Erßlllung  der  geringsten  Anzahl  von  BedingungsgleicbnngeD 
nothwendig  ist»  dass  bei  2.  und  3.  zu  den  vorhergebenden  noch 
eine  oder  mehrere  neue  Bedingungsgleichungen  hinzukommen 
mfissen»  endlich  die  Aufgabe  4.  durch  die  gleichzeitige  Ertei- 
lung aller  zu  1.»  2.  und  3.  als  nothwendig  erkannten  Bedingun- 
gen gelost  werde. 
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Dieses  eben  id  seinen  allgemeinen  Umrissen  erklärte  Verfah- 
ren ist  zu  einfach,  um  einer  weltlltufigeren  Auseinandersetzung  zu 
bedürfen.  Beispiele  hiezu  sollen  bei  Erörterung  der  einzelnen 
Aufgaben  beigebracht  werden. 


§.65. 

Was  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  insbeson- 
dere auf  die  erste  in  §.  53.  vorgelegte  Aufgabe  betrifft^  kann  dabei 
zunächst  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wie  viele  Bedingungs- 
gleichungen in  jedem  Falle  zu  erfüllen  seien,  um  eine  durch  die 
Formel  des  §.49.  gefundene  Summirung  in  eine  analytische  im 
Sinne  des  §.  53.  zu  verwandeln,  d.h.  alle  harmonischen  Konstan- 
ten daraus  verschwinden  zu  machen.  Uiebei  zeigt  sich  sogleich 
die  Nothwendigkeit  der  in  §.  30.  aufgestellten  Unterscheidung 
zwisc|!ien  den  primären  und  sekundären  harmonischen  Kon« 
stanten.  Denn  anstatt  der  letzteren  können  durchgängig  ihre 
Werthe, '"ausgedrückt  durch  die  primären,  mit  Beihilfe  bestimmter 
analytischer  Funktionen,  in  der  Summenformel  des  §.  49.  substi- 
tnirt  werden,  wonach  man  nur  nuthig  hat,  fiir  jede  einzelne  noch 
vorkommende  primäre  Konstante  die  zu  ihrem  Wegfallen  erfor- 
derliche Bedingungsgleichung  aufzustellen,  um  durch  deren  Er- 
füllung die  Summe  zu  einer  analytischen  zu  machen.  Hieraus  ist 
klar,  dass  die  Anzahl  der  zu  dem  angeführten  Zwecke 
nothwendigen  besonderen  Bedingungsgleichungen  nie- 
mals grosser  ist,  als  die  Zahl  der  primären  Konstan- 
ten, welche  im  gegebenen  Falle  die  Summenformel 
fies  §.  49.  enthält,  wozu  allerdings  noch' die  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung des  §.48,  hinzu  kommt,  von  der  die  Kon- 
vergenz und  daher  die  Summirbarkeit  der  Reihe  überhaupt  abhängt. 

Die  so  eben  ihrer  Zahl  nach  bestimmten,  zur  Herbeiführung 
der  analytischen  Summirbarkeit  einer  Reihe  geeigneten  Bedin- 
gungsgleichungen sind  insoferne  auch  alle  nothwendig,  dass 
keine  von  ihnen  unerfüllt  bleiben  darf,  weil  sonst  die  Reihe  ent- 
weder überhaupt  nicht  oder  doch  nicht  analytisch  sum- 
mirbar  sein  würde.  Dadurch  ist  jedoch  die  Möglichkeit  keines- 
wegs ausgeschlossen,  dass  die  nach  der  angegebenen  Vorschrift 
aufgestellten  Bedingungsgleichungen  nicht  sämjntlich  von  einander 
unabhängig  seien,  sondern  vielleicht  eine  oder  mehrere  von  ihnen 
nur  Folgerungen  aus  den  übrigen  darstellen,  in  welchem  Falle 
auch  eine  geringere  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen,  als 
der  vorhergebende  Satz  ausspricht,  zur  Herbeiführung  der  analy- 
tischen Summirbarkeit  fi3r  die  vorgelegte  Reihe  genügen  würde. 

Theil  XLI.  27 


Digitized  by 


Google 


402  Knar:    Die  harmonischen  Reihen. 

Hiebet  mnss  auf  eine  mit  der  gegepwärtigen  UotersQchaog  im  Zo- 
saramenhange  stehende  Thatsacbe  aufmerksam  gemacht  wer- 
den, welche,  wenn  sie  auch  strenge  genommen  nichts  beweist, 
doch  immerhin  auffallend  genug  ist^  um  sich  zu  einem  Versuche 
ihrer  Erklärung  veranlasst  zu  fühlen. 

Wie  man  aus  den  vorausgegangenen  Berechnungen  der  har- 
monischen Konstanten  für  ganze  AnfangszahJen  und  Differenzen 
sieht,    ist  die  Konstante    C  die  einzige  primäre,  %velche  bei 

einigen,  und  zwar  gerade  den  kleinsten  und  daher  am  häufigsten 
sur  Anwendung  kommenden,  Differenzen  in  den  Wertben  der  zu- 
gehörigen Konstanten  enthalten  ist.  Man  konnte  sich  für  berech- 
tigt halten,  hieraus  schliessen  zu  dfirfen,  dass  es  eine  grosse 
Anzahl  von  Reihen,  die  nach  der  FormeJ  des  §.  49.  sich  suni. 
miren  lassen,    geben  werde,    deren  Summen  man  durch   C,   und 

zwar  mit  Ausschluss  jeder  anderen  harmouischen  Konstante,  dar- 
zustellen im  Stande  sei.  Diess  ist  jedoch  keineswegs  der  Fall. 
Denn  ungeachtet  man  den  Werth   von   C  schon  seit  langer  Zeit 

kennt,  hat  doch  bisher  keiner  der  ausgezeichnet  scharfsinnigeD 
Männer,  welche  sich  mit  der  Summirung  solcher  Reihen  beschäf- 
tiget haben,  auch  nur  eine  einzige  nach  §.  49.  summirbare  Reibe 
aufzufinden  vermocht,  deren  Summe  durch  C  ausgedrückt  werden 

konnte.     Auch  die  beiden  in  §.  52.   angeführten   Beispiele  zeigen, 

dass  in  der  einen  Summe   C  gar  nicht  vorkommt,    in  der  andern 

i|i 
hingegen  ist  swar  C  enthalten,    jedoch  nicht  für  sich    allein. 

sondern  in  Begleitung  noch  einer  anderen  primären  harmonischeo 
Konstante,   nämlich  von    C.     Sogar  gegenwärtig,   nachdem  ver 

1)12 

möge  des  Vorhergehenden  die  Werthe  aller  harmonischen  Koo- 
stanteo  entweder  bereits  bekannt  sind  oder  leicht  berechnet  wer- 
den können,   wird  man  sich  vergebens  bemühen,    eine  Reihe  za 

finden,    deren  Summe  durch   C  ohne  Beimengung  einer  andern 

111 
harmonischen  Konstante  nach  §.  49.  ausgedrückt  werden  konnte, 
man  wird  sich  vielmehr   überzeugen,   dass  in  jedem  einzel- 
nen Falle  entweder  C  aus  der  Summe  ganz  verschwin- 

i|i 
det,  oder  mit  ihr  zugleich  noch  eine  andere  primäre 
harmonische  Konstante  darin  zurückbleibt.  Dieser  be- 
merkenswerthe  Umstand  deutet  offenbar  darauf  hin,  dass  es  mit 
derjenigen  Bedingungsgleichung,  durch  deren  Erfüllung  das  Weg- 
fallen der  Konstante  C  ans  der  Summenformel  des  6.  49.  herbei- 
111 
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gefiihrt  iverdeD  soll,  eine  besondere  Bewandtniss  haben  müsse, 
weldie  aufzusuchen  um  so  mehr  der  Mühe  werth  sein  dilrfte, 
weil  daraus  zugleich  einige  nicht  univicbtige  Folgerungen  sidi 
ergaben  werden. 


§.56. 

Um  zu  dem  eben  ausgesprocheneu  Ziele  zu  gelangen,  dei^ke 
man  sich  jede  einzelne  harmonische  Konstante  C  in  zwei  Theile 

zerlegt,   deren  Einer    -,C  sein,    der  andere  binffeeen  durch 
)K   bezeichnet  werden  mag,   so  dass 

ad 

J.    C=  \.C^  K 

a\d        d  1|1        a'.d 


und   umgekehrt 


II.    Ä=€'~  Lc 

a\d       a\d        d   l;! 


ist.  Der  erste  Tbeil  ist,  wie  man  sieht,  nicht  von  a,  sondern 
nnr  von  //  abhängig,  während  der  andere  eben  so  wie  C  selbst 

eine  Funktion  von  a  und  d  ist^  welche  in  der  Folge  kurzweg  als 
die  zur  harmonischen  Konstante  C  gehörige  Zahl  Ül  benannt 

a\d 

werden  wird^  wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  jede  solche  Zahl 
Al  eine  primäre  oder  sekundäre  heissen  soll,  je  nachdem  sie 
zu  einer  primären  oder  zu  einer  sekundären  hammalBchen 
Konstante  gebort. 

Die  Gleichung  II.  zeigt,  wie  aus  jeder  bekannten   harmoni- 
schen Konstante  C  der  Werth  der  zugehurieen  Zahl  K  auf  höchst 

«Ki  n  n  ^^^ 

einfache  Weise  gefunden  werden  kann.  Insbesondere  aber  er- 
gibt sich  daraus,  wenn  a^=d=l  angenommen  wird,  die  för  das 
Nachstehende  wichtige  Folgerung 

lU.      Ä=:C-i.C=sO. 

1>1         1|1        1     1|1 

Die  Formel  I.  kann  dazu  benützt  werden,  eine  jede  gegebene 
Gleichung,  in  welcher  eine  oder  mehrere  harmonische  Konstanten 
vorkommen,  durcb  die  Substitution  der  Werthe  derselben  in  eine 
andere  umzuwandeln,  in  welcher  jene  Konstanten  nicht  mehr, 
sondern  dafür  die  ihnen  zugehörigen  Zahlen  K^  und  zwar  stets 
mit  den  nämlichen  Koeffizienten  und  Vorzeichen  versehen,  welche 

27* 
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früher  die  harmoniscben  Konstanten  hatten ^  an  deren  Stelle  die 

Zahlen  K  getreten  sind,  erscheinen,  wozu  im  ^Allgemeinen  ailer- 

dines  noch  Glieder  mit  dem  Faktor  C  kommen  können. 

111 

Wendet  man  nun  das  erklärte  SubstitutionsTerfahren  auf  die 
sSmrotlicheny  in  den  §§.  18.  bis  26.  aufgestellten  Gleichungen  an, 
80  wird  man  sich  durch  eine  Rechnung,  die  zu  einfach  ist,  um 
nöthig  zu  haben,  sie  ausfiShriich  hieher  zu  setzen,  leicht  über- 
zeugen, dass  auf  diese  Weise  neue  Gleichungen  zum  Vor- 
scheine kommen,  deren  jede  einzelne  von  der  früheren, 
aus  welcher  sie  hergeleitet  wurde,  nur  allein  dadurch 
sich  unterscheidet,  dass  an  die  Steile  des  früheren 
Zeichens  C  nunmehr  das  Zeichen  AT  getreten  ist,  indem 
die  Glieder  mit  dem  Faktor  C  fiberall  gegenseitig  unter  einander 

sich  aufheben,  wesshalb  in  keiner  von  diesen  neuen  Gleichungen 
ein  solches  Glied  vorhanden  ist.  Als  eine  nothwendsge  Folge  aus 
der  eben  bemerkten  Eigenschaft  wird  man  erkennen,  dass  eben 
so,  wie  aus  den  Gleichungen  der  §§.  18.  bis  26.  alle  zwischen  den 
bannoniflclieii  Konstanten  bestehenden  Relationen,  mittelirt 
weicher  die  sekundären  aus  ihnen  auf  die  primären  sich  zu* 
rfickfiihren  lassen,  abgeleitet  wurden,  nun  auch  mit  Hilfe  der  neueo 
Gleichungen  zwischen  den  sekundären  und  primären  Zah- 
len K  die  ganz  gleichen  Relationen  sich  ergeben  mfis- 
sen,  welche  sich  von  den  früheren  nur  dadurch  unter- 
scheiden können,  dass  die  beiden  Zeichen  C  und  K 
unter  einander  verwechselt  sind. 

Nach  diesen  vorläufigen  ßetrachtungen  kann  unmittelbar  zor 
Snmmenformel  des  §.  49.  übergegangen  und  auch  in  derselben  die 
Einführung  der  Zahlen  AI  an  die  Stelle  der  harmoniscben  Kos- 
stanten  durch  die  Formel  I.  vollzogen  werden.  Man  wird  anf 
diesem  Wege  finden,  wenn  x  den  in  §.  49.  angenommcfnen  Werth 
beibehält: 

«la      d  l|l  a^d^      dl    l|l  '  ^o^ld.      d^  1)1    ^ 

oder  nach  gehöriger  Absonderung  der  Glieder: 
+  Ai.  K  +A^.  t 


Ol*  oild,  •,!<,  a,\dt 


oder  endlich,  weil  hier  der  Koeffizient  von  C  weeen  der  Bedin- 

iji 
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guDgsgleicbung  I.  des  §.  48.  nothivendig  gleich  0  sein  muss,  wo- 
durch dieses  Glied  von  selbst  wegf&llt, 

IV.    x^A.K^^A^.  K  +Ai.   K  +^3.  K  +...• 

a\d  ai\di  «tWt  ^»l^» 

Die  VergleichuDg  dieses  Ausdruckes  mit  jenem  des  §.  49.  zeigt 
sogleich,  dass  beide  durch  Vertauschung  der  Zeichen  C 
und  K  vollständig  in  einander  übergehen.  Die  nämliche 
Eigenschaft  muss  aber  den  beiden  Ausdrücken  auch  dann  noch 
verbleiben,  wenn  in  jedem  derselben  alle  vorkommenden  se- 
kundären Konstanten  nnd  Zahlen  K  auf  ihre  entsprechenden 
primären  zurück  geföhrt  werden,  weil  diese  ZuruckfiQhrung, 
wie  früher  gezeigt  wurde,  durch  vollkommen  übereinstimmende 
Relationen  bewerkstelligt  wird.  Hieraus  folgt  dann,  dass  nach 
.geschehener  solcher  Umänderung  die  Bedingungsgleichnngen, 
durch  deren  Erfüllung  aus  der  Summe  i.  de»  §.  49.  alle 
primären  harmonischen  Konstanten  wegfallen  müssen, 
zugleich  ans  dem  obigen  umgeänderten  Ausdrucke  IV. 
alle  primären  Zahlen  K  verschwinden  machen  und  um- 
gekehrt. Betrachtet  man  nun  zunächst  diesen  letzteren  Aus- 
druck,  so  sieht  man  sogleich,    dass  aus  demselben  die  Zahl  K 

schon  vermöge  ihres  vorhin  in  III.  erwiesenen  Werthes 
0  von  selbst  verschwinden  müsse,  ohne  dass  es  hiezu  der  Erfül- 
lung irgend  einer  besonderen  Bedingung  bedarf.  Stellt  man 
daher  nur  so  viele  und  solche  Bedingungsgleichungen 
auf,  durch  welche  das  Hinwegfallen  aller  übrigen  primären 
Zahlen  K  mit  Uebergehung  von   K  aus  der  Formel  IV.  her- 

beigefährt  werden  kann,  und  leistet  denselben  Genüge,  so  müs- 
sen auf  diese  Art  die  sänimtlichen  Zahlen  K  aus  der  Summe 
verschwinden  und  diese  letztere  im  Sinne  des  §.  53.  eine  analy- 
tische werden.  Durch  die  Erfüllung  der  nämlichen  Bedin. 
gungen  fallen  nach  dem  Erwiesenen  zugleich  aus  der  umgeän- 
derten Formel  1.  des  §.  49.  alle  übrigen  primären  harmonischen 
Konstanten  mit  alleiniger  Ausnahme  von  C  nothwendig  weg,    so 

dass  nur  diese  letztere  für  sich  allein  in  dem  Summen- 
ausdrucke zurück  bleiben  könnte.  Diess  ist  jedoch  dess- 
halb  nicht  möglich,  weil  dann,  wenn  es  der  Fall  wäre,  die 
gefundene  Summe  der  Reihe  keine  analytische  sein  würde,  was 
sie  doch  wirklich  sein  muss,  wie  aus  der  vorhergehenden  Betrach- 
tung des  Ausdruckes  IV.  bereits  erkannt  worden  ist.  Demnach 
muss  unter  den  gegebenen  Bedingungen  die  Konstante  C  aus  der 

Summenformel  des  §.  49.  jederzeit  von  selbst  wegfallen,  ohne  dass 
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es  hiezu  der  Erfülluni^  noch  einer  weiteren  besonderen  Bedin- 
gungsgleiehung  bedarf.  Diess  gibt  folgenden  bemerkenswcrthcn 
Satz:  Zur  Bewirkung  der  analytischen  Summirbarkeit 
einer  Reihe  durch  die  Suraroenformel  des  §.49.  genfigt 
es,  nur  so  viele  und  solche  Bediogungsgieichungen  auf- 
zustellen  und  ihnen  zu  entsprechen,  wie  viele  und 
welche  nebst  der  allgemeinen  des  §.  48.  erforderlich 
sind,  um  nach  Zuriickfuhrung  aller  sekundären  harmo- 
nischen Konstanten  auf  die  primären  diese  letzteren 
sämmtlich,    mit   alleiniger    Ausnahme    von   C,    aus    der 

Summe  verschwinden  zu  machen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  es  niemals  nuthig  ist,  eine  eigen- 
thämliche  Bedingungsgleichung  aufzustellen,  um  durch  deren  Er- 
füllung  die   Konstante  C  aus   der   nach  §.  49.  zu  bestimmenden 

Summe  in  Wegfall  zu  bringen.  Indem  diess  schon  durch  dieje- 
nigen Bedingungsgleichungen j'  welche  das  Verscb%Tindeii  aller 
übrigen  primären  harmonischen  Konstanten  aus  der  Summe  her- 
bei zu  führen  geeignet  sind,  in  Verbindung  mit  der  allgemeinen 
Bedingungsgleichung  des  §.  48.  von  selbst  bewerkstelliget   wird. 

Zugleich  erklärt  das  eben  Gesagte  vollkommen,  ans  welchem 
Grunde  bisher  Niemand  im  Stande  war,  eine  nach  §.49.  summir- 

bare  Reihe   aufzufinden,    deren  Summe   lediglich   durch   C  ohne 

m 
Beimengung  einer  anderen  harmonischen  Konstante  sich  ausdrucken 
lässt,  weil  nämlich  stets ,  wenn  in  der  Formel  des  §.  49.  die  Kon- 
stante C  vorkommen  soll,  zugleich  noch  eine  oder  mehrere  andere 

primäre  harmonische  Konstanten  darin  enthalten  sein  müssen,  da 
mit  dem  Wegfallen  aller  letzteren  auch  die  erste  von  selbst  ver- 
schwindet. Demnach  gibt  es  keine  nach  §.  49.  suDimir- 
bare  Reihe,   deren  Summe  durch    C  für  sich  allein  dar- 

gestellt  werden  konnte,  wesshalb  es  auch  nicht  niQglicb  ist, 
eine  solche  Reihe  zu  finden.  —  Die  Zahlen  K  sind  hier  nur  zd  dem 
Zwecke  eingeführt  worden,  um  mit  ihrer  Hilfe  den  vorstehenden 
Satz  allgemein  beweisen  zu  können.  Es  ist  aber  leicht  zu  erken- 
nen, dass  dieselben  vermöge  der  Formel  IV.  auch  zur  Summiruog 
der  Reihen  zu  benützen  seien,  ja  sie  sind  überhaupt  geeignet,  die 
Stelle  der  harmonischen  Konstanten  in  allen  Fällen  vollkomraefl 
zu  vertreten.  Da  jedoch  jene  Zahlen  aus  den  Reihen  des  §.  10. 
nicht  unmittelbar  hervorgehen,  sondern  erst  aus  den  dort  definir- 
ten  harmonischen  Konstanten  sich  herleiten  lassen ;  da  ferner  durch 
jene  Zahlen  mit  Ausnahme  der  eben  gefShrten  Deduction  schwer- 
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tich  irgend  etwas  geleistet  werden  kann,  was  nicht  auch  durch 
die  harmonischen  Konstanten  mit  gleicher  Leichtigkeit  sieh  erge- 
ben  wurde:  so  soll  zur  Vermeidung  jeder  unnöthigen  Weitläu- 
figkeit fernerhin  kein  weiterer  Gebrauch  davon  gemacht  werden. 


§.  57. 

Die  einfachste  und  zugleich  bemerkenswertbeste  Folgerung 
aus  dem  eben  bewiesenen  allgemeinen  Gesetze  geht  aus  demsel- 
ben dadurch  hervor,  wenn  man  annimmt,  alle  einzelnen  har- 
monischen Reihen  der  ersten  Ordnung,  aus  welchen 
nach  §.  47.  eine  neue  Reihe  gebildet  werden  soll,  seien 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  in  den  Werthen  der 
ihnen  zugehörigen  Konstanten  keine  andere  primäre 
vorkomme,  als   nur  allein    C    In  einem  solchen  Falle  kann 

vermöge  §.  56.  zum  Bebufe  der  analytischen  Summirbarkeit  der 
Reihe  auch  keine  besondere  Bedingungsgleichung  zu  er- 
füllen  nothwendig  sein,  sondern  wird  hiezu  schon  die  allgemeine 
Gleichung  des  §.  48.  für  sich  allein  genügen.  Wie  man  aus  den 
in  den  §§.  31.,  32.,  33.,  34.  und  36.  vorgenommenen  Berechnungen 
entnimmt,  trifft  die  eben  ausgesprochene  Voraussetzung  bei  den 
sämmtiichen  harmonischen  Reiben  der  ersten  Ordnung  wirklich 
ein,  deren  Anfangszahlen  ganze  Wertbe  besitzen  und  deren  Dif- 
ferenzen 1,2,3,4  oder  6  sind.  Demnach  ergibt  sich  hieraus  der 
sehr  umfassende  Satz:  Alle  aus  harmonischen  Reihen  der 
ersten  Ordnung  nach  Anleitung,  des  §.  47.  hervorgehenden 
unendlichen  Reihen  sind  ohne  Ausnahme  analytisch 
summirbar,  sobald  die  einzelnen  Reihen  durchgängig 
ganze  Anfangszahlen  und  keine  anderen  Differenzen 
als  1,  2,  3,  4  oder  6  besitzen  und  die  zu  summirende 
Reihe  selbst  nach  §.  48.  konvergent  ist. 

Dieser  Satz  kann  in  Gemässheit  dessen,  was  in  §.  51.  ange* 
fuhrt  wurde,  offenbar  auch  auf  folgende  Weise  ausgedruckt  wer- 
den:  Jede  unendliche  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 
eine  rationale  gebrochene  Funktion  der  Stellenzahl  n 
ist,  wird'stets  analytisch  summirbar  sein,  sobald  der 
Zähler  wenigstens  um  zwei  Grade  niedriger  ist  als  der 
Nenner,  und  letzterer  sich  in  ein  Produkt  aus  durch- 
gängig von  einander  verschiedenen  Faktoren  von  den 
Formen:  « +  a,  2w  +  ai,  Sn  +  öa*  4n  +  «s  und  6»-fo4  zer- 
legen lässt,  wo  a,  Ol»  a^,  a^  und  04  beliebige  ganze, 
übrigens  additive   oder   subtraktive    Zahlen    bedeuten 
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rnugen,  nur  darf  im  letzteren  Falle  keiner  der  Fakto- 
ren gleich  0  werden  kGnnen. 

Durch  diese  Gesetze  ist  man  im  Stande ,  mit  Leichtigkeit  eine 
unbeschränkte  Anzahl  von  analytisch  summirbaren  Reihen  der 
mannigfaltigsten  Art  aufzustellen  und  Ihre  Summen  nach  §.  49. 
zu  finden,  von  welchen  bis  jetzt  nur  einige  wenige  der  ein- 
fachsten wirklich  sumroirt  worden  sind.  Den  ganzen  DmCang 
dieser  Sätze  scheint  man  bisher  noch  nicht  erkannt  za  haben. 


§.  58. 

Nachdem  so  eben  die  Fälle ,  in  weichen  die  Aufstellung  einer 
besonderen  Bedingungsgleichung  für  die  anal3rtische  Summirbarkeit 
ganz  entfällt,  ausgeschieden  wurden,  soll  nunmehr  zur  wirklieben 
Aufstellung  derselben  in  jenen  Fällen,  wenn  sie  nothwendig  sicii 
zeigt,  geschritten  werden.  Dm  jedoch  diese  Aufstellung  im  All- 
gemeinen kurz  und  deutlich  yornehmen  zu  können,  muss  vorher 
eine  bisher  nicht  gebrauchte  Bezeichnungsart  eingeführt  werden, 
welche  nicht  nur  hier  den  angegebenen  Zweck  zu  erreichen  sehr 
geeignet  sich  zeigen  wird,  sondern  auch  bei  den  nachfolgend  zur 
Behandlung  kommenden  Aufgaben  den  gleichen  Dienst  zu  leisten 
vermag. 

Werden  von  einer  gegebenen  wie  immer  grossen  Anzahl  von 
harmonischen  Reihen,  welche  durchgängig  gleiche  Differenzen 
und  ganze  Anfangszahlen  und  Differenzen  besitzen,  nur  die- 
jenigen besonders  hervorgehoben,  bei  welchen  die  An- 
fangszahl getheilt  durch  die  Differenz  einen  bestimmten 
Rest  r  gibt,  so  soll  die  Summe  aller  diesen  Reihen  zukommen- 
den Faktoren  durch  ^ 

Fr 

bezeichnet  werden,  wobei  r  stets  als  additiv  und  kleiner  als 
die  Differenz  d  angenommen  werden  kann  und  soll.  Demnach 
bezeichnet  Fq  die  Faktorensumme  jener  Reihen,  deren  Anfangs* 
zahlen  durch  d  thellbar  oder  von  der  Form  du  sind,  hingegen 
^1^  F^y  Fs, ....  Fd-i  die  Faktorensummen  jener  Reihen,  deren 
Anfangszahlen  den  Formen  cZn-f  I,  c{n-f2,  c^n-f3, ....,  ifn-fcf— 1 
angeboren.  Die  Anzahl  dieser  Summen  kann  offenbar  niemals 
grosser  als  d  sein,  zugleich  aber  lässt  sich  Immer  annehmen,  dass 
diese  d  Summen  wirklich  vorhanden  seien,  wenn  man  nur  die 
etwa  abgängigen  durch  0  ersetzt  sich  vorstellt.  Noch  muss  be- 
merkt werden,  dass  mit  Hilfe  dieser  neuen  Bezeichnung  die  Be- 
dingungsgleichung II.  des  §.  48.  auch  auf  folgende  Art  sich  aos- 
drfieken  lässt: 
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Die  AnwendaDg  dieser  Bezeichnongen  ist  zwar  allerdings  auf 
Reiben  mit  gleichen  Differenzen  und  ganzen  Anfang^zahlen 
und  Differenzen  beschränkt,  allein  es  ist  auch  bereits  zu  wieder- 
holten Malen  erinnert  worden»  dass  diese  Beschaffenheit  der 
Reiben  ohne  Schwierigkeit  hergestellt  werden  kann,  sobald  nur 
alle  Anfangszahlen  und  Differenzen  rationale  Werthe  haben. 


§.  59. 

Zur  grosseren  Deutlichkeit  des  einzuschlagenden  Verfahrens 
bei  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  för  die  analytische 
Summirbarkeit  der  durch  die  Formel  des  §.  49.  überhaupt  sum- 
mirbaren  Reihen  soll  hier  anstatt  aligemeiner  Betrachtungen  viel- 
mehr ein  bestimmter  Fall  vorgenommen  werden ,  und  zwar  unter 
Voraussetzung  der  kleinsten  Differenz»  bei  welcher  die  Erfül- 
lung einer  besonderen  Bedingungsgleichung  zu  dem  angegebe- 
nen Zwecke  erforderlich  ist,  nämlich  der  Differenz  5. 

Seien  demnach  die  Bedingungsgleichungen  aufzu- 
finden» deren  Erfüllung  nothwendig  und  auch  znrei- 
chend  ist,  um  eineaus  harmonischen  Reihen  der  ersten 
Ordnung  mit  der  gleichen  Differenz  5  und  durchgän- 
gig ganzen  Anfangszahlen  nach  Anleitung  des  §.47. 
entspringende  neue  Reihe  analytisch  summirbar  zu 
machen.  —  Dass  hiezu  jedenfalls  die  Gleichung II.  des  §.48.  oder 
in  veränderter  Form  I.  des  §.  58.  erfordert  werde»  ist  ohnebin 
klar»  weil  hievon  die  Konvergenz  der  neuen  Reihe  abhängt^  ohne 
welche  die  Summenformel  des  §.  49.  gar  nicht  angewendet  wer- 
den dfirfte.  Dnter  der  Voraussetzung  der  Richtigkeit  jener  Glei- 
chung wird  dann  die  Summe  der  Reihe  durch 

1|5      215      315      415      5|5      6|5 

ausgedrfickt  gefunden.  Betrachtet  man  nun  die  Werthe  der  hierin 
enthaltenen  Konstanten»  wie  sie  fiir  die  kleineren  Anfangszab- 
leo  in  §.35.  ausdrucklieb  angesetzt  sind,  ffir  die  grosseren  An- 
fangszahlen  aber  leicht  daraus  hergeleitet  werden  können»  so  wird 
man  sogleich  sehen»  dass  darin  ausser  C,  welche  Zahl  nach  6. 56. 

nicht  berücksichtiget  zu  werden  braucht»  nur  noch  die  einzige 
primäre  Konstante  C  vorkomme»  wesshalb  auch  nur  eine  ein- 

1|5 

zige  besondere  Bedingungsgleichung  erforderlich  ist»  um  durch 
deren  Erfüllung  C  aus  der  Gesammtsumme  verschwinden  und 

115 


Digitized  by 


Google 


410  Hnar:    DU  harmonischen  Reihen. 

hiedurch  die  letztere  zu  einer  analytischen  im  Sinne  des 
§.  53.  zu  machen.  Aus  §.  35.  zeigt  sich  ferner,  dass  in  der 
Summe   1.    die   Konstante    C   in    den    ersten    5  Gliedern    bezie- 

115 

hungsweise  die  Koeffizienten 

A  t     —  Ai ,     —  A^ ,     A^  j     ü 
erhalten  müsse,  da  wegen  C=  I  .  C  im  5ten  Gliede  die  Konstante 

5!5  111 

Cgar   nicht   erscheint.     In    den    folgenden    5    Gliedern    werden 

1|5 

offenbar  die  Koefizienten  von  C  nach  der  Ordnung 

und  dann  ferner 

■«10»   —  4l»   — ""14»  ^11  >  "»    **•  *•  '• 

sein.  Alle  diese  Koeffizienten  zusammen  genommen  müssen  gleich 
0  gesetzt  werden,   wenn   C  aus   I.    verschwinden    soll.     Nun   ist 

115 

aber  vermöge  der  in  §.  58.  eingeführten  Bezeichnungsart 

A    +^5+^10+.. .=  ^1 

A,  +  A^  +  Aii+....  =  F^ 
A^  +  Ar+Ai^  +  ,,..  =  F^ 

^4  +  ^9+^14+-   -=^0. 

daher  ergibt  sich  auf  der  Stelle  die  besondere  Bedingungsgleichung 

11.    Fi-F,-Fs  +  F4=0 

die,  mit  der  allgemeinen  I.  des  §.  58.,  welche  letztere  für  <2=5 
die  Form 

III.    Fo  +  F,+F»+F3+F4=0 

erhält,  vereinigt,  nothwendig  und  zugleich  hinreichend  ist,  um  durch 
deren  Erfüllung  die  Summe  der  Reihe  in  eine  analytische  zu  ver- 
wandeln. Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  stets  3  von  den  an- 
gesetzten Faktorensummen  ganz  willkürlich  angenommen  werden 
dürfen  und  nur  die  2  übrigen  so  bestimmt  werden  müssen,  dass 
sie  den  beiden  Gleichungen  II.  und  111.  Genüge  leisten,  was  selbst- 
verständlich durch  die  Auflösung  der  letzteren  erreicht  wird. 

Um  dieses  sehr  weit  umfassende  Beispiel  etwas  enger  zu 
begränzen,  nehme  man  an,  dass  dabei  keine  Reihe  vorbanden 
sei,  deren  Anfangszahl  grösser  ist  als  die  Differenz  5.   Dadurch 
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fallen  in  der  Sainme  I.  alle  Glieder  nach  dem  5ten  weg,  und  man 
hat  offenbar  ' 

Fo  =  ^4,      Fi=:u4,      F^=zAi,      1^3  =  ^j,      ^4=^3, 

Wertbe^  durch  deren  Substitution  die  Gleichungen  II.  und  III.  in 

IV.    2l— ^i-ila  +  J,=0 

und 

V.      ^  +  ^1  +  ^  +  ^3+^4  =  0 

übergehen.  Wünscht  man  bierin  die  3  Faktoren  A^  Ai  und  A^ 
ivillkurlich  anzunehmen,  so  findet  man  durch  Auflösung  eben  dieser 
Gleichungen 

A^=Ai  +  A2^A    und    A^=—2(Ai  +  A^). 

Dass  für  diese  gefundenen  Wertbe  die  Summe  I.  wirklich 
eine  analytische  werde,  davon  kann  man  sich  leicht  überseugen. 
Denn  substituirt  man  in  I.  nicht  nur  die  eben  erhaltenen,  sondern 
zugleich  anstatt    C,       C,       C  ihre  Wertbe  aus  5.  35.  und  flber- 

215  3  j5  4|5 

diess  ^.  C  anstatt   C  mit  Hinweglassung   aller  auf  das    5te  fol- 

1|1  5i5 

genden  Glieder,  so  erhält  man  daraus  nach  vorgenommener  Ab- 
kürzung 

VI.     U^+J^.B+IA-Jthl^  Q^^) 

welcher  Ausdruck  keine  harmonische  Konstaute  enthält,  und  daher 
die  Summe  wirklich  als  eine  analytische  im  Sinne  des  §•  53. 
darstellt. 

Die  vorhergehende  Ableitung  bat  aber  nicht  nur  die  analytische 
Suromirbarkeit  vorhinein  nachgewiesen,  sondern  es  geht  daraus 
zugleich  hervor,  dass  aus  den  5  Reihen   S ,     S ,     S ,    S  und   S 

1|9        2|5        3|5       4|5  5|5 

Überhaupt  keine  andere  analytisch  summirhare  Reihe  nach  §.  47. 
gebildet  werden  könne,  als  nur  diejenigen,  welche  den  aufgestellten 
Bedingungsgleicbungen  entsprechen,  deren  Summen  demnach  in 
der  letzten  Formel  als  einzelne  Fälle  enthalten  sind. 

Das  allgemeine  Glied  der  eben  summirten  Reibe  ergibt  sich 
durch  die  Zusammenziebung  der  allgemeinen  Glieder  der  einzelnen 
Reihen  mit  Beifügung  der  ihnen  zugehörigen  Faktoren: 

J1257i8(3  J  +  4  J,  +  3  ^a)  -  125n«  (3^  +  6Ai  +  5.^,)j 
«„    e        +l0n{9A  +  ^Ai+SiA^'-48(Ai  +  A^        S 

(5«-4)  (5»— 3)"(5«--2)(6«  - 1)5» 
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aus  welchem  man  durch  willkGrliche  Annahme  der  Werthe  von 
A,  dl  and  J2  ^i"®  unbeschränkte  Anzahl  von  analytisch  sommir- 
baren  Reihen  herznieiten  vermag. 

Noch  verdient  bemerkt  zu  werden^  dass  in  den'  vorstehenden 
Formeln  auch  diejenigen  Fälle  eingeschlossen  sind«  in  welcheo 
nicht  alle 9  sondern  nur  einige  der  angesetzten  Reihen  vor- 
kommen,  weil  man  in  einem  solchen  Falle  nur  die  Faktoren  oder 
Faktorensummen  der  abgängigen  Reihen  einzeln  gleich  0  anzo- 
nehmen  notbig  hat.  Wollte  man  z.  B.  nur  aus  den  3  Reihen 
S,     S,     S    eine  analytisch  summirbare  Reihe  nach  §.47.  her- 

115        315       5|5 

leiten,  so  muss  Ais=0  und  A^^iO  gesetzt  werden.  Hiedarch 
gehen  die  Bedingungsgleichungen  IV.  und  V.  in  A — A^=zO  und 
A  +  A^+A^^O  über,  aus  welchen  A^^A  und  A^=—2A  folgt. 
Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  verwandelt  sich  das  allge- 
meine  Glied  Vll.  in 

760Jn»-1000i4n«  +  410/<n  — 48il_  15n— 8 


(5n-4)(5ii— 3)  (5n— 2)  (ön-  l)5n     —  "^ '  (ön~4) (5n  —  2)5« 
und  die  Summe  VI.  in 

Man  sieht  hieraus  nach  Hinweglassung  des  gemeinschaftlichen 
Faktors  2A,  dass  aus  den  drei  harmonischen  Reihen 
iS,     iS,     S  eigentlich  nur  eine  einzige  analytisch  snoi- 

115       3|5       5|5 

mirbare    Reihe    sich    ableiten    lasse,    deren    allgeraeioea 
Glied 

15n— 8 


und  ihre  Summe 


ist. 


(5n  — 4)(6ii~2)6n' 
»      »41  /5— V5\ 

4  +  io\v    10  V 


§.  60. 

Zur  Auflösung  der  zweiten  in  §.  53.  vorgelegten  Aufgabe 
ist  es,  wie  bereits  in  §.54.  gesagt  wurde,  nothwendig,  zu  deo- 
jenigen  Bedingungsgleicbungen,  durch  deren  ErfiSllung  die  ana- 
lytische Summirbarkeit  der  zu  summirenden  Reihe  herbeigeführt 
wird,  noch  jene,  hinzu  zu  ffigen,  welche  das  Wegfallen  aller 
Kreisfunktionen  aus  der  Summenformel  zu  bewirken  geeignet 
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sind.  Nachdem  im  Vorhergebenden  von  der  Aofeuchnng  der 
ersteren  mit  einiger  Aasfahrlichkeit  gebandelt  wurde,  wird  man 
sich  leicht  überzeugen,  daas  auch  die  letzteren  auf  ganz  gleiche 
Weise  sich  finden  und  mit  Hilfe  der  in  §.  58.  erklärten  Bezeich- 
nungen ebenso  einfach  darstellen  lassen ,  ohne  dass  es  nutbig 
sein  wird,  in  grOssere  Weitläufigkeit  hierüber  sich  einzulassen. 
Desshalb  wird  es  genflgen,  das  Verfahren  nur  auf  das  bereits  in 
§.  59.  beigebrachte  Beispiel  anzuwenden. 

Ans  §.35.  erkennt  man,  dass  die  dem  Kreise  angehurige  Zahl 
Tt  bei  der  Differenz  5  nur  in  den  Konstanten  jener  Reihen  vor- 
komme, deren  Anfangszahlen  von  den  Formen  5n-f2,  5n-f  3  oder 
5n-f-4  sind  und  zwar  beziehungsweise  mit  den  Konffizienten 

IV(^¥^)-  JV(^-)-  -lyli'^P^) 

behaftet.  Hieraus  ergibt  sich  fSr  das  Verschwinden  der  Zahl  st 
ans  der  Summenforroel  I.  des  §.  59.  auf  der  Stelle  die  Bedingungs- 
gletchung 

welche  sich  auch  auf  die  einfachere  Form 

bringen  lässt.  Der  eben  gefundenen,  sowie  zugleich  den  Gleichun- 
gen IL  und  HI.  des  §.  59.  muss  Genüge  geleistet  werden,  wenn 
die  Snmmirung  der  Reihe  analytisch  sein  und  ohne  Beiziehung 
der  Zahl  n  erfolgen  soll.  Insbesondere  för  die  auf  Reihen,  deren 
Anfangszahlen  nicht  grosser  als  5  sind,  beschränkte  Aufgabe 
gehen  diese  3  Bedingungsgleichungen  in  IV.  und  V.  des  §.  59.  und 

fiber,  ans  welchen  man,  wenn  fflr  A  und  A^  willkfirliche  Werthe 
angenommen  werden, 

A  ^A    (VS  +  1)      .    (V5-1) 
■«•  —  ■«  • 2       ""^1  • 2        * 

(V8-1)  .  ,    (3-VS) 
<^8  —  ■"  •        2        '  ^  *       2        * 

^4  =  ~  J .  (V5+1)-  ilj .  (3- V5), 
dann  ferner  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  durch 
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und  die  Surame  derselben  vermöge  VI.  in  §.  59.  durch 


( 


^.<v»+i)+4.arv5)).e 


ausgedruckt  erhält.     Letztere   ist,    wie    man    sieht,  wirklich   mit 
Ausschluss  der  Zahl  n  lediglich  durch  Logarithmen  dargestellt 

Das  eben  angeführte  allgemeine  Glied  könnte  offenbar  nach 
Substitution  der  Werthe  von  A^  ,  A^  ,  A^  in  Einen  Bruch  zu> 
sammen  gezogen  werden,  der  aber  wegen  seiner  Weitläufigkeit 
hier  nicht  angesetzt  werden   soll. 

Bei  dieser  Aufgabe  verdient  noch  folgende  Bemerkung  kurz 
hervorgehoben  zu  werden. 

Durch  die  Betrachtung  der  in  §.31.  und  §.  32.  angeführten 
harmonischen  Konstanten  erkennt  man,  dass  in  den  Werthen  der 
letzteren  bei  den  Differenzen  l  und  2  eine  Kreisfunktion  gar 
nicht  vorkomme.  Hierausfolgt  sogleich,  dass  jede  nach  §.47. 
entspringende  unendliche  Reih«  ohne  irgend  eine  be- 
sondere Bedingung  analytisch  mit  Ausschluss  aller 
Kreisfunktionen  sich  summiren  lasse,  sobald  alle  ein- 
zelnen Reihen  ganze  Anfangszahleo  und  keine  anderen 
Differenzen  als  1  oder  2  besitzen  und  die  Reihe  über- 
haupt aach  §.418.  summirbar  ist. 

§.  61. 

Einen  besonder  eh  Fall,  in  w#lch«fn  einige  «as  harmonischen 
Reihen  der  ersten  Ordnung  nach  §.47.  entstehende  neue  Reibm 
sich  ausschliesslich  durch  Logarithmen  und  zwar  auf  höchst  ein- 
fache Weise  summiren  lassen,  hat  bereits  Euler  gefunden.  Es 
bleibt  nun  zu  zeigen,  wie  leicht  die  Eul er' sehe  Formel  aus  den 
vorhergehenden  Sätzen  abgeleitet  werden  könne >  wobei  ^eselhe 
zugleich  eine  kleine  Erweiterung  erlangen  wird» 

Zieht  man  von  der  Gleichung  I.  des  §.  22.  die  beiden  gleichen 
Werthe 

m.  C  =  C 

ab,  so  ergibt  sich  daravs 

C  ^      C     ^^      C      +    ..+  C  — m.     C      =\.iuL 

a\md       a^d\md       a^%d\md  a-|-(m-l)(}|nirf  mm\md  a 
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Hier  drOckt  der  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 

stehende  Theil  offenbar  vermöge  §.  49.  die  Samme  der  unend- 
lichen Reibe 

S    +      Ä      +      Ä      +....+  S          -m.     Ä 

a\md         a^d\md         a^^d\md  a+(m— l)d!mÄ  ma\md 

aus»  weil  dabei»  wie  man  sich  leicht  überzeugt»  der  ßedingungs- 
gleichung  II.  des.  §.  48.  entsprochen  ist.  Man  hat  daher  die  Sum- 
niirung 

I.     S    +      Ä       I-       Ä      +....+  S       -m.    S    =1  fen. 

a\md        a^d\md         a-{-^d\md  a-|-(iia~l)il|»id  ma\md     a 

Dieser  Ausdruck  ist  schon  desshalb  Ixemerkenswerth,  weil 
dabei  die  Zahl  a»  welche  doch  in  allen  einzelnen  Gliedern  .der 
unendlichen  Reihe  enthalten  ist,  auf  die  Summe  der  ganzen  Reihe 
keinen  Einfluss  ausübt.  Der  gleiche  Umstand  tritt  übrigens  be- 
kanntlich auch  bei  einigen  anderen  unendlichen  Reihen  ein. 

Wird  ferner  in  der  eben  gefundenen  Gleichung  1.  a^^d^l 
aDgenommen,  so  geht  dieselbe  in 

S+S+S+....+     S    +  S  -^m.   S  ==im, 

l\m       ^\m        9\m  m— l|m     m\m  m\m 

oder»  wenn  man  die  beiden  letzten  Glieder  linker  Hand  zusammen 
zieht  und  dann  anstatt  m  den  zur  Bezeichnung  der  Differenz 
gewohnten  Buchstaben  d  wieder  einführt,  in 

II.    S  +  S   +   S  +....+     Ä     -(rf-l).Ä=:W 

l|d         2\d  3ld  d-l\d  dld 

über.  Diess  ist  die  von  Euler  gefundene  Formel,  in  den  hier  ein- 
geführten Zeichen  ausgedrückt.  Es  versteht  sieh  dabei  von  selbst, 
dass  in  II.  der  Buchstabe  d,  da  er  an  die  Stelle  des  früheren  m 
getreten  ist,  eine  ganze  additive  Zahl  sein  muss.  Bei  der  um- 
fassenderen Formel  I.  ist  das  Gleiche  keineswegs  der  Fall»  dort 
können  vielmehr  sowohl  a  als  d  auch  beliebige  andere  Werthe 
besitzen. 

Man  darf  übrigens  nicht  glauben »  diese  Formeln  seien  die 
einzigen»  durch  welche  die  Reihensummen  mit  Hilfe  der  Loga- 
rithmen in  solcher  Einfachheit  ausgedrückt  gefunden  werden»  wie 
es  durch  I.  und  IL  wirklich  der  Fall  ist.  Ein  einziges  Beispiel 
wird  genügen,  die  Möglichkeit  anderer  eben  so  einfacher 
Sommirungen  durch  die  Logarithmen  zu  zeigen.  Setzt  man  näm- 
lieh  in  dem  Beispiele  des  §.  60. 

so  folgt  daraus  ' 

,#,=0,     ^3  =  VÖ--1,     J4=-4. 
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Dadurch  ergibt  sich  das  allgemeine  Glied  der  dortigen  Reibe 

3— yS  2  V5--1  4  _  26n«(17->3v5)-^H(71— 9V5)+48 
6»— 4'*"5n— S  +  ön  — 1      Sn""         (6n-4)(6«— 3)(5«--l)5« 

und  die  Summe  derselben 

welcher  Ausdruck  die  gleiche  Einfachheit  besitzt,  wie  die  dnrcb 
die  Euler'scbe  Formel  II.  sich  ergebenden  Summen. 

§.  62. 

Die  Auflosung  der  dritten  in  §.53.  angefShrten  Aufgabe 
bietet  keine  grosseren  Schwierigkeiten  dar,  kann  vielmehr  aof 
ganz  gleiche  Weise  bewerkstelliget  werden,  wie  die  vorhergehende. 
Desshalb  wird  es  auch  hier  genügen,  das  Verfahren  nur  an  dem 
Beispiele  des  §.  59.  zu  zeigen. 

In  den  Werthen  der  zur  Differenz  5  gehörigen  harmonisehai 
Konstanten  kommt,  wie  man  aus  §.35.  erkennt,  nur  ein  einziger 
Logarithmus  vor,  nämlich  /5,  und  zwar  bei  jenen  Konstanten, 
deren  Anfaogszablen  von  den  Formen  5n-f-2  oder  5ft-i-3  sind, 
überall  mit  dem  gleichen  Koeffizienten  \  versehen.  Um  daher 
aus  der  Reihensumme  jenen  Logarithmus  verschwinden  zu  machen, 
braucht  man  nur  zu  den  beiden  bereits  in  §.59.  aufgestellten  Be- 
dingungsgleichungen  die  neue  Gleichung 

4    F,.i+F5.i=0    oder    F.  +  F8=0 

hinzu  zu  f8gen>  welche  för  den  Fall,  wenn  man  sich  aof  Reiheo 
beschränkt,  in  denen  keine  Anfangszahl  grösser  ist  als  5,  in  die 
Form 

übergeht.  In  diesem  letzteren  Falle  erhält  man,  wenn  dabei  A 
und  Ai  willkürlich  angenommen  werden,  die  Werthe 

A^=^—-Ai  ,  i4g= — A  ,  il4=0, 

durch  deren  Substitution  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

A  Ai        jii_     _ff 26i3A+A,)(n^n)+lSA+4A, 

6S=3+S;«-3'"5«— 2     5n-l  —    (5n-4)(5n-3)(5n--2)(5«^l)' 

und  die  Summe  derselben 
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gefanden  wird.  Die  einfachste  Reibe  dieser  Art  ergibt  sieb  hier- 
aus y  wenn  man  ^^  =  g  und  il|  =:  —  5  annimmt.  Denn  bei  diesen 
Wertben  ist  das  allgemeine  Glied: 

1 


(5ii-4)(6n--3)(5n— 2)(5n-l)' 
and  die  Snmme  dieser  Reihe: 

-V(^)]- 

§.  63. 

Betrachtet  man  die  im  Vorhergehenden  aofgestellten  und  be- 
nutzten Gleichungen,  aufweichen  die  Berechnung  der  harmonischen 
Konstanten,  wie  auch  die  daraus  hervorgehenden  Su(pmirungen 
unendlicher  Reiben  beruhen,  so  wird  sich  nicht  verkennen  lassen, 
dass  es  die  Gleichung  I.  des  (.26.  ist,  durch  welche  die  Kreis- 
funktionen in  die  Resultate  dieser  Rechnungen  eingeführt  wer* 
den,  hingegen  die  Logarithmen  durch  Anwendung  der  Gleichun- 
gen des  §.  22.  in  dieselben  hinein  kommen.  Als  Folge  hievon 
ergibt  sich,  dass  jede  Snmmirung  einer  Reihe,  welche  unmittel- 
bar durch  die  Formeides  §.  26.  und  ohne  Zuziehung  des  §.22. 
bewerkstelliget  werden  kann,  eine  analytischemit  Ausschluss 
der  Logarithmen  sein  müsse.  Dessbalb  soll  nunmehr  unter- 
sucht werden,  welche  Beschaffenheit  jene  Reihen  besitzen,  deren 
Summen  aus  §.  26.  ohne  Beihilfe  des  §.  22.  sich  finden  lassen. 

Vermöge  der  Formeln  IL  des  §.  9.  ist,  wenn  darin  r=:l  an^ 
genommen  wird, 

5    =  Ä  —  S     und  S      =    Ä    —  "'S"  , 

Q^md\d       a\d       «)il  m.d-ald       d^a\d       d^m\d 

und  folglich  durch  Subtraktion  dieser  Gleichungen 

m        w.— 1 
a^md\d       mad*«|<l       a\d       d— a|<l       a\d       cl-a|d 

oder  auch  wegen  iV.  in  §.24.  und  L  in  §.26.: 


s    - 


S      ss^iCotang-T-—  S  +    Js  , 
•»d-alcl       d  ^  d        a\d      d-^d 


wo  m  und  iii|  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten  k5nne0. 
Theil  XU.  9 
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Nan  iat  feroer 


daher 

s  -  s  =sr— ?-T 1       "1^ 

«4^Mii«i     «id-tflrf  Lnrf+(iii— l)rf+a      «d+(wii  — l)d  — aj' 

oder 

5     —      S 

tt^me\d       mad-oiii 

""  "^  iÄi«+ (m+mi— 2)€P«+(iii— l)(m,— l)€P+(fiii -Jii)ad -i^' 

Wird  dieser  Werth  dem  vorher  gefuDdeoeo  gleich   gesetst, 
und  auch  durch  (mi— m)<2-*-2a  belderseiUi  diricUrt»  so  erhSit  man        | 
die  8miim|raQg 

1 


Dm  diesem  Ausdrucke  eine  kilrxere  Gestalt  eu  geben,  sets« 
iPszy,    (m+ffti  — 2)£P=d,    (m— l)(mi— I)d*+(m|— m)arf— a*=  «. 

Hieraus  ergibt  sieh 

^99           *(m.-m)y  +  V(d*— 4rt) 
d=Vy.    w  +  mt-.2=gs=-,    a  =  5^-i ^^^J^i =C£^ 

und  auch 

Durch  die  Substitution  aller  dieser  Werthe  nimmt  die  obige 
Summenformel  folgende  knrse  Form  an : 

WO  der  Buchstabe  a  den  vorhin  angesetzten  Werth  bedeutet 

Hier  mOssen,  wie   schon  vorher  bemerkt  wurde»  m  und  mg 
nothwendig  ganze  ZaJUen  und  daher  auch  m-|-iii|— 3=- eine  eben 
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Solche  SaM  Min.  Mno  6i«ht  ^vaos»  das«  dttrcb  die  F^rtti^  1. 
ktkM  ander«  ariMdlicba  Reihe  aammirt  werden  Uitne,  als  aur 
solche^  deren  atlgemeinea  Glied  stt  der  Form 

1 

yv^  +  fe  +  € 

gebort,  wobei  zugleich  -  eine  ganze  2ahl  sein  muas. 

Nachdem  auf  solche  Art  diese  letztere  Bedingung  als  all- 
gemein noth  wendig  anerkannt  wurde,  Ifisst  sich  die  Formell, 
noch  etwas  mehr  vereinfachen,  indem  man  darin  7?t|=:l  annimmt. 
Dadurch  wird 

y  ^y  vy-*IVy        Vy-«IVy 

und  4ie  Formel  I.  geht  in 

„.    s     ,    '    :,    ^  \1  (^-^).fV  -  5-eotang^l  ' 
^'yn^  +  dn  +  e       T  V^*— 4y«/   L«ivy        Vy         ®  Vy J 

über.  Dureh  diese  Formel  kann  im  Allgemeinen  die 
Summe  einer  jeden  unendlichen  Reihe,  deren  ailge- 
mei^es  Glied  unter  der  vorhin  angesetzten  Form  ent- 

d 
halten  ist,  sobald  dabei  ~  eine  ganze,  übrigens  addi- 
tive oder  subtraktive  Zahl    ist,   analytisch,  und  zwar 
durch  Kreisfunktionen  mit  Ausschluss  der  LogarithAien 
ausgedrfiekt  werden. 

Hier«ilm  machen  nur  eifl%e  fifesondbi^  FfÜle,  wielehe  bM  n&her 
betradlitet  werdeii  «oBen,  eine  Ausnslime. 


Die  Summenfotmel  U.  beaiizf  ungeachtet  ihrer  nur  durch  die^ 
angedeuteten  Ausnahmen  beschränkten  Allgemeinheit  doch  einige 
bedeutende  Gebrecheu,  welche  der  Bequemlichkeit  Ihres  6e» 
brauches  hinderlich  sind.  Erstlich  nSmIich  wird  durch  dieselbe 
für  die  gesuchte  Summe  nur  dann  ein  reeller  Ausdruck  erhalten, 
wenn  unter  der  Voraussetzung,  dasei  y  additiv  sei,  was  stets 
angenommen  werden  darf,  d* — 4y£  additiv  und  folglich 
V(d*— iy<)  sowohl,  als  a  reelle  Zahlen  sind.  Sobald  hingegen 
d^— 4y€  subtraktiv,  mithin  V(^— 4yc)'uBd  auch  a  imaginär 
sind,  erscheint  die  Summe  unter  einer  imaginären  Gestalt,  ohn- 
geachtet  sie  in  Wirklichkeit  immer  reell  sein  muss,  wenn  alle 
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Glieder  der  Reibe  reell  sind  und  zugleich  die  Reihe  konTerght 
Ferner  sind  in  der  obigen  Formel  die  rationalen  and  Irratiooaleii 
oder  aaeh  die  reellen  and  imaginftren  Glieder  nicht  von  emander 
gesondert,  and  wenn  diese  Sonderang  vorgenommen  \^ird,  uber- 
zeagt  man  sich,  dass  dabei  Glieder  vorkommen,  tvelche  sich  gegen- 
seitig anter  einander  aufheben,  welche  daher  zweimal  aufgestellt 
werden,  nur  um  zu  erkennen,  dass  man  sie  eigentlich  schon 
anfänglich  hätte  weglassen  können.  Zur  Beseitigung 
dieser  Cebelstände  mOssen  bei  dem  Gebrauche  jener  Formel  meh- 
rere einzelne  Fälle  unterschieden  und  demgemäss  die  entsprechen- 
den Umänderungen  in  dem  Ausdrucke  derselben  vorgenommen 
werden,  damit  sie  das  Resultat  stets  in  unmittelbar  brauchbarer 
Form  auf  die  bequemste  Weise  ergebe.  Diese  wenngleich  nicht 
eben  schwierige  doch  immerhin  etwas  weitläufige  Arbeit  kann  man 
sich  jedoch  ersparen,  weil  die  gleichen  Ergebnisse  auch  auf  einem 
anderen  Wege  mit  Hilfe  einiger  im  Vorhergehenden  bereits  er- 
wiesenen Sätze  erlangt  werden  können. 

Dm  mit  dem  Falle  zu  beginnen,  wenn  d*— 4yt  additiv,  da* 
her  VC*— 4y€)  reell  ist,  setze  man  der  kürzeren  Bezeichnung  wegen 

wo  demnach  p  stets  eine  additive  Zahl  ist. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt   sich  durch  Zerlegung  in 
PartialbrOche 

L_ L-F— ^ ^^— 1 

Daher  ist  vermöge  §.40.: 

*yfi«+dn  +  «  "^äjrvsL .  f        ^     f        S 

Wird  nan  in  den  Werthen  von  M  und  2V,  welche  in  §.  13.  aoter 
III.  und  IV.  augegeben  sich  befinden, 

i 

angenommen,  so  hat  man  vermöge  des  ebendort  Erwiesenen 
C       =5ilf  +  2V.Vp,  C       ssM-^N.Vp- 
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Mitbin  ist 

c     —    c      =2^.vp, 

und  wenn  dieser  Werth  in  der  obigen  Summe  sobstituirt  wird. 


yn*  +  An  +  c      y  ' 

Der  Werth  von  N  aber  ist  bereits  in  §.45.  flir  die  beiden 

Fälle,  wenn  die  dortige  Zahl  ^,  an  deren  Stelle  hier  in  GemSss- 

beit  der  vorhin  angezeigten  Snbstitionen  1  +  n~  ^^^*  entweder  eine 

ganze  Zahl,  oder  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  2  Ist^  unter  I. 
and  II.  analytisch  ausgedrückt  in  geschlossener  Form  gefunden 
worden. 

Wenn  man  daher  in  den  beiden  eben  bezeichneten  Formeln 
die  vorgeschriebenen  Substitutionen  vornimmt,  und  die  hiedurch 
zum  Vorscheine  kommenden  Werthe  anstatt  iV  in  dem  letzten 
Ausdrucke  der  Summen  setzt,  erhält  man  för  den  Fall,  wenn 

1-f^,  folglich  auchö-:  eine  ganze  und  somit  -  eine  gerade  Zahl 


oder,  weil  offenbar 

5 


•y         1         _§'_  1        * 


ist,  auch 

für  den  Fall  hingegen,  wenn  1  +  0;;:  ein  Bruch  mit  dem  Nen- 

d  d 

ner  2,  folglich  o- ein  eben  solcher  Bruch  und  somit  -  eine  un- 
gerade ganze  Zahl  ist,  ergibt  sich 

Um  auch  in  dem  zweiten  Falle,  wenn  nämlich  d*— 4yesub- 
traktiv  und    daher   4y£  —  d*  additiv  ist,   die  entsprechenden 
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Samraenformelo  zu  finden,  konnte  ganz  der  gleiche  Weg  ca^;^ 
schlagen  werden,  wie  so  eben.  Man  gelangt  aber  weit  kOrzer  za 
dem  nämlichen  Ziele,  indem  man  nur  in  I.  ond  II. 

|i  =  — 9«,  daher  Vp=qi  und  9  = ^ 

setzt  und  dann  anstatt  der  goniometriscben  Funktionen  iniagiD&rer 
Bugen  die  gleichgeltenden  Exponential-AusdrScke  substituirt.    Anf 

diese  Art  erhält  man  für  den  Fall»  ^'v^oah  --eine  gerade  Zahl  ist, 

„I     o         1 _1_  .  iL  e^  +  e-v^     1  ^     1 

*"•    ^yii«+Ä»+6""  ""2y9«  +  ay^a«^— e-?»""y'  '*n*+f«' 

für  den  Fall  hingegen,   wenn   -   eine  ungerade  Zahl  ist. 


1  «r         ^OTT A—  ÜTI  A 

IV.    s 


€«^  — «-?»     4  ^^ 


yn*+^n+«""2y^'««^+  e-«»»     y      (2»*-l)^+4^* 

Die  gefundenen  vier  Ausdrdcke,  obgleich  jeder  von  ihnen  nur 
füf  einen  besonderen  Fall  gilt,^  vertreten  doch  zusammen 
genommen  vollständig  die  Stelle  der  allgemeinen  Formel  II.  de« 
§.  63.  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  gesuchte  Somne 
stets  unmittelbar  in  reeller  und  zum  Gebrauche  mu glichst 
bequemer  Form  erbalten  wird,  wozu  nach  §.63.  immer  erst 
eine,  wenn  auch  keineswegs  schwierige  Umwandlung  des  unmit- 
telbar sich  ergebenden  Resultates  erforderlich  sein  würde. 


Aus  den  in  §.  64.  unter  I.  und  111.  aufgestellten  Formeln  las- 
sen sich  mit  LeiobtigkeH  noch  andere  Summirungen  abldteo, 
welche  nicht  mit  Stillschweigen  übergangen  werden  dürfen.  Setzt 
man  nämlich  in  den  beiden  bezeichneten  Formeln  4y  anstatt  y  uod 
2d  anstatt  d,  so  geht  hiedurch,  wenn  man  für  die  Buchstaben;) 
und  f  dieselben  Bedeutungen  beibehält,  welche  sie  schon  io  §.64. 

^— 4y£  V'(4y€-— d^ 

ausgedruckt  haben,  nämlich  p;= — r--,—  und  y=        L  — -,  der 

frühere  Werth  von  p  nunmehr  in: 


4y — 16y8  __  j  d*"-"4yg  _  jp 
64ya      ""  *'     4y«      ^  4  ' 


64ya      ""  *'     4y« 
.Kud  der  frühere  Werth  von  9  in: 
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V(16yc— 4y)_,   V(4yg-^d^      y 

über«  and  indem  man  alle  diese  Werthe  in  L  und  III.  anbatitairt» 
erbält  man  daraus: 


o       1 1      _«_   .     »vp    1  S'_JL 


P' 


und 


l 1      .  J5_  e^+e"^      1  y        1 


Werden  nun  diese  beiden  Ausdrflcke,  in  welchen  y,  8,  9,  p  und 
q  die  nftmlichen  Wertbe  bezeichnen,  wie  in  I.  und  III.  des  (.64., 
von  eben  diesen  Formeln  beziehungsweise  subtrahirt»  so  erhSIt 
man,  weil»  wie  man  sich  leicht  überzeugt^ 

■-2j^-^^**"8''^^  +  4Jri^^^**"«    2     =4^ 


•^g»  —  ß-^      4yq'    qn       ^jÄ      4y^'    fn         _ff* 

e*— s     •  «•  +  e     * 

» f   1    ,1  ^    1    _   1  y      1     ^ 

ist,  die  beiden  neuen  Summenformeln 

1 »  nVp     1  ff         1 

*•     ^y(2ii-l)*+d(2fi"l)+c"4yVp      "^    2    ^y-*(2»-.l)*-p 

und 


S       -*lü  i. 


IL    S 


l  »     e^— e    •      1 


X 
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Werden  endlich  von  eben  diesen  Summen  die  namtiehen  Aus- 
drücke ^  durch  deren  Sabtraktion  sie  gefanden  wurdeo,  nan  noch- 
mals beziehungsweise  subtrahirt,  so  ergeben  sich  auf  glekbe 
Weise  die  beiden  Formeln: 

III.  Ä  \  ,  i  ■  =  —  5—  +  o-::^cosecwVp--.Ä  ^-r^ 
und 

IV         o      (-1)^^        _       1 1    |(-1)'^^ 

Man  sieht  wohl  von  selbst,  dass  die  beiden  Formeln  I.  und 
IL  die  Summe  derjenigen  Glieder  der  Reihe  <S — ^  ,  >  ,  aus- 
drücken, welche  den  ungeraden  Stellenzahlen  entsprecheo; 
durch  HL  und  IV.  hingegen  wird  der  Unterschied  zwischen  deo 
Gliedern  an  den  ungeraden  und  den  geraden  Stellen  derselben 
Reihe  gefunden ;  L  Qod  111.  dienen  für  den  Fall,  wenn  d* — 4/1 
additiv,  IL  und  IV.  aber,  wenn  eben  diese  Zahl  subtraktir 
ist;  die  Werthe  von  p  und  q  sind  gleich  anfangs,  abereinstim- 
mend  mit  §.  64.,  angegeben  worden.  Uebrigeos  zeigt  schon  die 
Beschaffenheit  dieser  Ausdrücke,  wie  es  auch  aus  ihrer  Ablei- 
tung als  noth wendig  sich  erkennen  lässt,   dass  in  I.  und  IL  t- 

eine  ganze,   folglich   -   eine   durch    4   theilbare  ganze   Zab) 

sein  müsse,  in  III.  und  IV.  genügt  es,  wenn  ^  eine  ganze  and 

daher  -  eine  einfach  gerade  Zahl  ist.    Wie  sich  hieraus  von 

selbst  versteht,    dürfen  diese  Formeln  auf  andere  Werthe  von 

-  nicht  angewendet  werden,  nur  wird  man  hiebe!  nicht  übersehen, 

dass  die  Zahl  0  sowohl  zu  den  elnfiEtch  geraden,  als  auch  zu  den 
durch  4  theilbaren  Zahlen  gerechnet  werden  müsse. 


§.  66. 

S&mmtliche  in  den  §§.  63.,  64.  und  65.  entwickelte  Summenfor- 
meln versagen  ihren  Dienst,  sobald  die  Koeffizienten  y, ',( 
80  beschaffen  sind,  dass  d^=r4]fe  oder  d*  —  4}f£  =  0  ist.  Denn 
bei  dieser  Voraussetzung  wird  sowohl  p  =  0,  als  auch  9^  =  0,  und 
hiedurch  nehmen  alle  bezeichneten  Ausdrücke  eine  unbestimmte 
Form  an  und  lassen  auf  solche  Art  ihre  Unbrauchbarkeit  fQr  den 
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vorliegendeo  Fall  nicht  Terkennen.  Der  Grnod  dieses  Umstandecs 
ist  leicht  einzusehen,  weil  bei  dieser  Voraussetzang  der  Nenner 

des  allgemeinen  Gliedes    ^^  ,x — T"  ^^^^  '"*  ©**"  Produkt  ans  ?wei 

gleichen  Faktoren  zerlegen  lässt  und.  daher  die  Eigenschaften 
nicht  besitzt,  welche  nach  §.  51.  vorhanden  sein  nässen ,  damit 
die  Reihe  durch  die  harmonischen  Konstanten  summirt  werden 
könne.  Vielmehr  ist  in  diesem  Falle  die  Reihe  eine  harmonische 
der  zweiten  Ordnung,  von  welchen  erst  später  wird  gehandelt 
werden.  Uebrigens  ist  wegen  dieses  Ausnahmefalles  keine  be- 
sondere Aufmerksamkeit  anzuwenden  erforderlich,  weil  sein  wenn 
gleich  nicht  vorausgesehenes  Eintreffen  durch  die  Beschaffenheit 
^^B  Resultates  der .  vorhergehenden  Formeln  jederzeit  selbst  zu 
erkennen  gegeben  wird. 

Ausser  dem  eben  betrachteten  gibt  es  für  einige  der  aufge- 
stellten Formeln  noch  einen  zweiten  Fall,  in  welchem  sie  zur 
Auffindung  der  gesuchten  Summe  nicht  tanglich  sind,  und  diese 
Unbrauchbarkeit  ebenfalls  auf  die  vorhin  erwähnte  Weise  selbst 
anzeigen,  nämlich  die  Formeln  I.  des  §.  64.  und  HI.  des  §.65.  dann, 
wenn  Vp  6ine  ganze  Zahl  ist,  die  Formel  II.  des  §«64.,  wenn 
Vp  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  2  und  einem  ungeraden 
Zähler,  endlich  die  Formel  I.  des  §.65.,  wenn  Vp  eine  unge- 
rade ganze  Zahl  ist  Ohne  sich  in  eine  umständliche  Erörterung 
dieser  einzelnen  Fälle  einzulassen,  soll  doch,  um  nicht  genothigt 
zu  sein,  später  abermals  hierauf  zurückkommen  zu  müssen,  so- 
gleich hier  kurz  gezeigt  werden,  wie  man  in  denselben  den  be- 
stimmten Werth  der  gesuchten  Summe  zu  finden  im  Stande  sei, 
woraus  sich  zugleich  ergeben  wird,  dass  unter  den  diesen  Fäl- 
len zum  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  die  Summe  nicht 
bloss  analytisch,  sondern  sogar  rational  sei,  und  desshalb  ihre 
Auffindung  eigentlich  nicht  zur  gegenwärtig  in  Verhandlung  stehen- 
den,   sondern  zur  nächst  folgenden   Aufgabe   gehöre. 

Demnach  soll  angenommen  werden,  dass  Vp  entweder  eine 
ganze  Zahl  oder  auch  ein  Bruch  mit  dem  Nenner  2,  und 
folglich  In  beiden  Fällen  ^Vp  eine  ganze  Zahl  sei.  Wird  unter 
dieser  Voraussetzung  in  §.  19. : 

d 
11=1  +  2^  — Vp,    d=l,    m^^Vp 

gesetzt,  so  findet  man  daraus: 

c    -    c    =   *i^   , 

*+4"^'**     *+4^''*     *+4'"^'** 
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und  weoD  dieser  Werth  in  dem  gleich  anfangs  des  {•  64.  Ar 

aufgestellten  Amdracke  snbstitnirt  wird,  erhXit  mm  dannis  so- 
gleich die  Summenformel: 


I.    S 


^' 


durch  deren  Hilfe  die  gesachte  Samme  stete  gefunden  werden 
kann,  sobald  2Vp  eine  ganze  Zahl  und  daher  Vp  entweder 
ebenfalls  eine  solche  oder  auch  ein  Bruch  mit  dem  Nen- 
ner 2  ist  Diese  Formef  dient  daher  anstatt  1.  und  IL  des  §.64. 
in  den  angezeigten  Aosnahmeffillen. 

Aus  der  eben  erhaltenen  lassen  sich  auf  die  nlbnliehe  Weise, 
welche  in  §.66.  angewendet  wurde»  noch  zwei  andere  Fenueln 
ableiten,  welche  in  den  vorhin  bezeichneten  AusnahmefUlea  an 
die  Stelle  von  1.  und  III.  des  §.  66.  zu  treten  geeignet  sind.  Es 
wird  nicht  nOthig  sein,  die  keiner  Schwierigkeit  unterliegende  Redi- 
nnng  hier  zu  wiederholen.    Die  Formeln  selbst  e^eben  sich: 

„    o___J L_      ^ 

"•    *y(2ii-I)«  +  a(2n-l)+s— tJyVjB*      , 


und 


»+^-V^P 


III    o    (-in^    _    1     •%'   (-IK^ 


deren  erste  Ihre  Anwendung  £ndet,  wenn  Vp  eine  ganze  Zahl 
ist,  die  andere  hingegen,  sobald  2Vp  eine  ganze  Zahl  und 
folglich  Vp  entweder  eine  eben  solche  oder  auch  einen  Bruch 
mit  dem  Nenner  2  bedeutet. 


§.«7. 

Der  einfachste  Fall,  in  welchem  die  in  den  §§.  64.  und  66.  auf- 
gestellten Summenformeln  sich  anwenden  lassen,  tritt  dann  ein, 
wenn  darin  4=0  angenommen  wird.     Hiebei   handelt   es   sich, 

weil  unter  dieser  Voraussetzung  auch  -  =  0i8t,  und  0  stets  unter 

y 

die  geraden  Zahlen  gerechnet  werden  mnss»  um  die  Formeini. 
und  in.  des  §•  64.,  so  wie  um  die  simmtlichen  Formeln  des  §.66. 
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Darch  die  Aonahme  ä  =  0  wird  jpsr: ,    Vp  =  V —  und 

9^  V  '•    Um   nuD    den   AusdrOcken   dorcbgfingig  eine   reelle 

Form  xa  ertheilen,  kann  zugleich  ia  I.  de«  §.  64  und  I.  und  HI. 
des  $.65,  £  mit  ^e  veitauscbt  werden»  wodurch  man  folgende 
Gleichungen  erUilt: 

II     «_L_— _f!_  e  ^y  +  e    ^y     i^ 


HL    5 


y— «      ^  y 


l  TT      «■    y 6   •    y 

e*      y+c    »  ^  y 


.(--l)H-i         « 

Ä  — = — r = ö.y/   N  cosec 


VI.    S 


Diese  sechs  Formeln  enthalten  die  von  Euler  gefundenen 
wichtigen^  hieher  gehörigen  Summirungen,  welche >  wie  man  aus 
der  hier  vorgenommenen  Ableitung  siebte  nur  den  ersten  und 
einfachsteo  Fall  zur  Anwendung  der  in  den  §§•  64.  und  66.  aufge- 
stellten umfassenderen  Ausdrficke  darstellen. 


§.  68. 

In  Bezug  auf  den  Gebrauch»  welcher  sich  von  den  eben  an- 
geftlhrten  Euler 'sehen  Summirungen  machen  läset  ^  muge  es  ge- 
stattet seift,  eine  Bemerkung  beizufSgen,  die  auch  auf  die  vor- 
hergebeüdeii  aUgeraeiBeren  Formeln  ihve  An>wendung  findet  Man 
pflegt  sich  hiebei  nach  dem  Vorgange  Euler 's  auf  Fälle  zu  be- 
schränken,  in  welchen  die  hier  durch  y  und  e  bezeichneten  Koef- 
fizienten reelle  Werthe  besitzen.  Diese  Beschränkung  ist  aber 
keineewegs  ale  nothwendig  in  der  Natur  der  Ausdrficke  epthaltfn» 
vieiraehr  dfirfen  4»Hn  olrae  Aiistand  ftr  f  laod  t  auch  komplexe 
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Werthe  angenommeD  werden.  Freilich  werden  in  diesem  letzte- 
ren Falle  anmittelbar  nur  Summen  von  Reihen  mit  komplexeo 
Gliedern  gefunden ,  und  man  dürfte  desshalb  geneigt  sein,  die- 
ser weiteren  Ausdehnung  des  Gebrauches  einen  sehr  geringen 
Werth  beizulegen.  Allein  bekanntlich  lassen  sich  durch  das  Zo- 
sammenziehen  zweier  oder  mehrerer  Reihen  der  ietztgedachten 
Art  zuweilen  wieder  Reihen  mit  reellen  Gliedern  daraus  ab- 
leiten und  dadurch  ihre  Summen  analytisch  darstellen,  welche 
auf  andere  Weise  vielleicht  nur  schwer  zu  erreichen  sein  durften. 
Ein  Beispiel  mag  genügen,  um  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung ersichtlich  zu  machen.  Setzt  man  in  den  beiden  erste» 
Formeln  des  §.  67. : 

)r  :=  1    und    t  =  m'.t, 

so  erhält  mau  daraus: 

t        »(t— 1)   e^^v»— r-^^V» + 2t sinmagV2 

"^      2m«"*'  2m V2  'c"«'fVa  +  e-««V»  — 2cosw«V2 

und 

i        n(i+l)   e^^^^—  e~w^V«  ~ 2<sin mgg V2 

"'2m*      2m V2  '  ««^h^ -f«-»''V«— .2cosmffV2' 

Nun  ist  aber: 

1  1  2m«t    _  1 

n«-.m«.i""n«+m«.t""w*+m*"-^"*^n*+m*' 

folglich  auch: 

o_L Lrs— 1—     9  .  '     1 

'^n'^^wf^  ~"  2m«i «^'^»«— m«i""^»«+  mV' 

oder  nach  geschehener  Substitution  der  vorhergehenden  Wertbe: 

o       1 1        ggV2  ewwpyg— g-««>tva+2sinmaPV2 

n*-fm*""     2m*"*' 4m»  V^fva+c-uMTVÄ— 2cosm»V2' 

Es  ist  ferner  einleuchtend,  dass  man  auf  dem  betretenen  Wege 
auch  noch  weiter  fortschreiten  könnte»    Denn  setzt  man  in  dem 

letzten  Ausdrucke  anstatt  m  sowohl  mVt,   als  auch  mV-^ij  so 
ergeben  sich  daraus  offenbar  die  Werthe  der  beiden  Summen: 
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und  ferner: 

o        1 1     ro         1  S— J_l 

woraus  wieder'  auf  gleiche  Weise  nach  und  nach  die  8nmme  einer 
jeden  unendlichen  Reihe  analytisch  ausgedrückt  gefunden  wer- 
den kann,  deren  allgemeines  Glied  unter  der  Form 

1 

enthalten  ist,  was  für  eine  additive  ganze  Zahl  auch  r  sein  mz%. 
Dieses  einfache  Beispiel  wird  hoffentlich  hinreichen^  den 
Nutzen  zu  zeigen,  welchen  die  angefahrte  Erweiterung  des  Ge- 
brauches der  Eni  er 'sehen  Formeln  auch  in  anderen  mehr  ver- 
wickelten Fällen  zu  gewähren  vermag. 


§.69. 

Um  auch  die  Anwendung  der  allgemeineren  Formeln  der  §§.  64^ 
und  65.  an  einem  Paare  von  Beispielen  nachzuweisen,  sei  zuerst 
die  unendliche  Reihe  zur  Summirung  vorgelegt,  deren  allgemei- 
nes Glied 

1 

2ii«— 6n  +  6 

ist    Die  Vergieichung  mit  dem  in  §.  64.  aufgestellten  allgemeinen 
Giiede  zeigt,   dass  hier 

y  =  2,     d  =  -6,     f  =  6, 

mithin  -^  —  3  eine  ungerade  Zahl  und  d^*-4y€  =  —  4  sab- 
traktiv  seL 

Daher  muss  hiebe!  die  Formel  IV.  des  $.  64.  zur  Anwendung 
kommen,  und  es  ist: 

V(4yg— d«)      V4      ,         .    d+y      -6  +  2  , 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  der  bezeichneten  For- 
mel erhält  man : 

n  n 

1  ■  «  t^-e~*     q-^ 1 «    e»-l  ,, 


^+. 
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Dieses  Behipiel  dient  Zugleich  als   Beleg  m  der  in  $«8.  oacb- 

gewiesenen  Bedentung  des  Sommenzeichens  S  för  den  Fall,  weas 
m  eine  ganze  subtraktive  Zahl  ist,  indem  Termuge  III.  in  §.&: 


'(l-.2ii)«+l'"""* 
ist. 

Als  a weites,  etwas  mehf  verwickeltes  Beispiel,  auf  welches 
auch  die  Bemerkung  des  §•  68.  Ihre  Anwendung  findet,  mag  die 
unendliche  Reibe  summirt  werden,  deren  allgemeines  Glied 

1 

ist  Diese  Reihe  Ifisst  sich  zwar  durch  keine  der  vorhin  aufge- 
stellten Formeln  unmittelbar  summiren,  wohl  aber  findet  man 
leicht,  dass 

Ist,  wo  beide  einzelnen  Reihen  allerdings  zu  den  nach  §.64^  sum- 
mirbaren  gehören. 

Cm  zuerst  S-^ :  vm  erhalten,  bat  maa: 

y=l,     (5  =  —  1,     £=  — t,    folglich   -=:—  1 , 

was,  weil  es  eine  ungerade  Zahl  ist,  zeigt,  dass  die  Sainml- 
rung  durch  die  Formel  IL  des  §.  64  zu  geschehen  habe.    Fetner  ist 

y         * 

und 

oder,  wenn  man  zur  kürzeren  Darstellung  des  Ausdruckes 

annimmt, 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  hi  II.  des  f  <I4  evgibt 
sich  nun: 
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«i^linf  =  ^:f.tongf  (ft  +  9,.^ 

==  :^  •  (pi — 9i -O  ««>g|.  (p, + 9»  .1). 

Anf  gaiiB  gleiche  Weise  oder  noch  kOrzer  durch  Tertausehaiig 
von  i  mit  —  t*  in  dieser  letaten  Fomel  erbilt  man  aach: 

«nd  durch  die  Substlhition  heider  einzelnen  Summen : 

Hier  erübriget  noeh,  dem  Aoedrucke  eine  reelle  Form  zu  ver* 
leihen,  was  darch  die  Entwickelung  .der  einzelnen  Glieder  und 
naebherige  Einfübmng  der  Exponentiai-  anstatt  der  gleichgeltenden 
goniometriscben  Funktionen  imaginärer  B5gen  ohne^  Schwierigkeit 
bewerkstelligt  werden  kann»  Es  wird  nicht  notbig  sein,  die  im- 
merhhd  etwas  mnständliche  Rechnung  bieher  zu  setzen ;  als  Re- 
sultat derselben  ergibt  sich: 

n     pi  (e^i^  -^  er-fi^)  —  2gi  sin  jg|  n 


(»« — w)« + 1      Vl7 '      e9i^  +  e-9i^  +  2  cos  jöi  n 

wo  man  nur  anstatt  pi  und  ^i  die  durch  diese  Buchstaben  be- 
zeichneten besonderen  Werthe  zu  setzen  braucht. 


§,70, 

Nachdem  im  Vorhergehenden  bereits  drei  von  den  in  §.  53. 
ausgesprochenen  Aufgaben  einer  zwar  kurzen,  doch  zu  dem  ge- 
gcnwftrtigen  Zwecke  genflgenden  Betraohtnng  uvtersogen  wurden, 
bidbt  nur  noch  fibrig,  auch  die  letzte  dortige  Anfgabe*  in  glei^ 
eher  Weise  zu  behandeln.  Diese  Aufgabe  wird,  wie  schon  in 
§.  54.  bemerkt  wurde,  stets  durch  die  gleichzeitige  Auflösung  aller 
drei  früheren  Aufgaben  gleichfalls  gei5st;  sie  erfordert  daher  die 
ErMhing  der  grSssten  Anzahl  Ten  BedingungsgleichQngea  und  ist 
eben  dessbaib-  in  der  Anzahl  der  möglichen  Auflösungen  %m  mei- 
sten besehribikt.  Zu  ihr  gehören  die  ersten  derartigen  Sonmi- 
^  welche  von  Leibnitz  und  Jakob  Bernonlli  gefunden 
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warden,  und  sie  bietet  schon  desshalb  ein  grosseres  Interesse 
dar.  Zwar  erfolgt  die  Aufstellung  der  Bediogungsgleichungen  hier 
ganz  auf  dieselbe  Weise  und  mit  gleicher  Leichtigkeit»  wie  bei 
den  früheren  Aufgaben  ;•  dennoch  dürfte  es  für  angemessen  erach* 
tet  werden,  sich  hier  nicht  auf  das  einzelne,  früher  durchweg 
gebrauchte  Beispiel  i2=:ö  zu  beschränken,  sondern  vielmehr  die 
zur  algebraischen  Summirbarkeit  nothwendigen  Bedingungsglei- 
chungen  für  die  kleineren  Differenzen,  etwa  bis  i2  =  6,  abgeson- 
dert aufzustellen,  um  hiedurch  in  den  Stand  gesetzt  zu  werden, 
die  Vergleichung  sowohl  mit  der  früher  betrachteten  analytisdien 
Summirbarkeit,  als  auch  mit  einem  in  der  Folge  zu  behandebden 
besonderen  Falle  mit  Leichtigkeit  vorzunehmen  und  die  auf  solche 
Art  sich  ergebenden  Unterschiede  deutlich  hervorzuheben. 

Noch  muss  hier  bemerkt  werden,  dass  durch  die  ErfiillnDg 
der  bald  aufzustellenden  Bedingungsgleichungen  die  Summe  der 
Reihe  eigentlich  nur  dann  wirklich  ein  algebraischer  Ausdruck 
wird,  wenn  zugleich  sowohl  die  Anfangszahlen  und  Differenzen 
aller  einzelnen  Reihen,  als  auch  die  eben  diesen  Reihen  zngehS- 
renden  Faktoren  algebraische,  nicht  etwa  transzendente  Werthe 
besitzen.  Auf  diese  Unterscheidung  soll  Jedoch  In  der  Folge  keine 
weitere  Rücksicht  genommen,  sondern  jede  Reihe  stets  als  al- 
gebraisch summirbar  angesehen  werden,  sobald  ihre  Summe  durch 
eine  endliche  algebraische  Funktion  der  eben  genannten  Zahlen 
dargestellt  werden  kann,  mögen  auch  vielleicht  einige  dieser  Zah- 
len ftlr  sich  betrachtet  transzendent  sein. 


§.  7L 

Was  nun  zuerst  den  Fall  betrifft,  wenn  alle  nach  §.  47.  zn- 
sammenzuziehende  Reihen  die  gleiche  Differenz  i2=l  haben,  und 
zugleich  alle  Anfangszahien  derselben  ganze  Werthe  besitzen, 
kommen  in  den  Konstanten,  die  Solchen  Reihen  angehören,  ohne- 
hin weder  ein  Logarithmus,  noch  eine  Kreisfunktion  vor,  sondern 
nur  die  einzige  primäre  Konstante  C,  wesshalb  In  dem  voraus- 
gesetzten Falle  auch  die  Sumroenformel  des  $.  49.  überhaupt  keine 

andere  nicht  algebraische  Zahl  enthalten  kann,  als  eben  C,  und 

Iß 
folglich  noth wendig  algebraisch  wird,  sobald  letztere  daraus  weg- 
tiilt    Aber  verm5ge  des  in  §.  56.  Erwiesenen   muss   C  aus  der 

Summe  jederzeit  verschwinden,  sobald  keine  andere  von  ihr  ver- 
schiedene primäre  harmonische  Konstante  in  eben  dieser  Summe 
vorkommt,  ohne  dass  es  hiezu  der  Erfüllung  irgend  einer  anderen 
Bedingnngsgieichung  bedarf,  als  der  allgemeinen  des  §.  4S.  oder 
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§.  58.»  von  welcher  die  Konvergenz  der  Reihe  Oberhaupt  abhängt. 
Daher  ergibt  sich  hieraus  der  Satz»  dass  jede  aus  harmoni- 
schen Reihen  der  ersten  Ordnung  mit  der  gemein- 
schaftlichen Differenz  1  und  durchgängig  ganzen  An- 
fangszahlen  nach  §.47.  entspringende  unendliche  Reihe 
nothvFendig  algebraisch  sumroirbar  sei»  sobald  sie 
konvergent  ist»  d.  h.  der  Bedingungsgleichung  des  §.48. 
entspricht»  oder  mit  anderen  Worten,  dass  jede  unendliche 
Reihe»  deren  allgemeines  Glied  eine  rationale  gebro- 
chene Funktion  von  n  ist»  algebraisch  summirbar  sein 
werde»  sobald  der  ZShIer  wenigstens  um  2  Grade  nie- 
driger ist  als  der  Nenner  und  zugleich  der  letztere  In 
ein  Produkt  aus  lauter  von  einander  verschiedenen 
Faktoren  von  der  Form  n-f  a  zerlegt  werden  kann»  bei 
welchen  a  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  wOrde  ganz  leicht  sein»  fflr  den  hier  besprochenen  Fall 
eine  und  sogar  mehrere  bestimmte  Formeln  aufzufinden»  um  daraus 
die  Summe  der  Reihe  zu  berechnen.  Da  sich  jedoch  bald  Gele- 
genhett  ergeben  wird»  andere  etwas  umfassendere  AusdrScke  auf- 
zustellen» in  welchen  die  hier  anzuwendenden  nur  als  einzelne 
Fälle  enthalten  sein  werden,  durfte  es  nicht  nothwendig  sein»  die 
selbständige  Entwickeluog  dieser  letzteren  hier  vorzunehmen^  son- 
dern soll  nur  am  gehörigen  Orte  darauf  zurückverwiesen  werden. 

.§•  72. 

Wird  nun  zu  dem  Falle  übergegangen»  dass  die  gemeinschaft- 
liche Differenz  aller  einzelnen  Reihen  ds=z2  sei»    so  sieht  man 

aus  6.  32.»  dass  in  den  zugehörigen  Konstanten  ausser  C  »  weiche 

111 

Zahl»  da  sie  von  selbst  wegfallen  rouss,  nicht  weiter  beachtet  zu 
werden  braucht»  nur  noch  die  einzige  nicht  algebraische  Zahl  12  vor- 
kommt, und  zwar  nur  in  den  Konstanten  mit  ungeraden  Anfangs- 
zahlen, durchgängig  mit  dem  Koeffizienten  1  behaftet.  Ffir  das 
Wegfallen  dieser  Zahl  aus  der  Summe  hat  man  daher  die  Bedin- 
gungsgleichuog  Fi=:0,  welche  nebst  der  allgemeinen  des  §.68.» 
die  fiir  <2  =  2  die  Form  Fq+Fi  =0  annimmt»  erffillt  werden 
moss»  um  die  Summe  algebraisch  zu  machen.  Durch  die  Auf- 
losung dieser  zwei  Gleichungen  erhält  man  nnn: 

Fo  =  0      und      Fi  =  0, 

d.  h.  es  müssen  för  i{=2  die  Faktorensummen  der  Rei- 
hen   mit   geraden   und  jener    mit   ungeraden  Anfangs- 
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zahlen  eimseln  gleich  0  sein»   damit  die  Sumne  alge- 
braisch werde. 

Hieraas  folgt  von  selbst,  dass  in  dem  Falle,  wenn  keiae 
anderen  Reihen  als  nur  solche  mit  ungeraden  An- 
fangsxahlen  gegeben  sind»  die  Summe  stets  alge- 
braisch sein  müsse»  sobald  die  Reihie  nur  überhaupt 
konvergent  ist»  oder  auf  andere  Weise  ausgedrückt:  jede 
unendliche  Reihe»  deren  allgemeines  Glied  eine  ra- 
tionalegebrocbene  Funktion  von  n  ist«  wird  stets  alge- 
braiseh  summirbar  sein»  sobald  der  Zähler  wenigsteos 
um  2  Grade  niedriger  ist  als  der  Nenner»  und  augleich 
der  letatere  in  ein  Produkt  aus  lauter  von  einander 
verschiedenen  Faktoren  von  der  Form  2n+a  zerlegt 
werden  kann»  bei  welchen  a  durchgängig  eine  unge- 
rade   Zahl    ist. 


§.  73. 

Für  d  =  3   enthalten    vermOge  §.  33.  diejenigen  Konstanten, 
deren  Anfangszahlen  durch  3  nicht  theilbar  sind»  ausser  C  noch 

die  beiden  nicht  algebraischen  Zahlen  12  und  n,  und  swar  die 

erstere  durchgängig  mit  dem  Koeffizienten  |  versehen»  n  hmgegea 

hat  bei  den  Anfangszahlen  von  der  Form  3n-f  1  den  KoeffiiieD- 

V3                                            V3 
ten  -Tg-  9  bei  der  Form  3n  +2  aber |g--   Das  Verschwinden  dieser 

beiden  Zahlen  aus  der  Summe  der  Reihe  erfordert  daher  die  Er 
fflllnng  der  zwei  besonderen  Bedingungsgleichungen 

tF,  +  iF,  =  0      und      ^.F,-^F,  =  0, 
oder: 

Fi+F,  =  0      und      F,— F,r=0, 

durch  deren  Auflosung»  in  Verbindung  mit  der  allgemeinen  Be- 
dingungsgleichung des  §.58.»  welche  hier  in  F^+F^-i-F^zzQ 
übergeht»  man  erhält: 

Fo  =  0,      Fi=:0,      F,  =  0» 

d.  h.  die  Faktorensummen  derjenigen  Reihen^  ^dereo 
Anfangszahlen  zu  den  Formen  3n»  Sn-f  1»  3ii-f2  gehö- 
ren» müssen  einzeln  genommen  gleich  0  sein«  damit 
die  Reihe  algebraisch  summirbar  werde. 

Dass  hieraus  ähnliche  Folgerungen  abgeleitet  werden  kennen, 
wie  in  §•  72.»  ist  von  selbst  einleuchtend. 
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§•  74. 

fn  den  Wertlien  der  Konstanten»  welche  zur  Differenz  ii^=  4 
gehören,  kommen,  vermöge  §»  34  ausser  C  nur  die  heidea  nicht 

algebraischen  Zahlen  /2  und  n  vor.  Die  erste  dieser  Zahlen  er- 
scheint in  allen  Konstanten,  deren  Anfangszahlen  durch  4'  nicht 
tbeilbar  sind,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  sie  hei  den  An- 
fangszahien  von  den  Formen  4n-fl  tw^  4n-|'3  den  Koeffizienten 
f,  bei  den  Anfangszahlen  von  der  Form  4n-f  2  hingegen  den 
Koeffizienten  ^  erhält;  in  dea  Konstanten,  deren  Anfang^ahlen 
durch  4  theilbar  sind,  ist  12,  nicht  vorhanden.  Damit  daher  die 
Zahl  /2  aus  der  Summe  wegfalle,  rouss  notkwendig 

J''i+41^*  +  J^»  =  0      oder      SFi+^Fj  +  SF,  =  0 

sein.  Die  Zahl  n  erscheint  nur  in  jenen  Konstanten,  deren  An- 
fangszablen  den  Formen  4n-f  1  und  4n-f  3  angehören,  untf  zwar 
bei  den  ersteren  mit  dem  Koeffizienten  |,  bei  den  letzteren  mit 
—  i.  Das  Wegfallen  von  n  aus  der  Summe  wird  desshalb  durch 
die  Gleichung 

JF,— jFyssO     oder      Fi-F,=0 

bedingt«  Somit  müssen  zur  algebraischen  Summirbarkeit  der  Reihe 
die  drei  Bedingungsgleichungen. 

Fo+Fi  +  F,  +  F,=^0,      3F,+aF,  +  3Fa=0,      F,-F,=0 

gleichzeitig  erfüllt  werden,  was,  wie  man  sich  leieht  überzeugt, 
identisch  ist  mit 

Fo  =  F»  =  Fj,=  ^iF,. 

Aus  der  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  sieht  man  sogleich, 
dass  ihnen  stets  Genüge  geleistet  werde,  sobald  alle  Faktoren- 
Summen  einzeln  genommen  gleich  0  sind,  dass  daher  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Reihe  gewiss«  algebraisch  summirbar  sei; 
hingegen  kann  jenen  Gleichungen  auch,  durch,  andere  Wetthe 
der  Faktorensnmmen  entsprochen  werden,  was  bei, den  früher 
betrachteten  Differenzen  nicht  der  Fall  war.  Um  diess  an  einem 
ganz  einfachen  Beispiele  zu:  zeigen,,  bescbtfinke  man  sieh  auf  Rei« 
beo,  deren  Anfangszahlen  die  Differenz  4  nicht  fibersteigen,  wo- 
durch die  obige«  Bedingungsglttchungen  in 

übergehen.    Nimmt  man  nun  Ä  willkürlich  an,  so  folgt  daraus; 

29* 
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ili  =  —  Sil,      und      A^^  A^=z  A. 
Daher  wird  das  allgemeine  Glied  der  Reihe 

A  ^A  A         A_        -l6n«  +  20»--3 


4n-3      4»  -2  "^  4n  - 1  ^  in  ""  (4n— 3)(4n— 2){4«— 1)4« ' 

und  die  Summe  derselben  vermöge  §.  49.  und  nach  geschehener 
Substitution  der  Werthe  aus  §.34.: 


A[C—W+C+  Cl  =  0 

1|4         214       3|4       4|r 


gefunden,  was  offenbar  bedeutet,  dass  das  erste  additive  Glied 
der  Reihe  der  Summe  aller  folgenden  subtraktiven  CHieder 
gleich  sei.  Man  siebt  hieraus  zugleich,  dass  es  ausser  der  ebeo 
erhaltenen  keine  andere  algebraisch  summirbare  Reihe 
eebe.  welche  aus  den  vier  harmonischen  Reihen   S  ,   S  ,   S  ,  S 

°  114    214     314    4t« 

nach  Anleitung  des  §.  47.  entstehen  könnte. 


§.  75. 

Die  cur  algebraischen  Summirbarkeit  erforderlichen  Be- 
dingungsgleichungen in  dem  Falle,  wenn  d  =  5  ist,  sind  im  Vor- 
hergehenden  bereits  aufgestellt  worden,  indem  in  §.  59.  die  beiden 
2ur  analytischen  Summirung  noth wendigen  Gleichungen: 

Fo+F,+F,  +  Fa  +  F4=0,     Fj-F^-Fj+F^  =0, 

dann  in  §«60.  zum  Wegfallen  der  Zahl  »  die  weitere  Gleiehung 

(V5--1)           (3-V5)  _ 

l't  • 2 ^    •  • 2 '^A  =  W, 

endlich  in  §.62.  zum  Verschwinden  der  Zahl  /5  noch 

Fb+F,  =  0 

gefunden  worden.  Diese  Gleichungen,  welche  sich  leicht  aaf  die 
einfacheren  Formen 

Fo=0,      F,  =  -F3  =  -F,.(v5+2),     F^  =  —F^ 

bringen  lassen,  zeigen,  dass  Fq  keinen  anderen  Werth  als  0  hin 
ben  dürfe,  von  den  4  übrigen  Faktorensummen  hingegen  die  eine 
willkürlich  angenommen  und  daraas  die  übrigen  bestimmt  werden 
können. 
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Will  man  sich  aocb  biebei,  wie  ea  Im  Vorbergebenden  ge- 
wohDiich  gescbab,  auf  Reihen  beschränken,  deren  Anfangszablen 
nicht  grosser  sind  als  die  Differenz  5,  so  geben  die  4  Bedingnngs- 
gleicbungen  In 

über,  wodurch  das  allgeroeioe  Glied  der  Reibe 

A         A(V6  +2)      A(V6+2)         A 
5n-4""     5m-3     +     ön-2         5»-l 

_       25(v5--l)(n--n«)  -flO-4V5 
—  ^-(Ön— 4)(5n— 3)(ön— 2)(5n  — !)• 

und  die  Summe  derselben 

il.[S— (V5+2).  S  +(v6  +  2),  Ä  —  51  =  0 

1|5  215  3|5       4|d 

gefunden  wird.  Dass  biebel  die  nämlicheu  Bemerkungen  wie  in 
§.  74.  Statt  haben,  ist  zu  sehr  in  die  Augen  fallend,  um  einer 
Wiederholung  zu  bedürfen. 


§.  76. 

Zum  Behufe  der  algebraischen  Summirbarkelt  in  dem 
Falle,  wenn  die  gemeinschaftliche  Differenz  aller  einzelnen  Reiben 
d  =  6  ist,  sind  offenbar  vier  Bedingungsgleichungen  zu  erffillen, 
Dämlich  nebst  der  allgemeinen  des  §.  58.  noch  3  besondere,  um 
die  nicht  algebraischen  Zahlen  ß,  ß  und  n  aus  der  Summe  weg- 
fallen  zu  machen.  Es  ist  leicht,  auf  die  schon  wiederholt  ange- 
wandte Welse  sich  zu  überzeugen,  dass  diese  Gleichungen  un- 
mittelbar In  den  Formen 

Fi+F,+F4+F5  =  0,       3Fi+Fa-F4-3F5  =  0 

zum  Vorschein  kommen,  sich  aber  auch  einfacher  durch 

F,  =  Fo-3Fi,     Fa  =  -Fo,    F4  =  3F,-2Fo,     F^^Fo-F^ 

ausdrücken  lassen. 

Beschränkt  man  sich  auf  Reihen,  deren  Anfangszahlen  nicht 
grosser  sind  als  die  Differenz  6,  so  gehen  letztere  Gleichungen  in 

Jl  =  J,  — 3/1,      ^=:-.i<5,      J5=:3i4— 2^5,       A^-Ai-A 

über,  aus  welchen  man,  wenn  A  und  Ai  willkürlich  angenommen 
werden  sollen,  auch 


Digitized  by 


Google 


4SK  ä'nmr:    Die  hamumischen  Reihen. 

&Mit  Da  liier  zwei  von  den  Faktoreo  wUlkürlicfa  aogeocmmeii 
werden  därfen,  folgt  hieraas  von  selbst»  dass  es  bei  i2.:=:6aacb 
unter  der  angenommenen  Beschränkung  eine  weit  grossere 
Mannigfaltigkeit  von  Rei1ieii>  die  sich  algebraisch 
Summiren  lassen«  gebe>  als  diess  bei  den  kleineren  Differee- 
zen  der  Fall  war.  Hauptsächlich  um  diesen  Umstand  sichtbar 
hervortreten  zu  lassen,  wurde  die  Aufstellung  der  einzeloeo  Be- 
dingungsgleichongen  bis  trieher  fortgesetzt^  ebne  dass  es  notb- 
wendig  sein  wird,  es  durch  -Ausnechnuiig  von  Beispielea  näher 
zu  zeigen. 


§.  77. 

Wie  bei  den  zwei  vorhergehenden  gibt  es  auch  bei  der  ge- 
genwärtig in  Verhandlung  stehenden  Aufgabe  einen  besonderen 
Fall,  in  weichem  es  nicht  nOtbig  ist,  zu  den  allgemeioen  Regele 
seine  Zuflucht  zu  nehmen,  weil  dabei  die  algebraische  Svaimtr- 
barkeit  der  Reihe  schon  aus  den  besonderen  aufgestellten  Bedio- 
gungen  unmittelbar  nach  §.  10.  nachgewiesen  werden  kann,  ohne 
dazu  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Bedingsgleichangeo  m 
bedürfen. 

Werden  in  der  Summen formel  des  §.  40.  die  Differenzen  aller 
einzelnen  Reihen  aIs  einander  giei.ch  angenommen,  ao  vervrandelt 
sich  dieselbe  In 

x=  A.  C  +  Ai.  C  +A2.  C+A^.  C+ 

a\4  «ik^  a»l«  «,14 

Vermöge  der  Bedingungsgleichung   II.  des  $.  48.  ist  aber,  wenn 
sie  durch  C  multinlizirt  wird, 

A.  C+Ai.-C+At.  C+A9.C+....  =0, 

a\d  a\d  a\d  a\d 

folglich  auch,  indem  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergebenden 
abzieht, 

ajd      a\d  a^\d     a\d  a«id     a\d 

Setiit  iinao  jann  feimer  vocma^  dass 

af^:^a  +  md,      <^  =  a-fiii|i2,      a^zsa  +  m^,.,. 

sei,  wo  ««  nH,  1%, ...  beliebige  ganze,  additive  oder  sobtraktiFe 
Zahlen  bedeuten  sollen,  so  ergibt  sich  aus  §.  10. 
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c—  c^    c   -^  c  =  —  s 

c—  c^    c   -c  =  -S* 

a^\d      a\d     ai'mid\d     o\d  a\d 

C  ^   Cz=:       C     -^C=-S' 

a.  I  d  a\d     a^m^d \d      a\d  a\d 

u.     s.     f. 
und  durch  die  Substitution  dieser  Wortb«  erhält  man: 

I.        x=z^Ai.  S  -il*.  Äf  — ii..  5- 

•  \d  o\d  a\d 

Wie  man  siebte  wird  inktaet  dieser  Formel  die  Summe  der  Reibe 
dttieh  die  Faktoren  Ai,  A^^  A^,,..  in  jedesmaliger  Verbindungt 
mtt  eiiaes  d^inoh  m,  nti,  m^,...  ausgedrückten  bestimmten  Ansaht 
von  Gliedern  der  Reihe  <S  dargestellt  und  daher  mit  Berficksich- 

a\d 

tigung  des  in  §.  70.  Gesagten  gewiss  algebraisch  sein. 

Die  vorhin  aogenomnienAn  Wertbe  voa  ai,  o^,  at>f.*., zeigen, 
das»,  dieselben  för  den  Modul  d  mit  a  und  daher  auch  unter  ein- 
ander fcoAgment  seien»  w»»  vermöge  der  von  Gausa  einge- 
führten Bezeichnungsweise  durch 

a^  Qi^  a^^a^^  ..,.  (mod d) 

ausgedrückt  wird.  Daher»  lassen  sich  die  Vocaussetsungen ,  aus 
welchen  die  algebraische  Summirung  der  Reihe  durch  die  Formel 
I.  abgeleitet  wurde,  durch  die  beiden  Gleichungen 


A  +  A^+A^-^A^+....  =0 


und 


a  =  Ol  =02  =  03=:. 


(taßdd) 


darstellen,  was  folgenden  Satz  gibt:  Jede  aus  harmonischen 
Reihen  der  ersten  Ordnung  mit  gleichen  Differenzen  d 
nach  §.47.  entspringende:  unendliche  Reihte  ist  durch 
die  Formel  1.  algebraisch  summirbar^  sobald  die  Sum- 
me aller  Faktoren  der  einzelnen  Reihen  gleich  0  Ist 
und  alle  Anfangsza^len  d.er<  letzteren  in  Bezug  auf  den 
Modul  <{  einander  kongruent  S4nd. 

Mach  §.  51.  kann  dieser  Satz  auch  auf  folgende  Weise  aus- 
gesprochen-werden:  Jede  unendliche  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  eine  rationale^  gebrociiene  Fbiiktlon  von 
n  ist«  mirdb  TQrm,3ge.L  algebraisch  aummirb&r  gefunden. 
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sobald  der  Zähler  dieser  Funktion  wenigstens  am  2 
Grade  niedriger  ist  als  der  Nenner  und  zugleich  der 
letztere  aus  einfachen  durchgängig  von  einander  Tcr- 
schiedenen  Faktoren  besteht,  welche  auf  die  Form 
n'\-a  gebracht  eine  solche  Beschaffenheit  haben»  dass 
ihre  Unterschiede  durchgängig  ganze,  additive  oder 
subtraktive  Zahlen  sind. 

Als  Beispiel  hiezu  soll  die  unendliche  Reihe  gebraucht  wer- 
den,  deren  allgemeines  Glied 

2ii-l 


(3»— 2)(3n  +  7)(3»  +  13) 


ist    Hier  sieht  man  sogleich »  dass   der  Zähler  um  2  Grade 
driger  ist  als  der  Nenner,  ferner  besteht  der  letztere  aus   drei 
einfachen  Faktoren,  welche  auf  die  ausgesprochene  Form  gebracht 


2  7  ,  .13 


n-g. 


n+s      und      ^  +  "3 


und  daher  nicht  nur  sämmtlich  von  einander  verschieden,  son- 
dern auch  so  beschaffen  sind,  dass  der  Unterschied  jeder  swci 
aus  ihnen  eine  ganze  Zahl  ist.  Durch  die  Zerlegung  in  Partial- 
ffuche  erhält  man  nun: 

Jl^  17  29 
2n--l 4«^        162           2?Ö 

(3n— 2)(3ii+7)(3n  +  13)"'3n— 2  ■*'3ii+7      3nfl3* 

folglich  ist 

^"-405'     '^»— 162'     "^—""270* 


ferner: 
dann: 

mithin: 

oder: 


a  =  l.      Hl  =10,      at=16,      d=3; 


10-1      ^  16-1      ^ 

f»  = — K —  =  o,     mi  =  -— s — =30; 


17     1      29     fc 
*  =  -W2iÄ  +  27Öi|.' 


'^-"*i62Vi'''i  +  V  +27ÖVT  +  4  +  ?"'"iÖ  +  13/  — 40950* 
Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  gai»  das  gleiche  Resultat 
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auch  durch  die  allgemeiDe  SammeDfonnel  des  §.  40.  erhalten  wer- 
den könne. 

Die  obige  Formel  I.  i&88t  noch  eine  andere  in  manchen  Fäl- 
len beqoeme  Darstellung  zu.  Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich 
alle  gegebenen  einzelnen  Reihen ,  bei  welchen  die  Gleichheit 
ihrer  Differenzen  bereits  frClher  Toransgesetzt  wurde,  nun  auch 
nach  der  Grösse  ihrer  Anfangszahlen  aufsteigend  ge- 
ordnet vor.  Ferner  kann  hier  stets  angenommen  werden;  dass 
m,  miy  m^9  mg,....  .die  in  natfirlicher  Ordnung  wachsen- 
den ganzen  Zahlen  \,  2,  3,  4,....  seien,  wenn  man  nur  die 
Faktoren  derjenigen  Reihen;  welche  bei  dieser  Anordnung  etwa 
fehlen  sollten,  als  gleich  0  setzt     Auf  diese  Art  bedeuten 

öl»    «1»    fli»    04,,... 
nach  der  Ordnung  die  Zahlen 

und 

4»      ^*      ^Z»     "«45--»» 

sind  beziehungsweise  die  Faktoren  der  Reihen 


s  ,      s    9     s   ,      s   f 

»Hill       a^%d\4     «f3d|4      •f44|4 


•  •  •  < 


and  die  Summenformel  I.  geht  in 

1  a  s  4  • 

a\d  o\d  Ol  d  a\d 

oder,  wenn  man  die  hier  nur  angezeigten  Summen  in  ihre  einsei* 
nen  Glieder  zerlegt,  und  dann  die  gleichartigen  zusammenzieht,  in 

über.     Nun  ist  aber  vermSge  11.  in  §.  48. : 

An  +  A^+...^^(A+Ai+A^, 

A^+...  =  -(A  +  A^+A^+A^), 

u.  s.  f. 

Durch  die  Substittttion  dieser  Werthe  ergibt  sich  endlich: 
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oder  ip  kürzerer  Form  aasgedrückt: 

Man  wird  biebei  wobl  nicht  überaeheo«  dass  die  Reihe  U. 
und  III.  keioeawegi  eine  anentliehe  sei»  aoadern  notfa wendig 
abbrechen  raüsae«  sobald  alle  wirklieb  vorhaDdeaeD  Faktoren 
der  einselnen  Reihen  in  die  Formel  eintreteo,  weil  Fon  dort  an 
wegen  der  Bedingungsgleichung  IL  des  §.  48.  alle  ferneren  Glie- 
der in  II.  oder  III.  gleich  Q  werden.  Setzt  man  in  den  Formeb 
I.,  II.»  III.  a  =  1  und  <2  =  J ,  so  gehen  dieselben  in 

IV.   a:=— Ji.S-^^.'S-^^,.^— il^.'S  — ... 

i|]  i|i  i|i  i|i 

oder 

VI     x  —  S  -^^•^t  +  -^«'*'"  +-^"-* 

über,  und  man  sieht  leicht,  dass  dioM  Aasdrficke  uuc  AjiiGvdiiag 
der  Summe  in  dem  Falle  des  §.  71.  gebraucht  werden  können, 
und  daher  eben  «Cejesigen  sind|  auf  welche  doit  hingedeutet  wurde. 

Uebrigens  darf  man  die  besondere  Bedeutung  nicht  ausser 
Aehl  hissen,  welche  im  Vorhergeheiftden  den  Faktoren  Ai»  A^, 
A^,  i#4, ...  bei  Ableitong^  der  Formeln  II.  und  lil.  beigelegt  wer- 
den ist,  welche  daher  auch  in  V.  und  Vi.  giltig  bleibt,  in  I.  und 
IV.  hingegen  keinedwega  die  nämliche  ist. 


{.78. 

Die  Formeln  des  §.  77.  gestatten  eine  Ausdehnung  ihres  Ge- 
brauches, die  nicht  unerwähnl  Uelben  darf.  E»  ist  n&mlich  mög- 
lich, dass  durch  dieeelbe»  snweileot  eofar  Blaihen  algebraisch 
•nmmirt  werden  k(ten#nj»  1^1  welchen  die  doft  aufgestellten  Vor- 
aussetzungen eigentlich  gai  nicht  eintreffen.  Diess  ist  dann  der 
Fall» sobald  die  einzelnen  Reihen,  aus  welchen  die  zu  summirende 
nach  $.47.  hervorgehen  soll,  wenn  sie  alle  zusammen  be- 
trachtet wieideok  awai  dt«  ni  f  77.  ve*en»goffat>w  Sedingoogen 
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nicht  eoteprechen, hingegen  sich  InzvreloderniehrereGruppen 
abtheilen  lassen,  bei  deren  jeder  ffir  sich  allein  genommen 
jene  Bedingungen  vorhanden  sind,  was  sehr  wohl  geschehen  kann. 
In  einesi  sokiieM  Kalle  Usst  sieh  oSenbar  4lje  Summe  jeder  ein- 
zelnen sotelMn  iinipf  e  naeh  §.  77.  algebraiseh  ausgedrückt  be- 
stimmeii,  «nd  da  die  tm  simmirefMle  Reibe  aiis  der  VereinigaDg 
aller  dieser  Gruppen  entsteht,  wird  durch  die  Addison  aller  Sum- 
men dieser  Gruppen  zugleich  die  gesuchte  Summe  algebraisch 
ausgedrückt  gefunden.  Ein  sehr  einfaches  Beispiel  dieser  Art 
bietet  die  Reihe  dar^  deren  allgemeines  Gfied 

24«+7 


(3n— 2)(3ii  +  l)(4ii  +  l)(4«  +  5) 
oder.  In  Partialbrficbe  zerlegt« 

I  ^  ±  ± 

II  li  11  11 

5»^=^      3ji+1      4n  +  l''"4it+5 

ist.  Hier  sieht  man  auf  der  Stelle,  dass  die  Voraussetzungen 
des  §•  77.  nicht  eintreCen,  so>bald  alle  4  Reihen  im  Zusammen- 
hange genommen  werden«  weil  die  vier  Faktoren 

n— },      »+i,      »+i,      n+J 

keineswegs  so  beschaffen  sind,  dass  ihre  Unterschiede  durch- 
gängig ganze  Zahlen  sind.  Betrachiet  man  hingegen  die  aus 
den  beiden  ersten,  und  auch  die  aus  den  beiden  letzten 
Partialbrüchen  hervorgebenden  Reihen  abgesondert  von  ein- 
ander, 80  ist  klar,  dass  sowohl  bei  der  ersten,  als  auch  bei  der 
zweiten  Gruppe  die  Bedingungen  des  §.  77.  vorbanden  sind.  Wirk- 
lich findet  man  auch  nach  der  Formel  I.  des  §.  77.  die  Summe 
der  ersten  Gruppe 

rri,9=rr 

<lie  SnuMM  4mt  x weiten  Crappe 

4    j}  4 

-n  w^-gg' 

folgltch  wird  die  Somme  der  vergelegten  «nendlicfaen  Reihe 

I  4__1 

II  ""  66  -  6 

sein.  Dieses  Beispiel  zeigt  zugielob,  dass  auf  solche  Art  zuwei- 
len auch  Reihen  algebraisch  sommirt  werden  können,  deren  ein- 
zelne Difl(0ienzen  nicht  dmchgängig  eieaader  gleich  sind. 
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5.  79. 

Uoter  den  Formeln  des  §.  77.  ist  als  ein  besonderer  Fall 
ein  bereits  seit  langer  Zeit  bekannter  Aasdruck  enthalten,  der 
eben  desshalb  and  auch  seiner  Zierlichheit  wegen  angefiShTt  n 
werden  verdient. 

Nimmt  man  in  g.  77.  an,  die  Werthe  der  Faktoren  Ä,  Äi, 
A%t  A^p..,.  seien  nach  der  Ordnang  die  Glieder  der  vermöge 
der  binomischen  Reihe  entwickelten  Potenz  (1 — 1)*",  wo  m  eine 
beliebige  additive  ganze  Zahl  bedenten  mag,  nämlich: 

,        .   m        .   in(m  — 1)        .  m(m-^l)(m—2) 

A^i,     ili  — — ^,     j3^^      j-^     ,     il,  — 17273       ••" 

80  folgt  hieraas  zuerst: 
Femer  erhält  man: 

A».^^j             (w»-l)  .  m(m— 1)      (CT-l)(in— 2) 
^  +  ^i+iis  = J— +       J.2      ■=  172  ' 

A  +  A^  +  A^+J^ 

_(m— l)(m-2)      m(m— l)(m— 2)  (m-l)(m--2)(iii— 3) 

—  1.2  "■  1.2.3         ""  1:2:3  ' 

n.    s.    f. 

Betrachtet  man  nun  die  Reihe 

«       m      «      .  m(m— 1)       ^         m(m— l)(m— 2)      « 

•14         1  »H|4  1.2        »fMi4  1.2.3  a4^)4 

SO  erkennt  man  leicht,  dass  bei  ihr  sowohl  die  Samme  der  Fak- 
toren aller  einzelnen  Reihen  gleich  0  ist,  als  auch  alle  Anfangs- 
zahlen  der  Reihen  einander  In  Bezug  auf  den  Modul  d  kongruent 
sind,  und  demnach  die  Voraussetzungen,  aus  welchen  in  §.  77.  die 
algebraische  Summirbarkeit  abgeleitet  wurde,  wirklich  eintreffen. 

Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  ergibt  sich 

1  m       1  m(m«— 1)  1 

o+(n— l)d""Ta+nd+       1.2       a+OHHÖa 


m(m— l)(m— 2)  1 

1.2.3         •«+(n+2)rf  +  " 
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and  diesa  ist,  wie  man  aas  der  DiffereDsenreciinang  weiss,  wenn 
a  als  veränderlich  und  Ja  =  d  angenommen  wird»  nichts  anderes, 
ab 

oder,  wie  ohnehin  bekannt, 

mtd" 

(a+(n''l)d){a+nd)(a'Hn+l)d)...ia+(n+m-l)d)' 

Desshalb  kann  die  Summe  der  obigen  Reihe  auch  durch 

^ mld^ 

(a+(ii—l)ci)(a+nrf){a+(n+l)rf)...(a+(n+m— l)rf) 

dargestellt  werden. 

Als  Summe  derselben  Reibe  erhält  man  durch  die  Formel  II. 
des  §.  77.  den  Ausdruck : 

1      (m-1)      1         (m-l)(m-2)        1 
ä"      1     •a+d+         1.2        'a  +  id 

(m— l)(m-2)(m— 3)        1 
172:3  •a  +  3d+-' 

was  ebenso  viel  ist  als 

(-1)— i.^-iQ, 

oder: 


aia  +  d)(a+2d)....(a+(m'-l)dy 

Durch  die  Gleichsetzung  dieses  und  des  vorhergehenden  Werthes 
der  Summe,  und  indem  man  zugleich  beiderseits  durch  mlc^"*  di- 
vidirt«  ergibt  sich  die  bekannte  merkwfirdige  Summirung 

,  e 1 

'•        ^  (a+(ji-l)d)(a+«d)(a+(n+l)€0....(a+(n+m-l)<0 

_Jl 1 

""  mrf*  a(a+ rf)(a  +  2rf)  •  —  («  +  (m  -  l)d) ' 

Das  nämliche  Resultat  hätte  wohl  auch  auf  kfirsere  Weise 
unmittelbar  aus  §.  19.  abgeleitet  werden  kSnnen ;  hier  wurde  jedoch 
dem  eingeschlagenen,  obgleich  etwas  umständlicheren  Wege  der 
Vorzug  gegeben,  weil  dabei  zugleich  nachgewiesen  werden  sollte, 
dass  diese  letzte  Formel  keineswegs  eine  selbständige,  von 
der   vorhergehenden   verschiedene,    algebraische    Summirung 
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angebe»  sondern  vrfrkRch  mrr  ein  besoo^ferer  Fall  der  umlMse»- 
deren  Formeln  des  9*  ^'  ^^^* 


Um  ZQ  verhüten,  dass  die  Summirong  des  $.77.  und  §.78. 
in  ihrer  Anwendung  keine  grossere  Beschränkung  erleide,  als  un- 
umgänglich nothwendig  Ist,  wird  die  Bemerkung  von  einigem 
Nutzen  sein,  dass  dort  keineswegs  vorausgesetzt  wurde,  die  An- 
fangszahlen a,  Ol ,  Os,  dy,...  atiet  entzdoen  Reftl«n  seien:  durch- 
gängig ganze  oder  auch  etwa  rationale  Zahlen,  sondern  nur,  dass 
alle  diese  Zahlen  eraander  in  Bezug  auf  den  Modul  d  kongruent 
seien,  d.  h.  dass  die  Unterschiede  je  zweier  aus  ihnen  durch  d 
getheilt  ganze  Quotienten  geben,  oder  mit  Rucksicht  auf  den 
zweiten  in  §.  77.  enthaltenen  Ausdruck  des  Gesetzes,  dass  die 
Unterschiede  jeder  zwei  auf  die  Form  n-f  igg'ebtacfcter  Faktvreir  des 
Nenners  ganze  von  0  verschiedene  Zahlen  «eieii.  Atus  die- 
sen Annahmen,  in  Verbindung  mit  der  allgemeinen  Bedingungs- 
gleichung  des  §.  48.,  wurde  dort  die  algebraische  Summirbarkeit 
der  Reihe  als  eine  nothwendige  Folge  abgeleitet.  Desshalb  lassen 
sich  die  Formeln  des  §.77.  zuweilen  auch  auf  Reihen  anwenden, 
bei  welchen  die  vorbenannten  Zahlen  keine  ganzen  oder  ratio- 
nalen, sondern  irrationale  oder  mit  Berücksichtigung  dessen, 
was  in  §.70.  angefahrt  wurde,  selbst  transzendente  Werthe 
besitzen,  wenn  sie  nur  den  ausgesprochenen  Bedingungen  Genfige 
leisten. 

Ein  Paar  leichter  Beispiele  wird  das  Gesagte  ganz  deutlich 
machen. 

Bei  der  unendlichen  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 


1  i 


(2«  +  v2— l)(2jt+ V«+3)  ""■  2«  -I"  V2— 1      2tt-f  V9-f  3 

ist,  ergibt  sich 

o  =  v2  +  l,      a|  =  V2+5,      rf  =  2. 

Ungeachtet  aber  auf  solehe  Art  a  und  «i  irrati anale  Zahlen 
sind,  kann  die  Reihe  dennoch  nach  §.  77.  summirt  werden,  weil 

——sc  ^  _2 

eine  ganze  Zahl  Ist,  und  a«eb  der  fiedingsugsgleichung  des  $.48. 
entsprochen  ist.  Witklicfa  find«!  mmu  die  Susraie  dieser  Reihe 
durch  die  Formel  I.  des  §,  77.  : 
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'  V4ii«"" ' VV2+ 1  +  va+ay  -    u    ' 

Ebeoso  erhält  man  för  die  Samme  der  anendlichen  Reihe,  deren 
allgemeines  Glied 

11  2 

1 a 8  12 

(2»+»-.I)(2»+«+3)(4»+«+ö)  ""2n+«--l      2it4-»-f 3  +  2»-i-n:-f  5 

ist,  darch  die  Formel  I.  des  §.77.  den  Ausdruck: 

1       ^         J_      ?> 3»+7 

8  •«+? I  •""  24';,+i ,  9  ""  12(«+  l)(»c+3)(«+5)  • 

Beide  diese  Summirungen  können  im  Sinne  des  §.  70.  als 
algebraische  angesehen  werden,  obgleich  die  gefundenen  Aus- 
drScke  eigentlich  irrational  oder  transzendent  sind. 


§.81. 

Wenn  man  die  in  §.  77.  vorausgßsetsten  Bedingungen  zur 
UerbeifflhmBg  der  algebraischen  Summirbarkeit  einer  Reihe  mit  den 
Bedingoagsgieicliungen,  welche  in  den  §§•  71—76.  zu  dem  nämlichen 
Zwecke  aufgefunden  wurden,  vergleichen  will,  darf  der  wesentliche 
Umstand  nicht  fibersehen  werden,  dass  die  letzteren,  wie  man 
aus  ihrer  Uerleitung  entnimmt,  ansschliessende,  d.h«  solche 
sind,  deren  Erfüllung  nicht  nur  die  algebraische  Summirbarkeit 
der  Reihe  als  nothwendige  Folge  nach  sich  zieht,  sondern 
deren  Nichterffillung  zugleich  die  gedachte  Art  der  Summiruog 
gänzlich  ausscliliesst  Die  gleiche  ansschliessende  Eigen- 
schaft kommt  jedoch  den  Bedingungen  des  §.77.  nicht  zu,  indem 
dort  nur  erwiesen  wurde,  dass  unter  den  angenommenen  Voraus- 
setzungen die  algebraische  Summirbarkeit  der  Reibe  gewiss  vor- 
handen sei,  ohne  aber  durch  das  JNichteintreSen  jener  Voraus- 
setzungen die  bezeichnete  Summirung  in  allen  Fällen  anszuschlies- 
sen.  Hieraus  ergibt  sich«  dass  jederzeit,  sobald  die  Summirung 
nach  §.  77.  oder  auch  §.  78.  auf  solche  Reiben  angewendet  wird, 
dere*  AnfaBgaoaMen  and  DUferenzen  ganze  Werthe  besitzen, 
nothwendig  ancb  den  entsprechenden  Bedingangsgleicbongen,  wie 
sie  in  den  §$.  71-^76.  f«r  die  kleineren  DiCerenzen  wbklicb  auf- 
gestelk  worden  sind,  aber  auch  f&r  alle  gcGsaeren  Dilerenzen  auf 
gleiche  Weise  anfgestellt  werden  konnten.  Genfige  geleistet  sein 
mfisse,  nicht  aber  ancb  umgekehrt,  wenn  den  zuletzt  bezeichneten 
Gleiebongen  Geofige  geschieht,  auch  die  Summirung  nach  §.  77. 
oder  §.78.  vollzogen  werden  kfinne. 
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Von  der  Richtigkeit  der  errten  dieser  beiden  Bebanptangen 
kann  man  aich  durch  die  nähere  Betrachtang  der  dem  §.  77.  son 
Grande  liegenden  Voraussetzungen  leicht  überzeugen.  Denn  die 
dort  aufgestellte  Annahme^  dass  alle  Anfangszahlen  der  elnzelDeo 
Reihen  einander  in  Bezug  auf  den  Modul  d  kongruent  seien,  be- 
deutet nichts  anderes,  als  dass  alle  jene  Zahlen  durch  d  getheSt 
einerlei  Rest  geben  und  daher,  wenn  dieser  Rest  mit  r  bezeichnet 
wird,  sSmmtliche  Faktoren  der  gegebenen  Reihen  zu  der  in  {.58. 
durch  Fr  dargestellten  Summe  geboren,  welche  dann  wegen  der 
Konvergenz  der  Reihe  nothwendig  gleich  0  sein  muss.  Man  hat 
demnach  Fr:=0,  und  da  ausser  diesen  keine  anderen  Faktoren 
vorhanden  sind,  werden  auch  alle  anderen  Faktorensnnunen  ein- 
zeln  genommen  gleich  0  sein ,  d.  h.  es  ist 

Fo  =  ^1  ==  F,  =...=  Fr  =  ...=^  Fd-i  =  0. 

Der  in  §•  78.  erklärte  Fall  einer  erweiterten  Anwendung  der  For- 
meln des  $.77.  unterscheidet  sich  von  dem  vorhergehenden  nnr 
dadurch,  dass  dabei  nicht  nur  eine  einzige,  sondern  zwei  oder 
mehrere  Faktorensummen  mit  verschiedenen  Resten  vor- 
kommen, die  aber  ebenfalls  alle  einzeln  genommen  gleich  0  sind. 
Demnach  lassen  sich  die  in  den  §§.  77.  und  78.  angenomraeoeß 
Voraussetzungen  in  allen  Fällen  durch  die  eben  aufgestellten  Gl«- 
chungen  ausdrücken. 

Nun  sind  die  in  den  §{.71—76.  gefundenen  Bedingnogsglei- 
chungen  ebenso  wie  diejenigen,  welche  fflr  grössere  Differenzen 
auf  gleiche  Art  sich  finden  lassen,  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  darin  kein  Glied  vorkommen  kann,  welches  nicht  eine  der 
verschiedenen  Faktorensummen  zum  Faktor  hat,  woraus  folgt,  dass 
diesen  Gleichungen  jederzeit  gewiss  Genüge  geleistet  wird, 
sobald  alle  Faktorensummen  einzeln  genommen  gleich  0  sind, 
ohne  jedoch  den  Fall  auszuschliessen,  ob  ihnen  nicht 
vielleicht  noch  durch  andere  Werthe  der  Faktoren- 
summen ebenfalls  entsprochen  werden  könne.  Betrachtet 
man  insbesondere  die  Bedingungsgleichungen,  weiche  in  den 
{§.71.,  72.  und  73.  Hlr  die  Differenzen  1,  2,  3  aufgestellt  worden 
sind,  so  sieht  man,  dass  sie  genau  die  nämlichen  Mnd,  wie  sie 
so  eben  filr  die  Anwendung  der  §§.  77.  und  78.  ausgedrfickt  wur- 
den, und  da  die  ersteren,  wie  schon  frOher  bemerkt,  anaschlies- 
sende  sind,  so  folgt  hieraus  der  Satz,  dass  es  ffir  die  Diffe- 
renzen 1,  2  und  3  keine  anderen  algebraisch  summir- 
baren,  nach  §.47.  entspringenden, Reihen  gebe,  als  nnr 
diejenigen,  deren  Summen  auch  nach  §.  77.  und  §.  TS. 
sich  finden  lassen. 
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Die  in  §.  74.  ßr  d  rs  4  gefondeneo  BedingofigsgleichiiBgen 
fär  die  algebraische  Summirbarkeit  der  Reihen  sind,  wie  sehen 
der  Anblick  zeigt,  nicht  mehr  identisch  mit  den  hier  fSr  die  An- 
wendong  der  §§.77.  und  78.  aufgestellten;  jenen  wird  zwar  stets 
Genfige  geleistet,  sobald  alle  einzelnen  Fakterensumroen  gleich  0 
sind,  hingegen  kann  ihnen  auch  noch  durch  andere  Werthe  der 
Faktorensummen  entsprochen  werden,  wie  eben  das  in  §.  74.  berech- 
nete einfache  Beispiel  beweist.  Für  <2  =  4  gibt  es  daher  auch 
andere  algebraisch  summirbare  Reihen,  deren  Suro* 
men  ans  §.77.  und  §.78.  nicht  abgeleitet  werden  krmnen. 

Zu  dem  gleichen  Schlüsse  gelangt  man  offenbar  auch  durch  die 
Vergleichung  der  in  §.  75.  und  §.  76.  angegebenen  Bedingungs- 
gleichungen für  <{  =:  5  und  </  =  6  mit  den  hier  zur  Anwendung  der 
Summirungsmethode  des  §.  77.  und  §.  78.  aufgestellten  in  erhöh- 
tem Maasse,  und  es  wird  wohl  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass 
bei  allen  grosseren  Differenzen  um  so  mehr  der  nämliche  Fall 
eintreten  werde. 


§.  82. 

Noch  muss  eine  wichtige  Eigenschaft  nachgewiesen  werden, 
welche  allen  jenen  Reihen  zukommt ,  deren  Summen  nach  §.  77. 
oder  §.78.  gefunden  werden  können,  ohne  dass  sie  jedoch  auch 
auf  andere  algebraisch  summirbare  Reihen  im  Allgemeinen  sich 
ausdehnen  lässt.  Wie  bekannt  ist  man  im  Stande,  ans  der  Summe 
einer  unendlichen  Reihe  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl 
n  ihrer  ersten  Glieder  dadurch  herzuleiten,  indem  man  von  ihr 
die  Summe  derselben  unendlichen  Reihe,  jedoch  von  ihrem  (ft-fl)ten 
Gliede  angefangen  berechnet,  abzieht  Dieses  Verfahren  iSsst 
sich  sehr  leicht  auf  diejenigen  unendlichen  Reihen  anwenden, 
welche  nach  §.  77.  und  §.  78.  summirt  werden  können.  Denn  die 
beiden  Summenformeln  I.  und  II.  des  §.  77.  sind  so  beschaffen^ 
dass  mittelst  derselben  die  gesuchte  Summe  durch  einige  erste 
Glieder  der  harmonischen   Reihe  5  ausgedrückt  gefunden   wird. 

Bei  einer  jeden  harmonischen  Reihe  aber  wird  ans  dem  ersten 
Gliede  das  (n-|-l)te  und  überhaupt  aus  jedem  Gliede  das  nte 
darauf  folgende  erhalten,  wenn  man  anstatt  a  durchgSngig 
a\-nd  und  ebenso  anstatt  au  ci^,  its,...  fiberall  a|-fii<{,  a^'{'nd» 
a^-^-nif.,,  setzt  Bemerkt  man  hiezu  noch,  dass  durch  diese 
Substitutionen  weder  die  Werthe  der  Faktoren  A^  ^i,  A^^  ^3,—, 
noch  aneh  jene  der  im  §.77.  mit  m,  mj,  m^,  inj,...  bezeichneten 
Zahlen  eine  Veränderung  erleiden,  so  ist  sogleich  klar,  dass  aus 
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j«dem  dar  tmm  Aasdrücke  L  und  II.  des  §.  77.  die  Somme  der- 
selben nneDdlieben  Ketke^  jedoek  toii  ibrem  (ft-hl)teD  Gliede  as- 
^efaogen  keredinet,  soivobl  darcb  die  Formel 

ai-nd  I  d  o-l-nd  i  4  o^-nii  i  d 

als  aaeb  dorcb 

gefunden  werde.  Durch  die  beziehungsweise  Subtraktion  dieser 
beiden  von  den  Formeln  I.  und  II.  des  §.  77.  ergeben  sich  dem- 
nach fvlr  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  dif 
beiden  Aasdrucke 

I. 

aJ     S     -S)  +  j/    'S    -Äf^  +  iiaC    'S    -^5)  + 
\«+«cl|4     a\d/  \a^d\d     a\d/         '\»fft<l|4     a\d/ 


and 


II. 


welcher  letzte  sich  auch  auf  die  etwas  kürzere  Form 

III. 


nc{ 


+  (J+^4  +  ^^^^2d)(a  +  (ii  + 


2)d) 


+  ...". 


bringen  lässt. 

Wie  in  §.  77.  darf  auch  hier  nicht  übersehen  werden,  dass 
die  Buchstaben  A,  Ai,  A^  A^,...  in  I.  and  in  IL  imd  III.  nickt 
einerlei  Bedeutung  haben.  Während  sie  nünliob  in  1.  nadi  de 
Ordnung  die  Faktoren  der  gegebenen  Reihen  S  ,  S  ,  S  ,  S  .... 

a\d   a^\d   a^d   a^\d 

bezeichnen ,  drücken  sie  in  IL  nnd  Hl.  die  Faktoren  der  Reihcs 
S'^\4'^\ä\Jd\d""  ''"''  ^«^««fcalb  In  diesen  letzten  For- 
mein  die  Faktoren  derjenigen  Reihen  gleich  0  angenennMa  wer- 
den mfissei^  welche  etwa  nicht  vorkommen  seUleA. 
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Om  ■•  B.  die  SonuM  der  eratea  n  Gliedtr  von  der  m  f.  77. 
berecheeten  aneedlielien  Reihe  su  fisdep»  ergibt  dieselbe  sieb 
aoii  I.  eegleieh 

^  \t+3ii|3       113/  '^  27Ö Vlf3»|3       IIV 

oder: 

919  9n«+24n  +  13  29(ön+23) 

40950  "^  135(3n+l)(3ii+4)(3fi+7)  ""W0(3fi  +  10)(3»+13)' 

Bei  jenen  Reihen^  welche  nicht  unmittelbar  nach  §.  77.,  son- 
dern nur  nach  §.78.  suromirt  werden  kOnnen,  braucht  man  offen- 
bar nur  das  eben  gelehrte  Verfahren  auf  jede  einzelne  nach  der 
dortigen  Vorschrift  sich  ergebende  Gruppe  von  Reihen  anzuwen- 
den, uro  auch  in  einem  solchen  Falle  die  Summe  der  ersten  n 
Glieder  der  gegebenen  Reihe  durch  einen  geschlossenen  algebrai- 
schen Ausdruck  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  in  §.  78.  beispielsweise 
vorgelegten  Reihe  findet  man  auf  diese  Welse  durch  wiederholte 
Anwendung  der  Formel  I. 

-hC  ^  -^)+ri(^-^) 

ll\l+3n|3       i|3/         ilVs+4iil4       W    ' 
oder: 

1  1 


5       (3n+l)(4»+6) 


Ferner  wird  es  kaum  der  Erwähnung  bedürfen,  dass  die  in  §.80. 
gemachte  Bemerkung  über  die  Ausdehnung»  welche  den  Formeln 
des  §.77.  in  der  Anwendung  auf  irrationale  nnd  transzen- 
dente Wertbe  der  Anfangszahlen  zuweilen  gegeben  werden  kann/ 
nun  auch  bei  der  gezeigten  Summirung  einer  endlichen  Anzahl 
der  ersten  Glieder  jener  Reihen  ohne  Weiteres  ihre  Giltigkeit 
behalte.  So  findet  man  für  die  Summen  der  ersten  n  Glieder 
von  den  beiden  in  §.  80.  als  Beispiele  angefahrten  Reihen  die 
Ausdrficke 

1      %    _i         a       ^  3V2-2 2tt-hV2+2 

''v«+i|*    *'v»fi+«n|a         14  2(2n-hv2  + l)(2n-f V2+3) 


und 


8     \ni-l\^      n-^l-^tm\^/        12\7r-|.l|l       x-i^l^9m\*/ 

3«+7  6n+3Ä+7 


12(jr+l)(n;+3)(«+6)       12(2n+«+  l)(2n+!«+3)(2ii  +  »+ö) ' 

30* 
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Da  die  in  §.  79.  eotwickelte  SamiDeoformel  aar  einen  beeonderea 
Fall  des  $•  77.  aosmaeht,  versteht  ea  sich  von  seihst»  dass  aoeh 
aus  der  ersteren  auf  dem  gleichen  Wege  die  Summe  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Gliedern  der  Reihe  durch  einen  geschlossenen 
Ausdruck  dargestellt  werden  könne,  was  aber,  als  ohnehin  be- 
kannt» hier  keiner  weiteren  Ausführung  bedarf,  sondern  nar  der 
Vollständigkeit  wegen  in  Erinnerung  gebracht  werden  mnsste. 

(Die  fweito  Abtheilimg  folgt  baldigst  im  nlehBten  Bande.) 
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Note  8ur  le  changement  des  variables  dans  les  inte- 
grales multiples. 

Par 

Monsieur  Dr.  G.  JP.  fF.  Baehr 

k  Groningoe. 


On  sait  que  la  aubstitation  de  noavellea  variables  dans  les 
integrales  multiples  a  6i^  appliqu^  le  premier  par  Euier  auz 
integrales  doubles,  et  qu'apr^s  lui  Lag  ränge  l'a  etendue  aux 
integrales  triples.  La  symetrie  de  la  formule  pour  ces  deux  cas 
laisse  aisement  prevoir  ee  que  celle-ci  devient  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables;  mais  il  seroble  que  les  demonstrations 
pour  ce  cas  g^n^ral  laissent  encore  ä  desirer  quaot  ä  l'evideoce 
et  la  clarte  du  ralsonnement  On  u'y  voit  pas  comment  les.  limi* 
tes  des  nonvelles  variables  däpendent  de  eelles  des  anclennes, 
tandis  que  le  signe  du  produit  des  dlffereotielles  dans  Tiotegrale . 
transfonnee  reste  Indetermine.  Au  eontraire,  en  s'appuyant  sur 
cette  propriete,  qu'eo  genöral  on  peut  däcomposer  une  integrale 
multiple  en  un  certain  nombre  d'integrales  semUables,  o&  Tordre 
des  integrations  est  chaoge  arbitrairement,  on  est  conduit  a  la 
formule  generale  de  transformation  d'une  manl^re  directe  et  natu- 
relle» qui  determine  en  memo  temps  ee  signe  et  ces  limltes. 

Avant  de  montrer  cela,  il  ne  sera  peut-etre  pas  sans  inter^t 
de  donner  pour  la  transformation  des  integrales  simples  une  de- 
monstration  geometrique,  qu'on  ne  trouve  pas  dans  les  traites  sur 
ie  calcnl  integral. 

1. 

Lemme.  Soit  deerit  dans  l'angle  droit  YOX  (tab.  1 V.  fig.  L) 
on  trap^ze  reetangle  ABCD,  et  dans  Tangle  adjacent  XOZ,  sur 
U  meme  base»  le  trap^ze  ABEF,  dont  les  c^tes  AFetBE  sont 
arbitraires.     Si  Ton  construit  un  troisieme  trap^ze,   en  menant 
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CH,  DG,  FP,  EM  paralUles  k  la  base  AB,  pvis  HK  et  GJ 
paraltöles  k  Thypoth^nuse  FE  et  faisant  PQz=OJ,  MNz=iOK: 
ce  troisi^me  trapöze  MPQN  aera  ^gal  au  premier  ABCD. 

Eo  effet,  les  triangles  semblables  OGJ,  OHK  et  ELF  doBoeit 

OGi  OJ=i  OB:  OK=EL:FL 
c*e8t*ä-dire 

AD:PQ  =  BCiMN=zlllP:AB, 
d'oü 

AD  +  BCiPQ+MN-MP:AB, 
donc 

(AD+BC)xABz=:(PQ+MN)xMP, 
ce  qai  prouve  T^galit^  des  deux  airea  ABCD  et  MPNQ. 

Si  l'on  prend  CD  parallele  k  AB,  QN  sera  paraltele  k  PM, 
et  aloM  Ott  attra  de  m^me  reetangle  ACis:  rectangle  PK 

G^n^ralement  on  peat  repr^senter  rtntögrale 


,;=/**•  F(x)da: 


par  une  alfe  plane  ABQP  (tab^iV.  fig.S.)  cwnipriie  emtre  Taie 
des  abBcisBMy  ime  coarbe  PQ  ou  yat/X^)>  ®^  leaerdoBB^es  ei- 
tr^mea  ^P  et  £Q»  correepoodatitea  aus  abaciaaea  O^  =  o:«  et 
OB  tts  oTii.  Elle  eat  aiors  la  llmite  de  la  aomme  dea  rectangleB 
Ineertta  tele  que  abed,  quand  Ie  nombre  de  ees  reetaaglea  wgiaeate 
k  t'lnfim.  81  par  lea  poInts  e  et  f,  oü  les  ordom»^  proloBgcei 
du  et  eh  ooopeat  ane  coorbe  quelconqoe  P'Qf,  tracäe  dana  Taagle 
XOZ,  on  tn^ne  dea  parallMea  k  OX,  et  da  point  i,  oü  Ie  proloi- 
gemeot  de  td  ceope  Taxe  des  y»  une  parailMe  ift  k  la  corde  tf 
de  P'if  i  puls  ibn  paralMe  ^  OZ,  on  formera  nne  aaite  de  rect- 
angles  tels  que  ghlm,  qui  respectivement  seront  ^gaux  anx  rect- 
anglea  abcd.  La  aomme  des  rectaogles  abcd  ^tant  <$gale  k  celle 
des  rectangles  ghlm,  ces  deux  sommea  convergeront  vers  la  intoe 
limite,  qui,  pour  la  derni^re  somme,  sera  repriSsent^e  par  Taire 
A'B'^P"  comprise  entre  certaine  courbe  P^Qf,  förmige  par  les 
points  l,  Taxe  OZ  et  les  ordoaoees  extremes  A'P"  et  B'Q*,  cor* 
respondautes  aux  abscisses   OAi  =  2^  et  ^|  =  Ox«. 

II  est  Evident  qu'^  In  limlte»  lorsqoe  Ie  reetangle  gUm  devieat 
Infialment  petit ,  Ik  sera  parallMe  k  la  tangente  ea  e  ^  la  cooflie  PQ. 
et  si  Ti^qaation  de  eette  courbe,  par  rapport  aux  axes  OZet  OX 
de«  d^  et  dea  t,  est  x^^x),  on  aora  alors 
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de  Sorte  que  r^quation  de  P^Q^  sera 

gt=  Ok^  Oi.Taiig*£0==y9)'(z)x=fT(x)9'(z)53JR(9M;)9'(«); 

par  coDM^qaent,  b\  anx  aires  on  substitiie  les  int^alea  qo'elles 
repnteenteot,  et  remarqaant  que  pour  avoir  l'aire  A'B'QfP"  on 
peot  eoiisidiSrer  z  comfne  v«riable  ind^ndante,  Ton  obti«Dt 

et  1  on  voit  sur  la  figure  que  Xq  =  OA'  et  z»  =  OB'  eont  döter- 
minies  par  lea  äqnations 

«o  =  9>(«o)*    ^•  =  9(*iO- 

La  figure  donne  encore  la  d^monstration  de  la  forniule  poor  la 
difff^rentation  dea  fonctions  de  fonctions.  Quand  on  considdre  x 
Gomme  variable  primitive»  y  sera  une  fonction  de  fonction  de  x, 
et  cn  sera  TaccroissemeDt  de  y  qui  correspond  ä  Taccroissement 
arbitraire  gh  de  x,  tandis  que  Ton  a 

cn  =  ed.lwgnde  :=  ep.Taugpef.  Taxtgnde, 

ce  qui  ä  la  iimite,  lorsque  ep  est  infiniment  petit,  devient 

,        ,    du  dx  dy      dy   dx 

On  peot  ^ndre  cette  d^Smonstration  g^om^trlque  k  un  nombre 
quelconque  de  variables »  en  prenant  successivenient  (tab.  IT. 
fig.3.)  OU,  OF,  OfF,  etc.  pour  axes  des  u^  v«  loj  etc.»  et  tra^ant 
dans  les  anglea  droits  Z0(7»  ÜOV,  FOW,  etc.  des  conrbespoar 
repr^eoter  les  fonctions  xzzgf^(u%  uz=iqf^{v)9  e=:^(t9)»  etc.  Alors 
OD  verra  sur  la  figure  que  loa  a 

a^^aF^^.^.^.^.^dMi>. 

^  dx   dl     du      dv     dw 

ou 

dy^d^  dx  dx^   du  de 

2. 
Conaid^ons  oaintenaal  en  pfemieK  Ken  riottfgrale  double 
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J^f'^f^^  FXx.9)dxdy. 


et  supposoDS  qa'on  veuille  sabstituer  au  variable«  d:  et  jf  dem 
nouvelles  variables  u  et  o>  liöee  aux  premi^res  par  les  relatioiis 

*  =  /i  («.•).  af  =  A(«-»); 

11  faudra  GomineDcer  par  introdoire  ä  la  place  de  y  Hoe  des  dm- 
velles  variables  o,  et  a  cet  effet  on  d^duit  des  deox  relatioBs 
dorniges  9  par  r^liminatlon  de  Fautre  variable  », 

de  Sorte  qo'en  posant,  poor  dötermlDer  les  limltes  de  e> 
et  supposant  qae  ces  öquations  doonent 
on  aora  d'abord 


.=/-/•"  ^■nf.i-: 


car  pour  chaqae  valenr  particuli^re  de  x  rint^gration  par  rapport 
k  V  doDoera  la  mdme  valeur  qae  rintägration  par  rapport  k  jf  dau 
rintc^grale  primitive»  de  sorte  qn*ea  les  deux  cas  on  aorail  k  in- 
tegrer ensuite  par  rapport  ä  ^  la  m^me  fonctioo  de  x  eotre  les 
nitoes  limites  ^o  et  ^p«.  / 

Apr^s  cela  II  reste  encore  k  remplacer  x  par  i'aatre  aoavelle 
variable  u,  aa  moyen  de  la  premi^re  relation  donnde  :r=/i(«.9); 
mala  od  ne  voit  pas  d'abord  commeDt  celase  poorrait  faire«  ptrce 
qae  cette  relatioa  coatient  v,  qai  est  la  variable  de  la  pre- 
inidre  Int^gratioa  ä  faire,  de  sorte  qa'alnsl  Ton  est  condait  a  cbaa- 
ger  aoparavant  Tordre  des  integratibns  dans  la  demUre  forme  de  / 

Laissant  de  c^td,  ici  de  m^nie  qoe  dans  ce  qai  snit»  les  cas 
oü  la  fonction  k  intägrer  deviendrait  lofinle  ou  disconteoae  estre 
les  limites  de  l'intdgratioD,  on  peat  sapposer  qae  chacnae  des 
fonctioDs  ^,{x)  et  (Pf(x)  croisse  toajours  dans  le  mtoe  sens  entre 
les  limites  x^  et  Xn^ 

8'il  en  dtait  aatrement,  on  poarrait  partager  rintervalle  de 
«0  i  ^s  ^n  parties»  poar  chacnne  desqaelles  cela  eAt  lieii»  ran- 
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geant  ^  eet  effet  entre  x^  et  Xn  paf  ordre  de  grandeor  lea  racines 
des  ^oatioDS 

ite"""*    dx     ^' 

qoi  aeraient  comprisea  eDtre  ces  limites,  et  alora  ä  la  place  de 
J  OD  aurait  ä  coDBiderer  une  aomme  dIntiSgrales  aemblablea,  pour 
chacone  desqaellea  les  fonctions  ^^  et  q>,  satiaferaient  k  la  sap- 
poaitioo. 

Soit  dooc  Xn^XQf  et  supposona,  poar  fixer  iea  idt^a,  que 
chacane  des  fonctions  ^/<«)  et  ^/o;)  s'accrolsse  positiTemeot  de 
sco  k  Xn,  qu'entre  ces  limites  on  alt  toajours  ^,{x)  ^q>g(^)»  et 
qoe  de  plus  if,(xn)  <  9,(xo).  Alors  Tlntögrale  J  devra  ^tre  <$ten- 
due  a  tons  les  poiats  dune  alre  ABCD  (tab. lY.  fig. 4.)>  com- 
prise  eotre  deuz  coarbes  AB  et  CD,  dont  les  ^qaatloDS  soot 

et  les  ordonn^es  eztrtoes  or«^  ®^  ^nC^  correspondaates  aax  abs- 
cisses  Xq  et  Xn»  et  il  faat  remarquer  qoe«  d'aprto  les  supposi- 
tions  Utes  par  rapport  anz  limites»  cette  alre  dolt  Atre  parcoome 
dans  le  seos  des  e  et  des  x  positifs.  Cette  integrale  sera  donc 
ögale  k  la  somme  de  trois  integrales  semblables»  ^tendnes  respec- 
tivement  aux  aires  ABE,  EBFD  et  DFC,  dans  lesqnelles  se 
partage  Taire  ABCD.  L'intiSgrale  relative  k  la  partie  ABB  s'ob- 
tiendra  aossi  en  intägrant  d*abord  par  rapport  k  x,  depais  xszx^^ 
jasqn'ä  la  valeur  de  x=sab  en  fonction  de  v,  que  donne  l'öqua* 
tion  v^=if,(x),  et  ensnite  par  rapport  &  e,  depuis  9  =  oToil  =  ^i(^o) 
jusqu'ä  V  SS  XoE:=zxuB=i^f(x*)i  ^^'^^  relative  k  EBFD,  en  in- 
tegrant  d*abord  par  rapport  k  x,  depuis  x^Xq  jusqu'ä  x  =  Xn, 
et  ensnite  par  rapport  k  v,  depuis  e  =  x^  c=  ll'/C^s)  jusqu'ä 
v=iXoD=:xnF:=zg>,(xt^;  Celle  relative  k  DFC,  en  int^grant 
d'abord  par  rapport  k  x,  depuis  la  valear  de  x::sed  en  fonction 
de  o,  que  donne  Täquation  ess^,(a;),  jusqu'i  x=iXu$  et  ensuite 
par  rapport  k  v,  depuis  9  =  9/^0)  jvsqu'ä  e  s  o^^C  s=  ^i(««)* 
Aiasi,  si  des  ^quations 

Ott,  ee  qni  revlent  au  m^nie»  des  ^quations 

y^x)  =/(ar.e)t    g)(ar)  =  /(»•»),. 
on  tire 

et,  si  Ton  pose 
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OD  aara: 

Jz=LJ        "  rft».  /  Vdx^- 1  dv.  I         Vdx 

f*(«o)  »#*(•) 

Ott  i*ordre  des  iot^gnitioiia  est  interverti* 

II  mpöxte  de  remarqner  qne  cette  fornrale  subeiete  tonjasn. 


quell  ea  qne  aoient  les  fonetlona  t|;,(ar)  et  qf,(s),  poamr  qae 
cane  d'etles  croiaae  toujoura  dana  le  ui^me  aena  e&tre  le«  Ifanites 
3^0  et  xn»  Soppoaona,  par  exemple^  qae  lea  ceorbea  ^,ix)  et 
<p,ix)  ^  coupent  entre  Xo  6t  Xn,  qae  la  premi^re  a'aecroiase  tao- 
dia  que  la  aeconde  döcroisae  conatamment  entre  cea  limitea«  Gomme 
le  repr^eate  la  fig.S.tab.IT.  Alora«  ayant  ^ard  k  l»8ipiificmti«tt 
dea  limitea,  on  Term  qne  la  partim  de  J»  depoia  le  point  d«  reiH 
contre  G  dea  eonrbes  ^,  ei  qf,  Jaaqn'4  Fordonn^e  estt^me,  eer- 
reapoodante  k  Wn»  eat  n^tWe»  de  aorte  que  Tod  a«fE 

J=  mt6ff.(AGD)'-mi^.iGßC)» 

oü  malntenant  lea  deux  airee  AGD  et  GBC  doiireut  4tm  par> 
connies  dana  le  aena  de«  :r  et  e  poaitifa;  mala,  dana  ee  nteie 
cas^  la  formnle  feprtfaentera 

inl^.  (ABE)  -^  int^gr.  (EBFD)  —  int^.  (JFDC), 

oä  les  troia  airea  doivent  ^tre  parconruea  dana  le  aena  ptwitir; 
ajoutant  lea  denx  dernl^rea,  ellea  ae  r^dniaant  k 


au 


ittt^.  {ABE)  —  bt^gr.  (BEDC) 


\ni^gT.(AGD  +  EDGB)'^int4gr.(EDGB+BGC), 


ce  qni  ae  röduit  ä  la  valeur  präc^dente»  parce  que  lea  termea 
+  EDGB  et  —  EDGB  se  d^trnisent.  De  la  radme  manitea  an 
ae  convaiocra  de  l'ideDtM  dea  de«z  demi^rea  fwaiea  da  J  daas 
d'autres  caa  poasibles. 

Maintenant  11  eat  clair  que  Ton  pent  introduire  ti  &  la  place 
de  ;r>  au  rooyen  de  la  relation  x  =  /|(t(.9);  car,  qnoique  cette 
relatlon  introdulaae  en  mdme  tempa  e,  le  röanltat  de  la  premitoe 
Integration,  qui  doit  avoir  Ueu  par  rapport  k  ti»  aera  ia 
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foDctiofi  de  V,  qua  celie  qae  Ton  atirait  obten««  en  faitägrant  pw 
rapport  k  x,  poarvü  qoe  les  limites  de  u  Boient  coDTenablement 
dedaites  de  cellea  de  a. 

AiMi»  81  xssfi(u.t),   doDne  u^Sf,„(a.v)f  aus  limites 

de  :r,  correspottderent  redpecti?emetit  les  limites 

♦/f.(a?o-»)»     ♦/i.C^»-«),     */«.(*««.»),      ♦mC^,,©.©) 

de  M«  et  1*00  aura 

J=/  *•/  Vdu^j  dv.l  V'du 


+/"'*'•>  d./ *'""••%'*. 


oü   F'  est  ce  qne  devient 

loraqn'a  dP  od  y  aabstitue  /|(ii.e).  II  est  ^Fideat  qae  par  cette 
^abatittttion  f{x.v)^sy  et  F(x,f)  deviennent  respectivement/^(tf.o) 

et  F(/i'ft)9  tandis  que  pour  aavoir  ce  que  devient  ^  oo  diffärentie 

Tiden tit^  ft^fiffV)  saccew^^meDt  par  lapport  k  u  M  v,  ce 
qui  doane  les  ^uations 

llv       dfi '  dv    •   dv* 

^^df  dn 

du       d/i*'3u* 

df 
dont  la  seconde  sert  k  ^Kminer  -tV,  de  eorte  qae  reo  obtient 

du  '  dv       du*  dv       dv  '  du* 
donc,    d^ignant  par  «  et  y  lea  fonctions  A  et  /^  oo  aora 

Od  voit  ici  qae  dans  le  calcal  da  facteur,  qai  multiplie  ie  pro- 
dait  dudv  dee  DOH^ellee  rariablee  dana  i'intdgrale  traDsform^» 
tl  fant  qu'oD  prenne  en  coDsidäration  par  rapport  k  la  qaelle  de 
ces  variablea  doive  avoir  liea  la  promUre  int^gratlon;   car,  dans 
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V  oe  factenr  cbauge  de  signe  si  l'on  ^hange  eotre-ellM  ks 
variables  u  et  v. 

II  auit  de  ce  qai  pr^^de  que  Ton  obtient  iee  liniltes  dau 
rint<$grale  tranaforni^,  ei  ti  est  la  variable  de  la  premi^re  hiie- 

gration : 

1^.  en  öliiniDaDt  y  et\u  eotre  Iee  relationa  dp=:/|(«.e), 
5y=/t(ti.e)  et  r^qoatioo  y=^(a?)  ou  y=:fp(x)»  ce  qai 
donoera  v  s  ^^(a;)  et  o  =  ^#(^) ; 

2^.  en  ^llminant  eotre  iee  mtoee  dqaatioiia  Iee  ancteniies 
variables  o?  et  gs  ce  qni  donnere  tis=^^(^^e.«)  et 
u^^,„(g>„v.ti)i  et 

3^    en  tirant  ac=:^^,(e.j?)   de  ssufiiu.v). 

Seit,  poar  prendre  an  ezemple  oü  la  thöorie  e'appliqoe  fad- 
lemeot»  l'intögrale 

oü  ron   voodrait  subetitaer  k  s  et  g   iea  variables  «  et  o,   as 
moyen   des  relations 

a;  =  iiCose,    ysstiSine; 

00  aura  ipix)  =  go  ^^  9(^)  ^  9«*    L'^limioation  de  jf  et  ac  eotre 
ces  deux  relations  et  rdquatioo  g^szg^  oa  y^gm  donne 

ü  =  ^Xar)=:ArcTang^,    e  =  9;(a:)  =  ArcTang^; 

Celle  de  ^  et  y  eotre  les   m^mes  ^qoations,  ce  qai  daos  oe  cas 
particulier  revient  k  öliminer  y  daos  y  stiSioe« 

et,  X  =  tiCose,   donne  u=i^,„(v,x)ss  ^rrz,  tandis  que  Ton  tronve 
F=-f  ti;   00  a  donc 

*•  SÄT  *•  Gm« 
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La  soDme  Am  cef  trois  integrales  donne  en  eflet 

comme  Ilnl^rale  primitiTe;  mais  dans  ce  caa  on  peal  aowi  v^ri- 
fier  la  transfonn^  par  des  eonsid^ratioDa  gdomötriqae«.  Soit 
'fi>dro  et  yB>yo»  ^1^^*  rintögrale  primitive  est  ögale  k  l'aire 
poeitive  JACD  (tab.IV.  fig.6.),  et  lea  nonvelles  variables  eont 
les  eoordoan<$e8  polaires  des  points  doDt  les  aociennes  sont  les 
coordonn^es  rectangulaires.    Integrer  udu  par  rapport  ä  u,  depuls 

«ss^,         josqn'^  uszJ!^,   c*est  prendre  les  ^l^meDts  du  plan 

qoi,  compris  dans  l'angle  BAxq»  sont  sitaös  sur  nn  mdme  rayon 
vectear  faisant  an  angle  e  avec  Oxq,  et  cette  somme  est  posi* 
tive>  parce  qo'elle  est  prise  dans  le  sens  oü  ce  rayon  augmeote; 

integrer  ensnite  le  r^snltat  par  rapport  k  e»  depais  Tang«==^ 

jiisqo*ä  Taoges^^  c'est-ä-dire,  depois  e=JOd;  josqa'ä  v—BOx, 

c'est  prendre  la  somme  des  4\4meni»  qai  sont  compris  daos  le 
triangle  BAE,  mais  cette  somme  sera  niSgative»  pnisqu'elle  est 
prise  dans  le  sens  oü  v  dimione;  donc  la  premi^re  partie  de  l'in- 
t^grale  transform^  donne  —  Aire  AEB.  La  seconde  partie  don* 
nera  premiörement  la  somme  positive  des  Clements  qai»  sur  nn 
m^me  rayon  vectenr,  sont  compris  entre  les  ordonnöes  correspon- 
dantes  anx  abscisses  x^  et  Xn,  et  ensnite  la  somme  positive  de 
ces  Clements  qai  sont  compris  entre  les  rayons  vecteurs  OB  et 
OD,  c'est-^-dire  l'aire  +EBFD.  La  troisi^me  partie  donnera 
premiörement  la  somme  positive  des  d^ments«  qoi,  sur  nn  mAme 
rayon  vecteur^  sont  compris  dans  Tangle  DCF,  et  ensnite  la  somme 
oögative  de  ces  ^läments»  qni  sont  compris  entre  les  rayons  vec- 
teurs OFet  OC,  c'est-ä-dire  —  AireFDC.  Ainsi  la  transfor- 
iD^e  donnera 

— aire  i<££ -faire  JEBFJD-aire  FDC, 

ce  qni  se  rMult  h  Faire  du  rectangle  ABCD. 

81  Ton  ^faange  entre  elles  les  lettres  m  et  e  dans  les  rela- 
tions  qni  lient  les  nonvelles  variables  ans  andennes,  c'est-ä-dire, 
81  Ton  pose 

:r=:eCostf,    ysseSinti, 
OD  aura: 

♦•(♦•<>•»)  =  ArcSlnas^,    ^^(9^e.e)=ArcSln&=^ . 
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^^ar.ü)  =  ArcCo»=-,  et  F|  =  — r» 
et  la  traDefomi^  eera: 


«» 


V(V+»o*J  »••«V  VC«oSt/>  «1»=^ 

ce  qai  se  v^rifie  encore  aU^ment  par  des  coDsId^ratloDS  g^om^ 
triqnea.    En  effet  (tab.  IV.  flg.  7.)»  int<$grer  par  rapport  ä  ic  depo» 

Ce8ti=-^  jusqu'ä  Sinus ^,  c'est-ä-dire,  de  tismOlT  josqnl 

tf ssnOJC»  c'est  prendre  ia  somine  negative  des  ^l^ments  doplan, 
qui  sollt  comprls  datis  l'angle  EAB  et  situ^s  sur  ue  mdse  iic 
-de  cercle  mn,  dopt  le  rayon  est  Om=:^v\  integrer  eosaite  ce  re- 
snltat  par  rapport  h  v»  depuis 

eÄV(a?o*+yo*)  j««q«'Ä  «» v(«te*+SN>^> 

e'est  ^tendre  oette  somme  |i  l'aire  ABB,  oü  BE  est  an  arc  de 
cercle  dtfcrit  du  ctntre  0;  wnsi  le  premier  ternie  entre  las  cio- 
obets  donne  ^  aire  ABE^  Le  eecood  terme  donne  premldreoeot 
ia  eomme  negative  de  tona  les  ^IdneDts,  qni  aor  qo  ni^me  vc 
de  cercle»  sont  compris  entre  It«  ordoon^  extrinea»  correspti* 
dantes  anic  abscisses  ^q  et  or«,  et  enenite  la  ^nomine  negative  de 
ces  tfUmenta  n^gatifs,  parce  que  cette  somne  doit  ^tre  priae  dwa 
OD  aens  eü,  aur  la  figare«  le  rayon  o  diminue^  Ja  limite  inf<irieQie 
Vix^Alfi?)  ^taot  plus  graode  que  la  limite  anp^rieqre  VCa^Hj^*); 
aiosi  le  deaxlöme  terme  donne  -faire  DFBE,  oü  DF  est  oa  m 
de  cercle  d^rit  du  centre  O.  Le  troisiöme  revient  k  -~aire  DFC, 
et  ainai  la  tranaformiSe  est 

J=^^{^ABE+DFBM--'DFC\ 

oa 

J=^\^(ADb  +  DbBB)+(DbBE+bFB)^(bFB+DbBC)\ 

et,  rödaiaant, 

J  =  ADb  +  DbBC  =  ABCD. 

Si,  dans  ta  mdme  Integrale»  les  relatloiis  entre  les  nonvelles  et 
les  anciennes  variables  sont 

jr  =  mt  -f  /Je,    yssü/u  ■{•  ß^t. 
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la  transform^  aera : 


9=(aß)^J'     ^'^       do.f     ^    du 


oü  (aß)  döfligne  ie  döterminant  aß' — i/ß. 


a 

Gonaid^oDa  mainteDant  Tlnt^gräle  trtple 

qoi  doit  Afre  ötendoQ  h  toaa  lea  pointa  da  l'eapace  compria  enfra 
las  anrfacea  courbes  ABCD  et  EFGH  (tab.  IV.  fig.  8.)  oa 
z  =  »(dr.y)  et  sss^Ca^.jf)«  et  terminöe  d'ttaa  pari  par  demc  per- 
tiona  de  ciliodrea  BPQG  et  ERSF»  dcat  las  ^quationa,  aipsi  que 
cellaa  de  leura  intersectioaa  iPQ  et  /^S  aTec  le  plan  dea  j?^«  aoient 
y=-^(^)  et  yz=i^(x),  et  de  l'aatre  par  lea  plane  x:=zxq^OJ, 
xszxu^  QK.  Lea  diffärentea  mani^rea  dont  on  peot  parcourir 
cet  eapace  donneront  lieu  k  aatant  de  cbangementa  dans  l'ordre 
^tB  int^at^oos. 

Od  peat  admattra  qa'aatra  lea  lioittaa  de  Tint^grale  lea  aar- 
faeaa  n  ^u  o'aftt  aucun  point  paar  leqnel  le  plan  taogent  eat 
pacalldia  an  plan  dea  xy,  car,  aaaiogoemaat  h  ee  qni  a  M  dit  ponr 
riot^imla  daubJe,  ao  paat  toojaara  dtkompaaer  J  an  pattjaa«  qui 
flatiafiHit  ä  eatle  aappaaitian.  8iipppaoaa  da  pln«  qn'eatra  cea 
limites  an  ait  taujoars 


ip{x)  >  ^(«),    <»(«.y)  >  «(or.y), 

augmeatent  an  mAme  teaip0 
ira  particoli^ea 

£Qs^(/r.)  et  JR^q^x^), 


qne  cea  fanctiana  augmeatent  an  mAme  teaip0  qpe  :r  et  ^f,  et  que 
de  pina  dea  valaora  particoli^ea 


aiDsi  qne  de 
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CQ  =  n(xm.^x»)  et  AB;sn(xQ.^pxo), 

SB=zn(afn.g>Xn)  et  PHssQ(xo.ifZ^s 

6rQ==S(dr».tA)  et   REzsQ(xo.ipSo)» 

la  seconde  seit  plas  grande  qne  la  premi^re. 

Apr^s  cela»  si  w  doit  rester  la  variable  de  la  demiAre  int^ 
gration,  on  coapera  Tespaee  AF  par  des  plaos  paralMes  aa  plaa 
des  yz,  ee  qiü  donnera  des  intersectioos  comme  la  fig.9.  tab.  IV.,  im 

AB:=zilf(x),  ACs=:^(x), 

BDz=:n(x.i^x),        CEzsic(x.ipx), 

BFss  ^(x.^x),        CG  =s  Q(x.fpx), 

taodls  qae  les  ^qaations  des  conrbes  DE  et  FG  sont 

x  =  n(x.jf),    t=ij^{x.y)» 

oü  X  est  coDsider^e  comine  nne  constaote;  et  apr^  avoir  ^teodi 
rint<Sgrale  k  l'alre  DEFG,  on  int^grera  Ie  r^soitat  par  rapport  a 
0?»  de  Xq  k  Xu-  Ici  on  peut  intervertir  Tordre  des  int^grations 
par  rapport  k  y  et  x,  et  sl  des  öquattons  des  conrbes  DE  et  FG 
on  tire 

y  =  n,{x.z),     y=:Q,{x.z), 

on  anra,  comme  il  a  ^t^  montrö  ponr  les  iotägrales  donUes, 
J^zl     *Hx]\  dx\  Vdy+l  dz\        Vdm 

Si  y  doit  devenir  la  variable  de  la  dernidre  iotögration»  on  prea- 
dra  les  plana  s^cants  paralleles  au  plan  des  xx^  ceqni  donnera  encore 
des  intersections  comme  la  fig.  9.  tab.  IV.,  miüs  ici  on  anra  4 
distingner  trois  cas  par  rapport  an  plan  s^aat;  c'eat-jl*dire,  si 
les  «Sqnatioos  des  conrbes  PQ  et  RS,  on  3f  =  ip(dp),  y^zip{x) 
donnent  x  =  flf,(y)»  x=s^,(y),   on  anra 

10.    de  y  =  JP=  ip{xo)  jnsqn'ä  y  =  £Q  =  ♦(«•) : 

AB  =  Xo.  AC:=if,(9)' 

BD-  n(x^.y),     CE^  «(*/»..y), 

20.    de  y  =  ^(ar«)   k  y  =  JÄ=g)(ar<^: 


Digitized  by 


Google 


datiB  Us  integrales  mulHples. 


465 


BD=z  «(a?o.y),        CE  =  »(a?«.y), 
irF=So(aro.y),      CG  =  ö(ar..y); 

3»     de  y  =  9>(^o)  ä^  y  =  *Ä  =  g>(«i.) : 

BF=  5(y,y.y),     CG  =  o(«w.y); 

Undis  qae  les  ^uations  des  courbea  DE  et  FG  sont 

z=:Ä(a?.3f),    «  =  5(a?.y), 

JC  ötant  Taxe  des  o?»  et  y  ^taDt  constant  Ainsi,  quand  x  raste 
la  variable  de  la  premiöre  Integration  J  devlent  la  softirae  de  trois 
integrales,  savoir: 


J  = 


5P(*o) 


rfjf 


<2^ 


«»Cro) 


d» 


SPiür) 


ite 


0(«.8f) 


mais,  qnand  oo  prend  a:  pour  la  variable  de  la  premi^re  int^gra- 
tion,  chacune  de  ces  integrales  se  partage  de  nonveau  en  trois 
antres,  et»  si  des  dquations  des  conrbes  DE  et  FG  oo  tire 

OD  aura»  co»mme  il  a  ete  montre  poor  ies  integrales  doubles» 


P'l'^'n^^    H»(*-y-sr)^  l*'^-»>«^       louo.sr)    ,  \^'(3f)„^ 


^K*o) 


Oi^^'9) 


dt 


O(*ov) 
<{z  Vdx\\  d%\  •  FAr 


I 

•^d«!  &  F€te+  dlx     ■     FAr 


o^Vy)  &!'• 


a(«o-f) 


I  e«(y.s) 


f<«o) 


Theil  XLI. 
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Si  t  doit  devenir  la  variable  de  la  deroi^re  int^atioo,  ob 
prendra  les  plana  aöcaats  (tab.  IV.  fig.  8.)  paralUles  an  plan  des  jy, 
et  lenra  ioteraectiona  avec  Teapace  limtt^  DF  aeront : 

1®.  De  z=:PD  =  n(xQ.^Xo)  jnaqn'ä  i  s=CQ=«(af«.t^,), 
dea  trianglea  mixtilignea  APb,  l'^quation  de  la  conrbe  ab  ^taot 
x:^n(x.y)  ou  y^=^n,{x,x)^  oü  z  eat constant.  Lea  coordonneefi 
du  poinf  6  aont  diStermln^ea  par  cette  eqoation  et  r^qnatioD  de 
la  courbe  PQ^  y^=^Mp^)^  anppoaona  qne  Ton  eo  tire  ;r  =  t|7«(:), 
alora  on  ötendra  l'int<$grale  ä  Taire  dont  APb  est  la  projectiov. 
en  intägrant  d'abord  par  rapport  ä  y^  de  ^y  =  mn  =  ^(:r)  jatqa'a 
y=:mo  =  9FX:r.z),  et  enauite  par  rapport  k  x,  de  xtsxq  jusqo'a 
x=zOb'  =  flß„(z). 

2®.  De  2  =  n(xm»'^Xn)  juaqu'ii  x^ss  AR=:zn(x0.^XQ),  des  qua- 
drilatöreamixtilignes  P(Ci2Q,  P^qaation  de  cd  i^tant  encore  z=3k(x.5], 
ou  yzsnfix.x),  de  aorte  qn'entre  cea  limitea  de  x,  on  int^rera 
premi^renent  par  rapport  k  y,  de  y^^{x)  jasqua  y^%^{x.'^, 
pnis  par  rapport  k  x,    de  x^Xq  juaqu*ä  x  =  Xn> 

39.  De  x:ssn(xo^qfXQ)  juaqn'ä  z:sz  BS^fciXn^fpxn),  des  pen- 
tagonea  mixtiiignea  PRefQ,  les  eoordonni^ea  da  point  e  etant 
d^termln^a  par  rdquation  de  ef,  x=:zn(x.y)  on  y^=ng(x.2),  et 
par  celie  de  RS»  y=:g>(x);  si  cellea-ci  donnent  x=^qfjt),  IV 
t^gration  ponr  cea  airea  se  partagera  en  denz  partiea,  de  x:=Xq 
jnsqn'ä  x=:q>^(x),  il  faudra  intiSgrer  de  yss^l}(x)  jnsqn'ä  y=ip{xl 
et  de  xs^q>^{x)  jnsqu'ä  x^Xnt  de  y:=>i^{x)  jusqu'ä  jf^siX^r.:). 

4<>.  De  X  :=^  n{xn>^Xni  jnaqn'ä  z^PH=iO(xo.nifXo),  des  qua- 
drilaUrea  mixtiiignea  PQSR,  ponr  lesquela  on  intägrera  de  y^^x) 
jnaqn'j^  yz=z,q}(x),  puia  de  x^Xq  juaqn'ä  x^Xn* 

A  partir  de  xssPH,  lea  diffdrentea  aortea  d'iurea  rericB- 
dront  eo  ordre  inverse«  de  sorte  qne  lea  interaectiona  aeront: 

5^.  de  z^o(xQ.fpXo)  jnaqn'ä  x^GQ^^oixwifXm),  despen- 
tagonea  abQSR,  lea  coordonn^ea  de  6  ^tant  d^terminäes  par 
l'öqnation  de  06,  s=S(d?.y)  oa  y=zQ,(X'*)  ^  P^'  ^U^  ^^  ^« 
ysz^x);  ai  cellea-cl  donnent  x=ziif^(x),  l'lnt^gration  ponr  cea 
airea  ae  partagera  en  denx  partiea,  de  x:=zxo  juaqu'ä  x  =  ifjit) 
II  fandra  Integrer  de  yzszQ,{x.z)  jnsqn'i  yzsq>(x),  et  de  xsz^J}) 
joaqu'ä  xozxn»  de  y=zfff(x)  k  ys=9(«). 

99.  De  %rsS(xmJifXu)  JQsqu'ä  s  =  £lts=5(xo.9aro)»  desqna- 
drilat^rea  cdSR,  l'^quation  de  cd  dtant  z=c5(«.jf)  on  ysso/x.s), 
de  aorte  qu'entre  cea  limitea  de  *  on  intiSgrera  premi^rement  par 
rapport  äy,  depnia  y=:Q,(j?.2)  jnaqn'ä  y^qf(x),  pnia  par  rap- 
port k  X»  de  x^Xq  jnaqn'ä  ir  =  ^. 
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7^.  De  7  =  Q(dro*<)^o)  josqtt'ä  %^:zFS^siJÄ{xm*fp»nU  des  tri- 
aogles  efS,  les  coordoDo^es  de  e  etant  d^tennin^es  par  Täqna- 
tioo  de  ef,  y=zo,(jg,x),  et  par  celle  de  RS,  y=iip{x),  si  Cel- 
les-ci  donDent  x=g>^(2),  Tint^gration  anra  Heu  d'abord  par  rapport 
h  y,  de  y=20,(a,t)  jusqa'ä  9=9(0?),  puis  par  rapport  ä  x,  de 
^  =  9^iyW  jusqu*ä  x=iXu. 


Alnsi  on  aora: 
J==  dz         dx 

ri3(*o.9>«o>   ,    I 

+  & 


dx 


'• 


»,(*^) 


^(») 


Vd^ 


9P//#(») 


c2o? 


Frfy  + 


^/*/(«) 


^ 


y^\ 


dx 


'o 


Vdy 


I  «(*,.<'*«) 


C5(*o»9*o)  ,    I  *,!    , 

az        dx 


«0  i  OX«*«) 


cf.T 


vav\ 


^rf:y+ 


i2z 


dx 


Poar  changer  eDcore  daos  ce  r^sultat  I  ordre  des  int^grations 
par  rapport  ä  o;  et  9,  on  remarquera  dans  les  ISgnres  8.  et  10.  tab.  IV., 
que  Ton  a 

Ja  et  Je  =  «;(j:o  .  x) ,        b*b  =  iK*««)  ~  »/(♦ä*  •  *) » 
h'e  =  9)(i^|i,z)  =  nX^mi>t)f        Kd  et  JSr^=  n;/ara.z)» 
tant  qoe  le  plan  s^ant  coape  la  surface  n;  et, 

Ja  et  Je^f^f{xo'*),       b^b=:ilf(<Pjg^)=sJ^,((pj^.z), 
6'c  =  9(g)^)  =  S,(9^z.z),        ifd  et    if/=  5;(a?«.z), 

qnand  le  plan  s^cant  eonpe  la  surface  q.  AIots,  si  Ton  suppose 
que  les  diff^rentes  intersections  sont  senMafcles  k  celles  qui  sont 
repr^sentöes  dans  la  fig.  10*  tab.  IV.,  ce  qui,  comne  on  l'a  tu  pour 
les  integrales  douMes,  donnera  toujours  la  valeur  des  integrales 
etendues  ä  ces  aires,  ponrvuque  les  ordonn^es  des  covbes  96, 
cd,  ef,  cemme  ceUes  de  PQ  et  RS,  augmentent  toujours  dans 
le  m^me  seng  entre  les  limites  de  x,  on  aura: 
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dt\J       ""  dyj         Vdx^J         dyj    *rdx 

Q(s,.^jr^  0#(«o.s)  'o 


Q,(s^.s)         So  «Kso)  S^fdr) 


*%(#o«fso)  ^9>««)  9<Cy) 


../-■'. ,/v^j. 


0<(s..>)        9i(jf) 
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Supposons  eosuite  qae  dans  la  mdme  integrale  triple  od 
Fenille  sobstituer  de  nooTeiles  variables  ti.v.io,  li^s  auz  aDcien- 
nes  par  Ies  relations 

x^fi(u.v,w),    y  =  f^(u.v.w),    «=s/i(ii.t.io); 

on  d^doira  de  Gelles -ci,   par  r^liminatioD  de  tf  et  v, 

lÄ  Fiix.y.w),    <'«  =  "^«^w» 

de  softe  qn'k  la  place  de  x  on  peat  introdaire  to,  ce  qni  donnera 

J=:fdxfds,/V(x.y.FO^dw, 

oa  Ton  deduira  Ies  limites  de  w  de  Celles  donn^s  poor  t,  ao  moyen 
de  röqaatioD  t=2Fi(x,y,w).  Dans  cette  integrale  on  interver- 
tira  Tordre  des  int^grations  par  rapport  k  p  et  w,  et  J  deviendra 
alors  la  somme  de  trois  integrales  semblables,  savoir: 

dF^ 

J=^Sfdxfdu>fV(x.y.F{)^dy. 

oü  ä  la  place  de  y  on  ponrra  Introdnire  ane  des  noovelles  variables 
V,  en  d^dnisant  des  relations 

par  rdiminatioD  de  Pautre  yariable  u. 


y^F^ix.v.to),    dy^-^dv. 


et  J  deviendra 


J  ==  SfdxfdwfV(x.F^.Fx)^*^dv . 

oü  Ton  di^terminera  Ies  limites  de  v,  an  moyen  de  Celles  tronv^es 
poary  dans  Tintegrale  pr^c^dente,  et  de  T^quatipn  y^s^Fofjx.v.to)* 
Enfin  on  changera  dans  ceUe-ci  Fordre  des  int^grations  tellement 
qae  x  devienoe  la  variable  de  la  premi^re  Integration;  alors  k  la 
place  de  x  on  peut  iotroduire  la  demi^re  nonveUe  variable  n,  an 
moyen  des  ^qaations 

dfx 
xss  fi(u.v.to)p        dx=S'-T-du» 
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dont  la  premi^re  servira  aiissi  ii  MdaiTe  les  ümitea  de  u  de  Celles 
de  X  daos  la  dernidre  transformation  de  J.  Finalement  Tod  ob- 
tieot  ainsi 

oü  daas  F^  et  Fi,  ainsi  que  daos  leurs  coefficients  diff^reDtiele,  il 
reete  encore  ä  subetituer  /^  et  f^  k  la  place  de  a:  et  y. 

Remarquant  que  des  relatbns 

OD  a  tir^  successivement 

«  =  /\(ar.y.w),    y  =  Fa(a:.e.w), 

II  est  i^vident  qae  U  Substitution  des  trols  premi^res  daas  les 
deux  derni^res  ^quations  donnera  des  identitäs»  savoir 

done  Fifi.F^.Fx)  devieut  VifoU.ft)*  De  plus»  on  peat  diff^ 
rentier  ces  identitös  par  rapport  ä  Tone  quelconque  des  lettre« 
u^v^w,  et  aiDsi  la  premiere  d'elles  donne,  äcriFant  :r,  jr,  2,  poor 
d^signer  les  fonetions  fi  'f%*f^  de  n,  v  et  w, 

dt      dF\   dx^.dFi    dy     dF\ 
35^  dx  * dw"^  dy  'el^'^dw* 

dz      dF^   ^  .  ^  ^ 
dv^^  dx  ' dv  *'  dy  *^* 

dz^dFi    dx     dF\   dy 
du       dx  '  du       dy  *  du* 

dont  les  deux  derni^res  serviront  h  ^liminer 

dF 

premiere  9   qui  alors  donnera  -^- 

X  V  z 

DMgaoaa  k  eet  eüist  par  Z>    '"'     Ie  dätenniMot 

dx  dx  dx 
du' dit  ' d» 


dF»  ^  dFi 

:3»  **  "^ 


de  h 


dy  dy   dy 
du  dv* dw 

dz    dz    dz 
du*  dv'  dw* 
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et  repr^seotons  de  la  m^me  manidre  Ies  d^termiiiants  d'ordre  in- 
ferieor  qai  peuvent  ^tre  form^s  des  ^l^ments  du  pr^Ment,  de 
Sorte  que 


dx  dx 

dz    dl 

Tu'di 

du'  dv 

*!•*= 

d'^  = 

».e 

^  dy 

u,v 

^.^, 

du'dv' 

du  dv' 

ete.. 


et  qoe 


alors  Ies  deux  derniires  des  trois  tfqustions  pr^ctfdentes  donnent 


dFi     "u.v 


H.«     dFi 


D 


x.z 
tt.o 


dx 


u.v 


•y'    dif      jj£jf' 


tf.V  tt.O 

Sabstitoant  ces  vatears  dans  b  premidre^  I'od  trouye: 

z.y  dFi     dx      y.z     d^  n^'^j.*    n^^^ 


«.V 


dw      äw'     u^v'^dw'     u.v'^dw' 


u.v 


ce  qui»    d'aprds  la  r^gle  poar  la  formation  des  d^termlnants,    se 
r^dolt  k 


dF. 


^x.y.z 
u.V. tu  . 


diu 


D 


x.y 


diSörentiant  ensuite  ridentlt^ 

rfF- 
par  rapport  k  v  poar  obteoir  -^,   et  par  rapport  ^  u  poar  4li« 

mioer   -j^»  ^o  » 

<2.V    .dFa   da:     dF^ 


*» „^  «**^a  "^^  _■  2zll 
^"~  rfa?  'du  "*"  dr 

Ai""  dx' du' 


d'oä 
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Donc  on  trouvera 

VI  •  v  «Iv 

oü  Xy  y,  2,  repräsenteot  les  fonctions  fi,  f^,  f^.  La  forme  de  J, 
faisant  abstraction  des  limitesy  ne  change  pas,  si  la  premi^re  In- 
tegration doit  avoir  liea  par  rapport  ä  v,  mala  Ie  d^termiDaot  de* 
vient  alors 

V.U.W  tf.O.fo' 

parce  qu'oo  a  ächangö  entre-elles  deuz  coloniies»  et  il  repren- 
drait  Ie  signe  -{-  si  v.to.ti  serait  l'ordre  des  inti^grations. 


Pour  Ie  cas  gen^ral  nous  dtoontrerons  auparavaiit  qae  daos 
une  integrale  multiple  quelconque  on  peut  changer  arbitrairement 
l'ordre  des  int^gratioos.  A  cet  effet  il  suffira  de  roontrer  qoe  Ton 
peut  iotervertir  Tordre  de  denx  intägrations  successives^  car  alors 
la  röpötition  de  ce  procädä  pour  la  m^roe  variable  am^oera  celle- 
ci  ä  UQ  rang   quelconque   dans  Tordre  des  intägrations.     Soppo- 

soos  que  Xi,  x^ Xpt  ....Xn  soient  les  variables  des  iot^grations 

soccessives,  et  que  Ton  veuille  intervertir  Tordre  des  intägratioos 
par  rapport  ä  Xp  et  Xp^i,  tellement  que  celle  par  rapport  ä  Xp^i 
doive  avoir  lieu  avant  celle  par  rapport  ä  Xp,  On  peut  admeltre 
que  les  intögrations  successives  jusqu'a  celle  par  rapport  a  Xp 
ont  etö  effectuäes,  de  sorte  qu'en  posant 

fdxp^ifdxp^2 ....  /  Vdxi  =  F,  {xn'  x%^\ ....  Xp^i.Xp) 

Tint^grale  ä  pris  la  forme 

•/=  f       axn  I  axn—\  I  oo;!!-.«.... 

Seit  Im  une  valeur  particuli^re  de  Xn  entre  les  limites  coastan- 
tes  de  la  dernidre  Integration ;  ^~i  une  valeur  particuli^re  de  o;.-! 
entre  les  limites  tif^ii^n)  ot  9>ii~i(&i);  £»^2  une  valeur  partica- 
lidre  deoTn-a  entre  les  limites  V^n-adn-Sn-i)  et  9>ii.a(|ii.^-i); .... 
....  etc.  ip^2  une  valeur  particuliöre   de  Xp^^  entre   les   valenrs 
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particalidres  que  prennent  ces  limites  poor  Ies  valenrs  partiGulid* 
res  des  variables  qui  präc^dent;  alors 

sera  ase  integrale  dooble  de  la  mdme  forme  qae  celle  considör^ 
ci  -  dessns ,   savoir : 


dxj  V(x.y)dy, 


et  qui  comme  celle- ci  peut  ötre  transforini^e  en 

SPp  tf«  ••••^p4.»-  ^p+1>  V  ^^n  •^n-l-W«-'j»^ 

oü  Ton  suppose  que  Ies  öquations  Xp  =  t/;p  et  :rp  =  9>p  ont  donn^ 
^Tp-i-i  =  rjfp'  et  a?p4.i  =  q>p'.  Pour  an  Systeme  qnelconqae  de  va- 
leors  particuli^res  £fi-£ii-i  ••••  Sp+a  la  yaleur  qae  donne  J"  sera 
^gale  k  celle  que  donne  J';  si  donc  on  d^terminait  J'  et  J^  en 
fonctions  de  £fi.$M~i ....  £p.f2,  on  obtiendrait  deux  fonctions,  qui 
pour  un  norobre  infini  de  valeurs  de  leurs  variables  auraient  des 
valeurs  Egales,  donc  11  faut  que  ces  fonctions  soient  identique- 
ment  Egales,  c'cst-ä-dire  Texpression  analytique  de  J^  sera  aprös 
r^duction  la  m^me  que  celle  de  J'.  II  est  donc  permis  d'inter- 
vertir  dans  J  l'ordre  des  integrations  par  rapport  ä  Xp  et  ^^^.i 
comme  si  ari,  x^,  .»..Xp^i  fussent  des  constantes  donn^es»  parce 
qu'en  Int^grant  dans  la  transform^e  d'abord  par  rapport  k  a?p4.i 
et  ensuite  |)ar  rapport  k  Xp  on  obtiendra  la  m^me  fonction  de 
Xu'Xn^i»**.  Xp^^  que  si  Ton  edt  int^grö  dans  Tintägrale  primitive 
d'abord  par  rapport  k  Xp  et  ensuite  par  rapport  ä  Xp^, 

Ecrivant   dans  J*   et  J"  Xn-Xm-i  .  .  ..  4rp4-s  k  la   place   de 
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|ii.|fi-.i,  :*..  ^a,  il  r^sttltera  de  FideDtitö  J'^J",  en  riot^nat 
successivement  par  rapport  h  cea  variables  entre  lea  ro^mea  linu- 
tes  que  Celles  dans  J, 

J=:2fdxnfdxn-^\  . . . .  /  rfdPp  /  Fi  rfar,^.! , 

ou  S  d^signe  la  somme  de  trois  integrales  semblables,  entre  les 
limites  däterminäes  par  ce  qai  pr^^de»  et  oü  Ton  remettra  poor 
Vi  fint^grale  qu'elle  repr^sente. 

Si  ensuite  Xp  doit  enoore  monter  d'nn  rang  vers  la  ganche, 
on  supposera  effectnöe  rint^gration  par  rapport  k  oyia»  et  l*oa 
ecrira  chacane  des  parties  de  J  sons  la  forme 

fdxn**^'ldxpj^%fV^ixji   oü    Fa  repr^sente  fVidx^^, 

et  Ton  appllqaera  ce  qui  pr^c^de  k  ;rp-fa  et  Sp.  Si  au  contraire 
a?p<l>i  devrait  descendre  encore  d'un  rang  vers  la  droite  on  mettra 
eo  ^vidence  daos  J  la  derni^re  Integration,  celle  par  rapport  k 
Xp^x,  en  ecrivant  cbaqae  partie  de  J  soos  la  forme 

fdxn-^-^fdxpfdxp^iJV^dxp^i  ou  Fs  däsigne /e2arp-.s..../Fi2:P|, 

et  Ton  Intervertirait  l'ordre  entre  Xp^i  et  jTp-i. 


6. 

Soient  maintenant  tii  >  ,«9 , . . . .  tf«  les  noaveiles  yariables  qne 
Ton  veuille  sabstitner  dans  Tint^grale  d*ordre  n. 


«y "  nx^. 


d?j| . . .  •  Xn^  dxi .  dx% .  • .  •  dxu 


X^  =  f%(Ui,  «9,  «a«... Un),     . 
:P|i  =  /p(ti|,  U2ß  tt,....««), 

les  relatlons  qol  las  llent  ans  anclenneo  variables  sr^»  :^.^Xm' 

Si  Ton  veut  commeneer  par  introdnire  tfi  &  la  place  de  Xa 
on  devra  dödnire  de  ces  n  relations,  par  reiimination  des  s*-l 
noavelles  ▼arlables  %« «i»  •••.«fi» 
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et  aprös  avoir  d^termin^  les  limites  de  «i  on  changera  Tordre  des 
integratioDS  par  rapport  k  s^  et  Ui  tellement  que  x^  devienne  la 
variable  de  la  premidre  int^gratioD,  ce  qui  perroettra  d'introdoire 
»2  ä  la  place  de  x^,  en  d^dulsant  des  n — 1  derni^res  relatlons,  par 
rälimination  des  n  —  2  nouvelles  variables  u^.u^.**,Um,  T^quation 

x^  =  Fa(ti|.Ua.a;8..,.;rii); 

ensaite  od  transformera  de  nouveau  les  iot^grales,  dont  se  eom- 
pose  la  somme  d'intägrales  obtenae,  tellement  qne  x^  devienne 
la  variable  de  la  premidre  intögration,  poar  la  remplacer  par  u,, 
au  moyeu  de  T^quation 

d^duite  des  n — 2  demidres  relations  par  r^liminatioji  des  n  — 3 
nonvelles  variables  tt4.tc^....  ff«.  CoDtinuaDt  ainsi»  apr^s  avoir 
remplac^y  au  moyen  de  r^quation 

dädaite  des  ra — p  +  l  derni^res  relations  par  r^limination  des 
ft-— p  nouvelles  variables  Up^i.Up^%..*.Um,  une  variable  Xp  par  Up, 
k  cbauger  l'ordre  des  int^grations  tellemeDt  que  la  premi^re  intö- 
gratioD  doive  avoir  lieu  par  rapport  k  Xp^i,  et  remplagant  alors 
Xp^i  par  Up^ii  on  obtiendra  enfin,  comme  on  Ta  vu  pour  Tintö- 
grale  triple«  pour  J  une  somme  d'int^grales  semblables,  savoir: 

J=:£fduifdu9....fV(Fi.F^.F^....Fp....F^i.fn) 

rfF\   rfJPg       dFp       dFn^i   dfn    , 

oQ  les  limites  des  nouvelles  variables  ont  iM  d^duites  successl- 
vemenl  de  celles  des  anciennes  au  moyen  des  ^quations  Xp^sFp. 
11  est  Evident  que  Fp  deviendra  fp  si  ä  Xp^\.XpJ{.^....Xn  od  y 
sabstitue  les  relations /p4.i.../n,  etparcons^qnent  V(F^.F^...Fp^.fi^ 
devient  Vifj.f^....  fn)  si  Tony  remplaee  les  ancieones  variables» 
qui  y  sont  encore  reatäes»  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  neu* 
velles.  Pour  savoir  ce  que  devient  par  cette  Substitution  le  pro* 
duit  des  coäfficients' diff^rentiels  des  fonctions  Fp,  od  diff^rentie 
lidentit^ 

Xpoa  Fp(lfi.tCftts  >">Mp.Xp^l.Xp^9.,4.Xn), 

oü  Xp,  or^ietc.  repr^sentent  fp,  fp^ieic,  successivement  par 
rapport  aus  variables  ind^pendantes  tfp.tcp4.i...iifli,  dont  Xp^i.Xp^%,^n 
sont  des  fonctions,  et  Ton  obtient  les  n—- p-f  l  ^quations: 
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dxp      _dFp       dFp     dxp^i       dFp     dxp^  dFp   dxm 

dup      ^dup      dxp^i'   dup        dxp^^'  dup    "*""""*" «Ja:«  *rf«^' 


dxp    _ 
dup^i 


dFp    dxp^       dFp     dxp^%         ^  dFp     dxu 
dxp^i  *  dup^i  "*"  dxp^% '  dup^i  "*" ""     dxn  *  dMp^* 


dxp     _ 
dun      "" 


dFp     dxp^i       dFp     dxp^%         ,dFp   dxm 
dxp^i'   duu       cfcrp+a'   dun   "*"***'    -iteii 'Ai»* 

de  Sorte  qu'apr^s  r^limination  des  n — p  coS/Bcients  diff^reotiel« 
de  Fp  par  rapport  aux  variables  orp^-i  ....arn,  on  anra  noe  ^qiia> 
tion  qui  donnera  ce  co^fficient  diff^rentiel  par  rapport  k  «p.  Le 
r^soltat  de  cette  dimination  est  le  d^terminant  des  co^^ndeats 
des  inconnues  k  i^itminer  <$galis^  k  s^ro«  savoir 


dxp 


dFp     dxp 


dxp 


dxp 


dup       dup  *  dup^i '  fftip-f-a  "**  dttn 


dxpj^ 
dup 

<fcgp-fg 
dup 


dup^i '  c2up4.9 ' 

dxp^%  dxp^^ 
dup^i  'dup^t ' 


dxp+i 
dum 

dap^% 
dum 


dXn 

dup 


dXn        dxn 


dXn 


=  0, 


dup^  *  dup^  '*"  dun 
qui,  dapr^s  une  proprii^t^  des  d^terminants  se  r^dait  k 
dxp      dxp 


dxp 
'  duu 


dxp 

dup     '  dup^i  *  dup^%  * 

dxp^i  dxp^x  dxp^x     dxp^i 
dup   ' dup+i' dup^""    dun 


daip+i  dasp+9  dxp^ 
dup   'dup+i'dup^%"' 

■^' 

dx» 
du. 

dxn 
■rfUp+l 

dx% 
'  duf+%'" 

dWn 
dUn 

dFp 
dup 


dxp^i  da^p^      dxp^ 

rfttp+l'dtfp+s""    dua 

dxp^%  dxpj^%     dxp^% 


dup^x  effttp^-a""  dum 


dXn         dXn 


dXn 


c(tip4.i '  c2acp4s  ""  dtttt 


=ft 


ce  qoe  Ton  peat  äcrire,  d^signant  un  d^terniinant  par  D^ 

AF 

/>(a:p.a:p+i  ....a?«)  —  jj^.Z)(arp+i.arp4.«....ar«)=0, 

d'oü 
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All 


dFp  __    Z>(arp.arp4JL....ar«) 

Faisant  dans  cette  formule  sacceBsivement  p  =  l,2,....n-~l>  oo 
obtient 

dF\       Djxi  >ara  "••  ^^ 

dui  ^  D{x%.x^....xi^* 

dF^  _  ^(^'^g*"-'^«) 
du%  ""  D(x^.x^...,Xn)* 


dtti-l  —        D{Xn)        ' 


dXn  , 


et,    eomme  le  d^tenniDant  D(xn)  est  simplement  ^r  >§  '«   pro- 
duit  de  cee  ^quations  et  de 


dfu  _  dxn  _ 


donne 


dun       dun 
dfu^ 


D(Xn)> 


dF^    dF^       dFn^i    dfu       ^, 


done  on  aara 

J  5=  Sfduifdtt^....fV(Xi.x^  .-.•  Xn).D(Xi.X^,...  Xu).dUm, 
oh  xi  .x^  etc.  repr^sentent  les  foDctions  fi ./^  etc.,  et  D(xi  .x^....Xh) 


est  le  d^terminant 

dxi  dxi  dxi 
dtH    du^'-du»' 

/)  = 

dx2   dx%       dx^ 

du,   'du^'-dUn' 

dx»     dXn         dXn 

dui    du^  ""  dun' 

On  Toit  qne  la  fonction  sous  le  deroier  eigne  d'intögratlon  ne 
cbaoge  pas  si  Ton  change  Tordre  des  int^grations,  seolement  eile 
prendra  le  sigDe  —  si  cet  ordre  devient  tel,  qne  Tod  doit  tfchan- 
ger  nn  nombre  impalr  de  fols  entre-elles  dem  colonnes  du  d^ter- 
minant  Z>. 

7. 

Le  cas  oü  les  noiivelles  Tariables  sont  ll^s  ans  aoeicDnes  par 
des  fonctIoDs  impllcites  se  d^dnlt  ais^ment  da  pr^c^dent. 
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fonnole  g^nikale  gerait  de  pea  d'utilit^,  pourrait  faire  öviter  c« 
sabstittttioos  soccessivea»  nona  eonaid^rooa  encore  aoe  foia  llat^ 
grale  double 


^=:/''/'"*r.rfy. 


«0        yo 

dana  iaquelle  on  a  sobatitu^  ii  xr  et  jf  lea  Tariabies  «  et  v  lito 
anz  prenii^res  par  leg  relations 

j?  =  tfCoaü,    yssifSinv; 

aoit  ;rii>a?o  et  yii>^o*  ^'o^^  rintögrale  doit  £tre  ^tendoe  ä  toates 
lea  valenrs  de  x  et  de  jf  poar  leaquelles  oo  a 


on 

Sa:«'  V  y« 

ai,  pour  simplifier  le  raisonnement»  od  sappoee  que  les  liipltea  de 
a?  et  de  ^  soient  des  qaantit^s  positives»  et  que  Ton  preod  pour 
tt  =  V(a:*-f  ^^)  aussi  aa  valear  positive»  Coso  et  Sin  9  aeront  de 
mdme  toajouris  positifis,  de  sorte  qne  des  derni<&res  in^galit^  il  soit 

S.  Jb^         JlSL. 

-^  Cos«'     Sin»' " 

u 

^^C^'    &' '    '    '.'ß 

lesqoelles  ezigent  que  v  aatis&sae  anx  denx  conditioiis 

Cos t>  ^  Sio»  *     Sin ü  ^  Cos© ' 

1a  premiöre  des  Talears  o  ^tant  toajonrs  plna  petite  qae  la  pre- 
miöre  des  valeurs  ß,  de  mdme  qoe  la  deuziöme  «  sera  ton- 
jours  plus  petite  que  la  deuxi^me  /),  en  vertu  des  siippoaitioas 
faites  par  rapport  ans  limltes  de  x  et  y> 

Ces  conditions  donnent 

Tangü  < ^  et  Tangr  >  ^ ; 

ainsi  ponr  nne  valear  quelconqae  de  v,  entre  ces  Itmitea»  U  fiuidra 
faire  varier  u  de  la  plus  grande  des  valenrs  a  jusqa'a  k  pios 
petite  des  valenrs  ß.    Hais  od  a 
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Cos9  <  Sino '     CoBV  <  Sino' 


suivant  qne 


T.ng.>g.    TaDg«>£, 


donc,  81   3l2.  ^  II?,   I^  valeors  de  Tang  9»  depub  aa  plas  peilte 
joaqo'ä  aa  plna  grande  limite»  ae  aoivront 
9o      Vo     9»     y« 

a?ii        Xq        Xn       Xq 

et,  depoia  la  premi^re  jaaqa'i  la  detixi^me  on  aura 

yo    w    ^*»    _A     ^»   ^  y»  . 

Sin9^Go89   **    S^^Skie' 
depoia  la  deuxiöme  jasqo'Ä  la^  troiai^me 

^o    ^  y^         ^«    ^  y« 
Coar  ■^  Sin© '     Coa t  '^  Sin©  * 

et  depoia  la  troiaiöme  jnaqu'li  la  derni^re 

Cö«ü  ^  Sine'    Slni^  ^  Cöae* 

de  aorte  qne  l'on  obtient»  parce  qn'oo  aait  par  la  formole  g^n^ri^c 
qae  dxdy  doit  ^tre  rempUc^  par  ududv,  poor  Tlntögrale  trana- 
form^ : 

'•  dvj         udu+J  '«  dvj  udu 


Co«  9 

qoi  n*eat  paa  la  m^me  qae  celle  tronv^  pr^c^^demment,  qnoiqn'eile 
donne  ud  ro^me  r^sultal,  car  dans  la  fignre  eo  voit  qne  lea  troia 
inf^gralea  partiellea  donnent  respectiveoient  lea  airea  ABG»  AGCB, 
CZ>JJ(tab.iV,fig.6.). 

II  eat  eocore  ä  remarqner  qne  cea  deox  tranaformationa  con- 
viennent  k  toua  lea  caa,  qnelles  qne  aoient  lea  valenra  dea  liml- 
tea  de  j;  et  de  5r»  parce  qn'etlea  donnent  alg^brlqnement 

THeil  XLI.  82 
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9. 
Soit  encore  Tint^grale  trlple 


*0  »0  »o 


les  limites  ötant  des  constantes  positives,  dont  les  sopMeures 
soient  les  plus  grandes»  et  les  anciennes  variables  iiäes  anz 
Doavelles  par  les  relations 

xrstfSintDCoso,    jf  =  »SinioSinü,     2:=tcCosta. 

L'inti^grale  devant  6tre  ötendae  k  toates  les  valears  de  x^  y,  s 
qai  satlsfont  ä 

^>^o      ^>yo      ,>*o 
*<^«'    ^<y.'    ^<tn' 


OQ 


tiSiDtrCost^^'*,     «SlntoSinr^^**,    nCosio^'*, 

ces  conditions»  jointes  aus  snppositions  faites  par  rapport  anz 
limites»  fönt  voir  qoe  si  Ton  prend  «  =  V(^-|-^+2*)  tonjoiire 
positivement,  Costo,  Sinto,  Cos  9  et  Sin  v»  seront  dans  tonte  Teten- 
due  de  Tint^grale  des  qnantit^s  positives,  de  sorte  qo'il  en  sait 
que  les  valenrs  de  tf  doivent  tonjonrs  satisfalre  aox  six  conditions 
k  la  fois 

^  SlntJJcosf?  (*>•    Sinisinü  ^>*     cSs  ®    '   "     " 
u 

<  SiDW Cosü  <*>'     &\ai'&\of,  ^>'    ^^     •   ■  -^ 

et  par  cons^qnent  Tint^gration  par  rapport  ä  «,  pour  ciiaqne 
systöme  de  valeors  de  9  et  de  to,  devra  s'i^tendre  de  la  pios 
grande  des  trois  qaantit^s  lo,  2a»  3a  jusqu'ä  la  plas  petite  des 
trois  quantit^s  \ß,  2ß,  3/}.    Donc 

1^.    tf  s'ötendra  de  la  it  Iß,  ponr  toutes  les  valears  de  e  et  de 
u>  qui  satlsfont  h  Ia<I/},  et 

la  >  2a»     la  >  3a, 

lß<2ß,    lß<3ß. 

d'oü  II  snit»  par  la  dlvlsion  qn'on  doit  alors  avoir 
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?2  S  ^ ,     —  S  - .  C 

Si  C6  eas  «  liea,  »lor«  ies  qnatre  inögalit^s  pr^c^dentes  donnent 
respectiTement 

T«agr<g.    Co»e>^-^. 

oa  öl^vaot  an  carr^,  ce  qui  est  pennis  parce  qae  toutes  cea  qoao- 
tit<te  80Dt  positives«  et  n^duisaot  k  Tang*9» 

>  J^  (*)> ^T- (2), .  .  .    «i 

Tang«r 

des  conditions  C  ii  suit  qii*OD  a  d^ji  toujoors  Ia|<I/!|»  2a|<2/}|, 
dottc  ies  senles  conditions  qui  d^conlent  de  «i  et  ßi  soat 

l«i  <2A,    2«i<lft, 
d*oü  i'on  tire 

ainsi  de  ia  plns  petite  de  ces  limites  de  Tang^  jusqu'ä  ia  ptns 
grande  tl  faudra  faire  Tarier  Tang*o  de  Ia  plus  grande  des  valenrs 
cKi  josqn'i  Ia  plus  petite  des  valeurs  ßi ;  mais  on  aura 

l«i>2«,,    1A^2A 
snivant  que 

Taag^c^^-y  (1).    Tangs»  ^^^a^' (2).       B 

et  si  i'on  snppose  qne  ies  donn^es  soient  tellement  que  2A>liB, 
il  est  faciie  de  voir»  ayant  i§gard  k  C,  ^e  Ies  valenrs  IA,  IB, 
2B,  2A  de  Tang%o  se  snivent  par  ordre  aseendant  de  grandenr, 
et  qne  i*on  anra  dans  Ies  intervaiies  successifs 

delAklB,    loi>2a|  et2A<lj3i, 

„  lÄi2Ä.    2«|>l«i    „  2A<1A, 

„  WkiA,    2«|>1«|    „  1A<2A; 

32* 
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donc  de 

Tg*io = 1 2I  ä  Tang^fo = IB,  il  faudra  faire  tarier  Tg>o  de  Xa^  k  2A, 

tandia  qne  n  varie  de  la  k  Iß;   noas  indiqoeroos  ces  integrales 
de  la  maoi^re  snivante,  dane  Ie  tableau  ci-deesoue» 


V.    Limitee  de  Tang^io 


IA....IB 
lflfi  ••••  2pi 


IB....2B  \2B....2A 

2»!  ....2/}|  |2a|  ....  Ift 


„        „         «  la ....!/} 

2®.    I!  D*y  anra  point  de  valeurs  de  e  et  to,  poar  iesquelles  « 
e'Mndra  de  2u  k  iß,  parce  qae  cela  exigerait 

2o  >  la,    2a  >  3o, 

2^<1/J,    2/J<3/J, 
d'oü  par  la  diTiaioo 

sr«     «fi     y«     *« 

dont  Tone  est  en  contradiction  avec  C;  poar  la  m^me  raleon  il  a'y 
ama  poiat  dlnt^ations  de  «=:3a  k  «s=3/}. 

3®.    tf  a'etendra  de  la  k  2ß,  poar  ceHea  des  Talears  de  e  et « 
qnl  eatisfoDt  k 

la  <  2ß 
et 

la  >  2o,     la  >  3a, 

2ß<lß,    2/J<3/J, 

qol  donnent  reepectivement 

T«ng.<» 
et 

oa 

Tg%. 

<f^. Ä 
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dont  OD  peilt  effacer  lo^  parce  qn'en  vertu  de  C  on  a  lo^<3c%, 
de  eorte  qae  la  valeur  de  v  qai  aatiafait  ä  la  condition  3«%  ciatia- 
falt  ä  ploa  forte  raiaon  a  lo^,  et  comme  od  a  aosai  3«%  <  ß%,  il 
ne  reate  qvtk  aatiafaire  aox  deux  coDditioDa» 


2«t<^«,    ^<ß% 


QU 


eotre  ^»a  iimitea  de  w  il  faodra  fiiire  varier  Taag^o  de  la  ploa 
graode  dea  valeora  «%  joaqv'ä  la  ploa  petita  dea  yaleiira  ß^;  mala 
OD  asra 

2i%^3tt^  et   3«%^4a^i 
saivaot  qae 

Tang^>5!l+S-V^;(„.    T.ng^  >  ^^«  (2);     U^ 

parce  qae   -^  >  -,  lea  valeara  2Ag,  2^^,  1A|,  li^i  de  TaogV^ 
se  aoivTont  od  ordre  aaeeodant  de  graodear«  et  i'oo  aara 
daoa  ie  1<»  iatervaile:    4i%>3o^>  3a^>2a^,  dooc  4a^>3a^»  Sojm 
„     „20         „  3a,>4i%,  3«i>2«i,     „      3a«>4i%,  2a^ 

.,     „30         ^  2ai>3«i,  3«^>4<%,     „      2a»>3aa,  4«^ 

ce  qui  doDne  lea  trois  iatägralea 


2".  Limitea  de  Taag^io 
„       „  Tanger 


2Ji....2Äj 
4«,....  ß^ 


2B^....lBi\lBg....lAi 
3«»— •  ß^   I  2Bi—  />» 


et 


w       «       tt  1«  i 

4«.    ff  a'^teadra  de  la  k3ß,  ai 
la  <  3ß 

la  >  2a,    lo  >  3tt, 
3P<M,    3/J<2^, 


c<«->2:Tfe 
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Cos  ü  <  — «r^ —  9     Sin  ü  <  — «r^ — 


d'oü 


Tang«© 


^  ar,^«  ^'>'    ».«Tang«»-».«  ^^^'  •   ■       -ft 

en  rerto  de  C  on  anra  2c%  <  3c^ ,  donc  2c^  peat  Atre  efacte, 
et  comme  il  est  aawi  3«^  <  I/^>  H  »e  rastera  que  les  coodUioDs 

K<l/?„    l«i<2Ä,    3ai<2|3, 
oa 

Tang^o>£^'(l).    Tang.«<ji.^^^'(2). 

Tang«»  <  ^=^2-?  (3). A^ 

dont  22^2  P®"^  ^^^®  effac^e,  parce  qo*elle  est  comprise  dana  3^, 
car,  en  vertu  de  C  on  a 

3rO  3f*  •*'0 

ainsi  de  \A^  jusqu'ä  ^A^  il  faiidra  faire  varier  Tang*o  de  la  plu« 
grande  valeur  a^  josqo'ä  la  plus  petite  j3g.    Mais  on  a 

suivant  que 

Tang«»<^-^'.^(1).     Tang.«<^2^' (2);     B, 

les  valeurs  \A^,  IB^,  2B^,  9A^  de  Tang^tr  se  suivent  par  ordre 
ascendant;  dans  le  premier  Intervalle  on  a  la3>3o8  et  l/^<2/3^; 
dans  le  second  Sog  >  lc(^  et  }ß^'^2ß^;  et  dans  le  troisi^me 
Sag >  las,   2/38<l/?s,   ce  qui  donne  les  integrales 

30.  Limites  de  Tang^tc;  1 1A^...,IB^  1  IB2....W^  1  2B^....3At 
„  Tang»o  |lgg....l/38    \Sa^  ...Jfe  |3a^  ,...2fe 

M        >»        t<  tc  =  Ia  ä  tf=3/}. 

5^    tt  s'^tendra  de  2a  k  Iß,  si  2a<1/},  et 
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2a  >  la,    2a  >  3o, 

1/J<2/J,    1/J<3/J, 
ce  qoi  doDoera 

>s----- - 

Tang*t) 

^22!  m             y«*            /^x    a,«Tang«tt)-j;.« 
<i?  <*>•  *o«TaDg««,-y.«  <*>'  ^? <^'  ^* 

et  par  saite 

d'oü 

Tang««  <  S:^' (1),    Tang-«  >  2^  (2);        A, 

entre  ces  limites  il  faudra  faire  varier  TaDg*p  de  la  valeor  «4  ä 
la  plus  petita  ß^,  maia 

snivant  qae 

TangV<?2^"(l),    Tang««  >  22^'.^  (2);     fi. 

les  valenra  iA^^  2B3,  1i?s,  lilg  de  Tang%o  ae  auivenf  en  ordre 
aacendant;   soocesaivement  on  aara  dana  lea  interrallea: 

1/J4<2?4    et    3/?4<l/J4, 

2i?4<Ii?4      ,>      lßA<^ß^\ 

donc  soccessiveroeot  3/^49  1/J4  et  2/?4  seront  lea  plaa  petitea  dea 
quantitäs  /S«,  ce  qai  doanera  les  iotägralea, 

«4      .••11^4    U4       •...2/J4 


Lim.  de  Tang%o  1  2il8  ....  2iff8 
„     „  Tang«©  |«4    ....8/J4 


„     »,        u  de  11  s  2a  ä  M  =  1/3. 

6f>.    u  s'^tendra  de  2a  ä  3/},  si  2a  <  Zß,  et 
2a  >  la,    2a  >  3a, 
3|5<1/J,    3/J<2/J, 


ce  qoi  donnera 


Ä^I .m     ^'TaDg«ie-a:««  ^^^^ 


TaDg*p 
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488  Baehr:   Note  tur  ie  eluatiemetu  des  vatiaiies 

dont  OD  peut  effacer  Zß^  qui  est  toujoara  plus  grande  qoe  iß^; 
on  a  anMi  1«^  <2/?5,  et  il  ne  reste  qne  Ie«  conditions 

H<I/J„    2«i<l/J„    ia,<ißt 
d'oü 

T„gHp>2>^%l).    TaDg%r<^i^'.g(2), 

TaDg«»<^,i^(3); .«, 

maia 

*•  *o  3rO 

donc  on  pent  effacer  la  condition  3^4 ;    eneaite  od  a 

suivaot  qne 

T«g'«<?=^'(l).    T.«g%c>'^*LV^;(2);     B. 


ici  les  valeors  1^4,  1^4,  2A4,  2B^  ae  suivent  par  ordre 
daot,  niais  Tang^o  devant  ^tre  plus  petite  qne  2^4»  U  D*y  ania 
qoe  deax  ioter?allea»  de  lA^  k  IB^,  et  de  1^4  k  2^;  et  Too 
anra  toojours  Jß^  <  2ßi»  tandis  que  soccesaiyement  Io^>  2fl^  et 
2c^  >  lcr5,  ce  quI  donnera  seolement  les  deux  intägralea 

Lim.  de  Twghe\lA^....lB^\  lB^....iA^ 
„     „    Tang»©  I  1«5  •...  l/?5  I  2«^  ....  \ß^ 

,,     »        u  de  ti=:2tt  k  ti=:3/?. 

70.    u  a'^tendra  de  3a  k  Iß  ai  3a  <I/},  et 

3a  >  1«,    3a  >  2a, 
lß<2ß,    1/J<3/J, 
d'oü 

>  ??fSSg%D-,o«  ^^^'  SS?  (^). .  •  •  .  -^ 

Tang*o 

<s?^*^'  — s? — ^2>'  — V — ^^'  * 

dont  on  peat  effacer  2ß^  qui  eat  >3/}e,  tandb  qae  A6}k  9a^<3ßt. 
donc  il  reate 

1^1  <1A,    lai<%.    a«5<iA 
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d'oik 

Tang^>  ^^".  JlJ  (,).    Tanger  >  '-^  (2). 

Tang«u><*"*y  (3), ^, 

doDt  on  peat  elFacer  lil^  qui  est  K^A^\   ensuite  on  a 

soiTant  ^e 

81  Ton  suppose  2£5<lß5,  les  Taleura  2^4.2^5.1^5.3215  se 
suiveot  par  ordre  ascendaDt,  et  Ton  a  saccessivement:  li%>2i% 
et  3/?5<l/}5:la5>2a5  et  l/9e<3i75:2o^>  lo^  et  l/^<3/J6.  ce  qai 
doonera  lea  integrales 


Lim.  de  Tang^o 
„      .,.  Tang«» 


2il5....2J?5|21?5....]J?5 

lo^  ....S/^Q    I  1<%   ••••1^5 


2^,  ....Ifig 


„      ,,         u  de  «  =  3a  k  uz=:lß. 

80.    «  s'^tendra  de  3«  ä  iß,  ai  3a<2/S  et 

3a  >  Iff,    3a  >  2a^ 

2/?<V,    2/J<3/J, 
don 

^&^*>'   «6*TangH,-yo*  ^^^'   ^Tan^«,-^«  <3>'     ^ 
Taog*e 

< ^? ^*^'    io«Tang%e-3f.«  ^^' P' 

dont,  auppoaaat  ^  >  r '  ^'i^  P^*  eflboer  3«%  qai  alocs  eat  <2ar, 
taodis  qo'aossi  2a,<2/3r,   de  aorte  qu'ii  reste 

luf<lßr,    l«r<2fir,    2a^  <  Ift. 
d'ok 

TangH.>^^*.^(l),    TangV,  <5^\9), 

TangHp>^*y^\(3), A^ 
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dont  OD  pent  effaeer  3^«»  4^^  ^^^  pl>i^  petite  qoe  \A^\  ensHite  ob  i 

soivant  qae 

^'  Tangs.  >  5^'.^;  (1).    Tang^>«o!+I^(2).     i,. 

y0^  ici  les  Taleors  IBQ.l2l0.2iff0.22le  «ODt  en  ordre  ascendant,  inais 

comme  00  doit  avoir  Tg^>lil0,  il  n'y  aiira  quo  denz  interral- 
lea  de  \A^  k  2^«;  de  sorte  qoe  Ton  aara  toojonrs  Inf^^iof^  teih 
dis  que  succeaaivement  l/3r<2/V  et  2/S|'<I|V»  ce  q«  doaoe 
aenlement  lea  deox  integrales 


Lim.  de  Tang'io 
„      „   Tang%7 


Me..».2Ae|2JS^....2il5 


»     ,,        m  de  ic  =  3a  k  ti=2/}. 

Enauite  Ton  troave 

de  Sorte  qae  l'iDt^grale  transform^e  est 

oü  la  preiniöre  Integration  dolt  avoir  lieo  par  rapport  k  u,  et  U 
deroiöre  par  rapport  k  w,  tandis  qoe  les  limites  des  iotegratioii« 
soccessives  sont  indiqaees  dans  les  tableaox  preeedeots,  par 
lesqoels  on  Toit  qo'avec  les  donntfes  de  la  qoestion  riotegrale  pri- 
mitive se  transforme  en  19  integrales  partielles,  oü  la  fonetioo  i 
integrer  est  la  memo« 

On  peot  verifier  ces  resultats  par  des  considerations  geom^ 
triqoes.  Les  noovelles  variables  sont  les  coordonnees  polaires 
des  points,  dont  les  anciennes  sont  les  coordonnees  orthogonales: 
u  est  Ie  rayon  vecteor  mene  de  l'origine  an  point  or,  y,  t;  w  Tangle 
entre  ce  rayon  et  Taxe  des  z,  et  e  Tangle  entre  Taxe  des  j?  et  la 
projection  dn  rayon  sor  Ie  plan  oy.  II  est  evident  qae  Ton  ob- 
tiendca  Ie  volome  da  paralieiopipede,  qne  represente  l'int^inie 
proposee»  en  menant  toas  les  rayons  possibles  qni  pnissent  m- 
contrer  Ie  corps,  et  prenant  ensaite  poar  cbAqae  rayon  la  sonme 
de  tons  les  eiements  sitoes  sor  la  partie  de  ce  rayon  compriw 
dans  Ie  corps»  do  point  d'entrde  jnsqo'ao  point  de  sortle. 

Soient  tab.IV.fig.  IL: 

Oqzsxm,    pbssguf    pV'zsxm, 
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pris  teHement  qalls  «atisfasMnt  aox  conditiofis  C  prtfcMeotes, 
de  Sorte  qae  les  rectangles  tAed  et  afVtf^  soient  les  projections 
do  paralWIopip^de  eor  le  plao  des  xy  et  des  xt,  Les  rayons,  mentfs 
de  O,  entreroDt  par  Tone  des  trois  faces  dont  les  projeetioDS  sont 
{ab,  afb"),  (ae,  a^b^c^tP),  (abed,  a''c'^  et  leurs  Talenrs,  do 
point  O  jasqo'älear  poifit  d'eotr^e  seront  respectkement  la,  %t,  3a; 
de  möme  les  rayons  sortiroDt  par  l'nne  des  trois  faces  (ed,  ^fd"), 
(bd,  af^b^e^d"),  (abcd,  b^d"),  et  iears  valeurs,  da  point  O  jns- 
quan  poiDt  d^  sortie,  seront  alors  lß,2ß,3ß;  car,  poor  an  rayon 
qaeiconqae,  qai,  par  ezemplOt  sort  par  la  bee  (ccl^  e'd"),  et 
dont  Oe  est  la  projectioo  aar  xy,  on  aara 

^^         Og  Xu       ,  Oe  xm  ,>,    ^ 

^^=GS:pSi=€^  ^*   •*=Sn^=SlnioCos«  =  '^  **^- 

On  Toit,  par  la  constraction  iodiqu^e  dans  la  figare,  qoe  les  dif- 
Krents  rayons  reneontreront  le  plan  de  la  base  sap^rieare  da 
paraliälopip^de,  dans  Tintäriear  des  qaadrilatöres  ^rits  k  cAt^  de 
Iears  Talears  ci-dessoas, 

Iff ....  aba^b'.  Iß  ....  edxfd^ 
2« ....  aeü!c\  3/3 ....  bdh*d^, 
3a ... .  a'Vdd\     Zß  ....  abed, 

de  Sorte  quo  toas  les  rayons  qni  traTersent  ie  paralMopipMe 
reneontreront  le  plan  de  sa  base  sopMeare  dans  llnt^riear  de 
Thexagone  abb'd'c'ca,  les  projections  snr  xx  de  ces  points  de  ren* 
cootre  ötant  slta^es  dans  b^d*  et  son  prolongement.  Les  portions 
commanes  k  deoz  des  six  qaadrilat^res  däterminent  les  llmites 
des  int^grations  par  rapport  k  u;  ainsi,  poar  toas  les  rayons  qni 
rencontrent  le  plan  de  la  base  sapörieare  dans  Tint^riear  de  Tone 
des  aires  ci-dessons,  il  faadra  integrer  d'ane  valenr  a  jasqa'ä 
ane  valear  ß  de  u,  savoir: 

pour  l'aire  edfa'  ie  ussla  k  u^slß, 

„        „  bdß'   ^  tfssla  i,  u=^2ßy 

„  abdc    „  ii=:lc  „  u=3ßy 

„  €ea'&  „  tf  =  2«  ,,11  =  1/9, 

>>       3»  oce      „  if=:2tt  „  «=3/3, 

„  a'fiPb'  »  u  =  3a  „  ii=l/J, 

..        .,  fb'd'    „  «  =  3«  „  if=:2/J, 

et  il  n'y  aara  point  d'bt^grations  de  tt  =  2a  4  if  =  2/3,  ni  de 
«  =  3a  k  11=3/3,  parce  qne  les  qaadrilatöres  aea'e'  et  bdb'd\ 
ni  a'b'&d'  et  abcd,   n*ont  pas  des  portions  commanes. 


/ 
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U  ««t  facUe  d«  voir  qn«  I'ob  s  den«  U  figai« 
Ott*  =«o«+yo*,  0«P  =ar,»  +  y.». 


06«  =:V+y-*»  O6'«  =  (*o«+ff-*)ä. 


CM  qnantiMs  Oa*,  Od*, ....  (kP,  Of*  se  soee^snt  par  oidre  de 
grandenr,  conrorme  avz  anppositioos  faite«  pr^c^demaent,  et 

0*=^aro,   0l=^xn.    o'*=%o.    *'*=Z»* 

Apr^s  cela,  si  Tod  remarqoe  que  la  Talenr  de  lo  est  k  mtoe 
pour  tooa  les  rayons  dont  lea  points  de  rencontre  avee  la  base 
aop^rieure  sont  snr  one  m^me  circonf^enee»  d^crite  da  ceotre  0 
aTec  an  rayoo  ^,  de  sorte  que  poo^  ces  raypos  ^^2« Tang«» 
Ton  Toit>  dans  le  qoadrilatöre  edfa',  c'e8t*ii-dire  poor  les  wtö- 
grations  de  if=I«{  k  usl/S»  qae  la  limite  infi^rieare  de  v  sen 
d^termiByfo  par  le  poInt  oü  od  tel  cercle  ceape  l'on  des  tM^  td 
oa  9lft  et  la  Umite  sopMeore  par  le  point  oft  ce  m^oie  eerdc 
coope  ao  dee  deoz  aatree  cdtte.    Donc,  de 

Tang«w=r^  =  lil  joaqoi  Tang«w=^=l» 


OB  aura 


de 


OD  anra 


et>  de 


»•»«•>  ^  =  ^"*^'>^==T? 


«g» 


TaDg«wslA  jtMqo'i  Taiig«w=^s=2B, 


<=~'*T-iÄ;'"^'>=TOs=- 


TangH>s2i9  jmqa'i  TaagVs  ^B:3i4 


Ion 
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ce  qal  si  Tod  exprime^les  limites  en  Tang*p,  doonera  lea  troia 
iot^grales  d^  P.  tableaa. 

Par  la  conaid^ration  de  faire  bdfb'  Ton  voit»  qae»  pour  iea 
int^gratiena  de  tf=la  k  u =2/},  lea  Taleara  sacceaaivea  de  Tang^ 
seronft 

et  qne  lea  liniitea  de  v,  dont  lea  InMrieurea  aont  d^terminöea  par 
lea  pointa  oü  lea  cerolea  d^rita  de  O  coapeDt  Tan  dea  cAtäa  bd, 
if  oo  fb^  et  les  aup^rienrea  oü  cea  mdroea  cerclea  coupent  66^ 
seroat  reapeetivement 

Limite.  Inf*.:    Sln.=*5=^^^.    Tang«=^=£. 

9       XoTangto 
„       aupär.:  T»ngr  =  #=^,         Tang»«*?,   T«iig«=S=, 

ce  qoi  a'accorde  avec  le  2^  tableao. 

L'alre  abde  montre  qae»  de  u=]tt  k  «=3/9,  lea  limitea  auc- 
cesaivea  de  Tang^  aetoot 

9!^^\A.      *^^-^lll        ®**-2#L       ^^^1>l 

— r==»^*  ^=i^t»  ~jr=2Ä|»    "^  =3-^»* 

tandia  que  lea  limitea  de  e,  dont  lea  valeura  commencent  aue- 
ceaatvement  k  Tun  dea  edt^a  ae  oo  ed,  et  Cniaaeot  ä  a6  oo  bd, 
dent  reapeetiveraetit 

ce  qui  a'aecorde  a?ec  le  3^  tablean. 

LVire  eea^c'  montre  que,  de  uiss2a  k  ic  :=!/},  les  limitea 
suceessiTes  de  Tang%a  aeroot 

^-2A      ^-2B       ^-1&      ^"-.l.< 
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tandis  qoe  les  limites  de  v,  dont  les  valears  commeiiceBt  k  et! 
et  finissent  saccessivement  k  ee,  ea'  et  a'c\  sont  respeetlyemeiit 

LiiD.lD»r.:    Tgt»  =g,  Tge=».    Tge=^, 

„    sop^r.:  Cas.=f'=^    Tg.=g,   81».=^=^, 

ce  qoi  s'accorde  avec  le  A^  tableaa. 

L'aire  ace  montre  qoe»  de  «  =  2a  i  u^3ß,  les  limitea  sac- 
cesaiTes  de  TaDg%o  aeront 

7;jr=l^.    7?"=*^4'  i?-==2^*' 

tandia  qua  lea  limitea  de  v,  dont  lea  Taleim  commeBceiit  aaccet- 
alTemeot  k  ac  et  ee,  et  finiaaent  k  ae,  aoot  reapectiTeaient 

Lim.ln«r.:        8ina=^=-7r*^  •    Caat>=^=    J^      , 
e      xiiTaogto  p      2«  Tango 

„    aop^r.:    Tangass*^,  Tangas^. 

ce  qul  a'aocorde  avec  le  6^  tableao. 

L'aire  a'ß'b'  montre  qne,  de  if=3a  k  u==lß,  lea  limUes 
aacceaalvea  de  Tang*»  aeront 

9?il^^     9fl^^B      ^^^Iß       ^"^2A 

tandia  qae  lea  limitea  de  a,  dont  lea  raleara  commencen.t  auccM- 
aiTement  k  a'ef  et  e'd\  et  finiaaent  k  a'f  et  /ü',  aeront  reapee- 
tiToment 

LI«.  Inf.:    Sln.=^=^.  Sln.=^  0«««=^-'=:^. 

„    .«p.:  Co.„=f  =-^^.   Tg«=».        Tg.=fc. 

ce  qni  a'aocorde  avec  le  0^  tableaa. 

Enfin  Taire  fVd'  montre  qae,  de  «s3a  ä  «=2^,  lea  llmitef 
aocceaaiTea  de  Tang*»  aeront 

9fl-iA       ^*^-2Ä        ^^-2A 

tandia  qae  lea  limitea  de  a»  dont  lea  Taieara  commencent  k  ft  et 
finiaaent  aaccaaaiTement  ä  fV  et  ft'd',  aont  reapeetiTeaMot 
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Lim.  loter. :  Tang r  =  ^,  Tangr =*^ ; 

„    sopär.:    Co«t>=— iM-^ — ,    SiD9=  —  =  """#ir~"» 
••        ^  loTangto'  p       i^Tangw 

ce  qni  s'accorde  aTec  le  dernier  tableao  7* 

II  est  Evident  qae  Ton  n'a  pria  lea  intägralea  pr^ädentea  qne 
poor  aToir  dea  ezemplea  oü  lea  calcola  poiaaeot  a'achevar.  Od 
y  voit  qae  la  d^termlDation  dea  llmitea ,  dana  le  caa  le  ploa  g^n^* 
ral,  et  leraqae  lea  iaägalitäa  k  reaoadre  ne  aont  paa  lin^irea, 
realera  aajette  k  de  grandes  difficultäa,  aortoot  quand  lea  ancien- 
nea  Tariablea  n'ont  paa  de  relation  g^om^trique  avee  lea  ooavellea. 


Faate  li   corriger. 
Tab.  IV.  Fig.  7.  manque  an  point  d'intenection  des  lignes  AB  et  DF  la 
lettre  6. 


Berichtigungen« 

Einige  Berichtignngen   zu  der   Abhandlung   dea  Herrn 
Grafen  ▼.  Pfeil  in  Tbl.  XLl.  Nr.  XV. 
S.  156.  Z.  10.  V.  n.  BtM  „  C"  a.  ro.  „  C^'* 
,,  159.  „  15.  atatt  „g  ewinnf'  a.  m.  »»gewinnt" 
„  leO.  „  11.  atatt  „Flg.  IV.«  a.  m.  „Fig.  VI." 
„  163.  „    6.  V.  u.  In  einigen  Exemplaren  acheint  atatt  ,,BB*" 

unrichtig  „BB**  zu  atehen. 
„  168.  „    7.  atatt  „C"  a.  m.  „C^** 
„  174.  „     1.  atatt  „Taf.  II."  a.  m.  „Taf.  1." 

Ceber  die  beiden  Figurentafeln  achreibt  mir  Herr  Graf  v.  Pfeil: 
„  Auf  Taf.  I.  Fig.  XIII.  muaa  ea  aUtt  C  heiaaen  C.  In  Fig.  XV., 
unten  bei  den  Zahlen,  folgt  auf  16  die  Ziffer  27.  £a  muaa  heia- 
aen 24.  In  Fig.  VIU.  muaa  atatt  C  atehen  C  und  atatt  C  muaa 
ateben  C.    Dieaer  Fehler  iat  beaondera  wichtig,  well  er  die  Ent- 
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Wickelung  anf  S.  10.,  zweiter  Fall»  Z«  10  p.  p.  fast  aDvewtiiidlich 
macht.  Minder  wichtig  ist,  daas  Flg.  XVI.  der  beBlIgliche  Boges 
gar  nicht  in  3  Theile  getheilt  ist  Fig.  V.  Ist  durch  bioMes  Pro- 
biren  getheilt,  was  man  erkennt,  wenn  man  mehrere  Tbeile  n- 
gleich  in  den  Zirkel  nimmt.  Bei  den  grösseren  Theiinngen  gia^ 
das  nicht  an,  und  diese  sind  gut.  Bei  Fig.  X.  fehlen  die  Zifen. 
Sie  sind  jedoch  nicht  wichtig. '' 


Berichtigungen  zu  Tbl.  XLl. 

S.  72.  [8.  3)]  anstatt  «^ic±i  V"?^=^  setze: 
=  ic±iVca-36 

„  75.  Z.  4  ▼.  o.  anstatt  „den  grosseren''  setze:   „den  grtoe- 
ren  oder  kleineren." 

„  7ö.  Z.  7  „  „       „       >  setze:   ^. 

„75.  Z.10„„       „       <      „       ^. 

„  76.  [14. 2)]  „  36  „  6. 
„  77.  [15. 2)]  „  36  „  6. 
„96.  14)  „    <  +  16  „        >  +  l6. 


Literar.  Ber.  Nr.  CLXII.  S.  8.    Vom  Anfange  des  Briefes  de« 
Herrn  Pronbet  an: 

Zeile  6  fSr  „obj^t^'  s.  m.  „objef 

„     9    „  „m'en  a  fait**  s.  m.  „m'a  fait" 

„  22    „  „m*6tre**  s.  m.  „m'^tre." 

„     4  V.  u.  för  „eujÄt"  s.  m.  „sujet.** 


TeNetelmiM  der  in  Selirdii's  slebenntelliffeii  Iiigarith» 
men  neaerdluffs  aafjgeflmdenen  Feliler, 

NO.  9.    Tafel  I.  S.  182.  log  98175  statt  0009  lies  *009. 
„  10.        „    II.  „   359.  Diff.  zwischen  Iogtang2505S'30'  sod 

40"  statt  636  lies  636. 
„  IL        „    II.  „   359.  Diff.  zwischen  logtang2SoS5'  40*  and 

50*  statt  635  lies  535. 
„  12.       „    IL  „   359.  Diff.  zwischen  logtang25<»  SS' 50*  «nd 

56"  statt  636  lies  53£ 
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Literarischer  Bericht 

CLXI. 

Am  17ten  Jnii  1863  starb  in  Potsdam  der  Prediger 

Dr.  Wilhelm  Lebmam 

im  638ten  Leb^ensjahre,  dem  das  Archiv  einige  werthvolle  Auf- 
sätze verdankt.  Sein  reger  unausgesetzter  Fleiss  war  vorzüglich 
astronomischen  Studien  gewidmet,  wie  namentlich  ans  den  Astro- 
nomischen Nachrichten,  die  viele  werthvolle  ArbeUen  von 
ihm  enthalten,  bekannt  ist. 


Geschichte  der  Mathematik. 

Mathematische  Beiträge  zum  Kulturleben  der  V^N 
ker  von  Dr.  Moritz  Cantor.  Mit  vier  Tafeln.  UalU. 
H.  W.  Schmidt    1863.    8o. 

Id  der  Vorrede  sagt  der  tferr  Verfasser:  ,,Man  ist  zu  der 
Ceberzeugung  gelangt,  dass  die  Menschheit  einem  Organismus 
gleicht,  dessen  einzelne  Glieder  in  immerwährender,  wenn  auch 
nicht  stets  auf  den  ersten  Blick  ersichtlichen  Verbindung  stehen. 
Man  hat  sich  der  Gewissheit  nicht  verschliefen  kOnneo^  dass 
jede  Bewegung  des  einzelnen  Gliedes  früher  oder  spSter,  mehv 
oder  weniger,  auch  den  itbrigen  sieh  mittheile,  und  daher  auch 
nur  im  Zusammenhange  betrachtet  und  beurtheilt  werden  könne. 
Auch  die  Geschichte  der  einzelnen  Kulturen  mussten  einer  Kul- 
turgeschichte weichen.  Man  suchte  nachzuweisen  und  die  Schuld, 
die  den  Versuch  wagte,  wächst  täglich,  dass  das  Kulturleben 
der   Volker    ebensowenig    abgeschlossen    ist,   wie  ihr 

Thl.XTJ.Hft.l.  1 
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politisches  Leben.  Das  ist  eigentlich  selbstverständlich,  ond 
dennoch  gilt  es  hier,  noch  manche  Vorurtheile  zu  veroichten. 
Es  gilt  noch  immer  den  Beweis  zu  führen,  dass^  wo  Volker  fried- 
lich oder  feindlich  zusammentrafen  und  längere  Zeit  mit  einander 
verkehrten»  nothwendiger  Weise  die  Bildung  derselben  sich  ver- 
mischen musste,  dass  aber  auch  rückwärts  der  SchFoss  gezogen 
werden  könne:  Wenn  bei  Volkerschaften  eine  Aehn- 
lichkeit  auf  diesem  oder  jenem  Gebiete  der  Geistes- 
entwickelung  stattfindet»  so  ist  das  meistens  kein 
blosser  Zufall»  sondern  die  Folge  von  gegenseitiger 
Einwirkung  oder  gemeinsamem  Ursprünge.*' 

Zur  Beweisführung  hiefur  hat  man  die  Gutterfiguren  der 
einzelnen  Religionen,  die  Wortformen  der  einzelnen  Sprachen, 
die  Kunststyle  der  Bauwerke  und  Skulpturen,  die  Literaturen 
mit  einander  verglichen.  Da  nun  nichts  naturlicher  ist,  als  dass 
bei  dem  Verkehre  der  Volker,  wie  bei  dem  der  Einzelnen 
solche  Verhältnisse  sich  ergeben  mussten,  welche  eine  mathe- 
matische Bildung,  einfachster  Art  wenigstens,  theils  nuthig 
machten,  theils  voraussetzten;  so  lag  für  den  als  Mathematiker 
mehrfach  bewährten  Herrn  Verfasser  ein  Feld  historisch -mathe- 
matischer Forschung  im  obii^en  Sinne  vor,  welches  zu  betre- 
ten sich  wohl  der  Möhe  verlohnte.  Und  wir  glauben  in  der  That, 
dass  kein  Leser  das  vorliegende  Buch,  in  welchem  der  Herr 
Verfasser  eine  grosse  historische  Gelehrsamkeit  und  Belesenbdt 
entwickelt,  ohne  vielfache  Belehrung  und  ohne  den  Gewinn  man- 
cher neuen  Aufschlüsse»  aus  der  Hand  legen  wird,  weshalb  wir 
also  recht  sehr  auf  dasselbe  aufmerksam  machen»  ohne  nach  der 
Natur  unserer  literarischen  Berichte  näher  auf  seinen  Inhalt, 
noch  Viel  weniger  auf  eine  Kritik  mancher  Ansichten  des  Uerro 
Verfassers»  die  wir  auch  anderen  (allgemein)  historisch  ond  sprach* 
lieh  mehr  gebildeten  Männern,  als  wir  selbst  zu  sein  uns  rühmen 
dürfen,  in  diesem  Falle  wenigstens  tbeilweise  überlassen  müssten, 
eingehen  zu  können.  Alle  literarischen  Nach  Weisungen  und  Beweis- 
stellen sind  sehr  zweckmässig  an  das  Ende  verwiesen,  wodorch 
die  Lecture  jedenfalls  leichter  und  angenehmer  gemacht  wird. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  Haupttendenz  des  Ba- 
ches deutlich  genug  bezeichnet  haben,  müssen  wir  ans  ausser- 
dem mit  der  folgenden  Angabe  der  Ceberscbrifteb  der  Hanptab- 
schnitte  begnüget,  woraus  man  zugleich  sehen  wird»  dass  die 
Geschichte  der  Zahlzeichen  sich  wie  ein  rother  Faden  darefa  das 
ganze  Werk  hindurch  zieht,  wie  dies  auch  gar  nicht  anders  sein 
konnte. 

Einleitung.  —  I.  Die  Egypter.  —  H.  Die  Babyionler.  --«  Ul. 
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Die  Chinesen.  —  IV.  Die  Inder.  •—  V.  Das  Leben  des  Pythago- 
ras.  —  VI.  Die  Geometrie  des  Pytbagoras.  —  VII.  Die  Aritb- 
inetik  des  Pytbagoras.  —  VIII.  Die  Zahlzeichen  der  Griechen.  — 
IX.  Das  Rechenbrett.  —  X.  Das  Rechenbrett  (Fortsetzung).  — 
XI.  Die  Zahlzeichen  der  Römer.  -^  XII.  Römische  Mathematiker. 
XIII.  Die  Werke  des  Boethius.  —  XIV.  Die  Handschrift  E.  Mul- 
tiplication.  —  XV.  Handschrift  E.  Division.  Minutien.  —  XVI. 
Pythagorische  Zeichen.  —  XVII.  Die  Zahlzeichen  der  Araber. — 
XVIH.  Arabische  Rechenkunst  —  XIX.  Isidor  Beda»  Alcoin.  — 
XX.  Odo  Ton  Cluny.  —  XXI.  Gerbert's  Leben.  —  XXJI.  Gerbert's 
Mathematik.  —  XXIII.  Abacisten  und  Algoritbmiker.  —  XXIV. 
Leonardo  von  Pisa.  —  Schlnssbetracbtungen.  —  Anmerkungen. 


Arithmetik. 

Bemerkungen  über  ältere  und  neuere  mathemati- 
sche Tafeln.  Von  A.  Gernerth.  (Besonders  abgedruckt 
aus  der  Zeitschrift  f.d.  osterr.  Gymn.  VI.Heft.  S.407ir.). 
Wien.    C.  Gerold's  Sohn.     1863.    8o. 

In  dieser  Schrift  hat  der  Herr  Verfasser  die  Resultate  einer 
«ehr  muhevollen»  buchst  verdienstlichen  Arbeit  veröffentlicht»  die 
ihn,  wie  wir  ihm  gern  glauben»  eine  längere  Reihe  von  Jahren 
beschäftigt  hat.  Nachdem  Gauss  in  seiner  bekannten  Abhand- 
lung (Astronomische  Machrichten.  Bd.32.  S.181  — 187.) 
nachgewiesen  hatte»  dass  in  Vega's  „Thesaoros  logarith- 
iDorum''  unter  68038  Logarithmen  im  trigonometrischen  Theile 
nach  einer  auf  Wahrscheinlichkeit  beruhenden  Schätzung  zwischen 
31983  und  47746  fehlerhafte  zu  erwarten  seien:  war  eine  Arbelt» 
wie  sie  jetzt  von  Herrn  Gernerth  vorliegt,  in  der  That  ganz 
an  der  Zeit»  und  leider  hat  die  von  demselben  vorgenommene 
sehr  sorgfältige  und  umfassende  Revision  einer  grösseren  Anzahl 
älterer  nnd  neuerer  mathematischer  Tafeln  die  Richtigkeit  des 
von  Gauss  aas  Wabrscheinlichkeitsgr finden  abgeleiteten  Re- 
sultats im  Allgemeinen  leider  nur  zu  sehr  bestätigt.  Herr  G. 
theilt  die  revidirten  Tafeln  In  drei  Klassen:  A.  Aeltere  Werke. 
B.  Neuere  Werke  mit  wenigen  Fehlern.  C.  Neuere 
Werke  mit  vielen  Fehlern.  Nach  der  angestellten  Revision 
befinden  sich  unter  100  TabulargrOssen: 

0,001  Fehler  in  Sehr ön»  Braunschweig»  1860; 
0»01         »       »,  Winkler»  Wien»  1839; 
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0^02  Fehler  in  Salomon,  Wien,  1827; 

0,02  „  „  Hantschh  Wien,  1833; 

0,02  ,r  >y  August,  Berlin,  1848-, 

0,10  „  „Hutton,  London  1822; 

0,23  „  „  Sbertrede,  Cdinbargb,  1S4»; 

0,27  „  M  Pitiscus,  Francofarti,  1613; 

0,48  „  „  Rbeticus,  Neostadii,  1596; 

1>02  „  „Böhm,  Innsbruck,  1852; 

1,29  „  „   Baudisson,  Paris,  1861; 

2,58  „  ,»  Domke,  Berlin,  1855; 

4,71  „  „  Rflhlmann,  Leipzig,  1859; 

4,98  „  „  Stampfer,  Wien,  1852; 

5,66  „  „  Hu  lese,  Leipzig,  1849; 

10,93  „  „  Kolbe,  Halberstadt,  1844; 

33,75  „  „  Gronwaldt,  Quedlinburg;,  1860; 

70,28  „  „   Beskiba,  Wien,  1842. 

Die  genauesten  unter  allen  revidirten  Tafeln  sind  also 

die  Tafeln  von  Sclurön, 

welche,  wie  der  Herr  Verfasser  auf  S.  26.  mit  Recht  sagt,  „wohl 
das  ausgezeichnetste  und  correcteste  logaritbmische 
Werk  sind,  weiches  je  erschienen  ist."  Ausser  den  von 
Herrn  SchrOn  selbst  aufgefundenen  und  im  Archiv  Tbl.  XXXVL 
S.384  mitgetheilten  Fehlern  hat  Herr  G.  bei  seiner  sehr  sorg- 
fältigen und  umfassenden  Revision  nur  noch  einen  Fehler  auf- 
gefunden, n&mlich  den  folgenden: 

Seite  76  der  Interpolationstafel  lognat.  1,0009 

statt:  0,00089    95952    42836    0 
müss  stehen:  0,00089    95952    42836    1 

io  deo  Tafdo  to«  Hantschi*),  Salomon,  Winkler  «Ind  he- 
Biehungsweise  nur  2,  2,  3  Fehler  aufgefunden  worden.  Die  bei- 
den Fehler  bei  Hantschi  sind  die  folgenden: 

log 3271  statt  514680  muss  stehen:  514681, 


*)  Ich  kann  diese  sechasielllgen ,  aacb  die  naioriichai  LiatMi  ent- 
haltenden Tafeln  von  Hantschi,  deren  ich  mich  selbst  gern  bediene, 
recht  sehr  empfehlen,  und  thne  dies  hier  um  so  lieber,  weil  dieselben 
gar  nicht  nach  Verdien» t  bekannt  tn  sein  scheinen. 
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log 3304  statt  519565  muas  stehen:  510666 

Auch  die  freilich  (im  AllgemeineD)  nur  füofsteUigeo»  wo  na- 
tärliefa  weniger  Gelegenheit  au  Fehlern  geboten  wird  als  In  mehr- 
stelligen Tafeln^  Tafeln  von  August  haben  sich  recht  genau 
erwiesen«  Weil  dieselben  namentlich  auf  preossischen  Schulen 
bäuGg  gebraucht  werden,  so  theile  ich  vollständig  mit,  was  der 
Herr  Verfasser  über  dieselben  sagt: 

„In  diesen'^  —  (revidirten)  —  ,,20980  Tabulargrussen  habe 
ich  10  Fehler  gefunden.  Von  diesen  ]0  Fehlern  wuirden  aber 
5  bereits  im  Jahre  1856  von  Dr.  W.  Lehmann  in  den  astrono- 
mischen Kachrichten  43.  Band,  S.  225  —  228  bekannt  gemacht, 
und  4  davon  sind  in  August 's  Tafeln  (4te  Auflage  1856)  nicht 
mehr  vorbanden.  Es  verbleiben  demnach  für  meine  Revision 
unter  20980  Tabulargrussen  5  Fehler;  mithin  kommen  durchschoit- 
lieh  auf  100  Tabulargrussen  0,02  Fehler. 

Das  Fehlerverzeichniss  ist  folgendes: 

Seite  66  tangl2o  statt  0.2125565  mnss  stehen:  0,2125566, 
M      „     ,.230     ,,    0,4244749     „  „       0,4244748, 


67 


LehiDann  sagt  in  dem  oben  angegebenen  Aufsätze,  S.  228,  das« 
in  AugQ^st*«  Tafeln 

statt  cotg  10  =  57,2899617  zu  setzen  sei  cotg  P  =  57,2899616. 

August  hat  diese  Aenderung  in  seinen  Tafein  nicht  vorgenom- 
men, offenbar  in  der  Ueberzeognng,  dass  der  von  ihm  angegebene 
Werth  richtig  sei,  was  aber  nicht  der  Fall  ist.  Nach  Rheti- 
cus  ist: 

cotg  10  =  57,2899617499, 

was,  auf  7  Deciraalstellen  gekürzt,  den  von  August  aufgestellten 
Werth  geben  würde.  Der  Werth  des  Rh  oticus  fär  cotgP  ist 
aber  falsch,    tch  finde  nach  meiner  Rechnung 

cotg|o  =  57,2899616308, 

wobei  der  Fehler  negativ  und  kleiner  als  eine  halbe  Einheit  der 
zehnten  DeeimalsteUe.  Auf  7  Decimalst eilen  gekürzt  ist  abo  su 
setzen :  ^ 

cotg  10  =  57,2899616. 


29»  „  0,5843090  „ 

19 

0,5543091, 

370  „  0,7533540  „ 

»» 

0,7535541, 

42»  „  0,9004041  „ 

t* 

0,9004040. 
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Sehr  uDgenau  sind: 

Nautische,  astronomische  und  logaritbinische  Ta- 
feln U.S.W,  von  F.  Domke,  zweite  Auflage,  Stereotyp- 
ausgabe, Berlin,  1855.    8. 

in  denen  Herr  G.  nicht  weniger  als  839  Fehler  unter  32500 
Tabulargrussen  entdeckt  hat,  von  denen  auf  S.  32  fünf  Procent 
angegeben  worden  sind,  und  in  den  bekannten  Tafeln  von  Hulsse 
sind  600  Fehler  unter  10800  Tabulargrussen  aufgefunden  wor- 
den, von  denen  gleichfalls  5  Procent  auf  »S.  38  mitgetheiit  wor- 
den sind. 

Ich  hätte  gewünscht,  dass  Herr  G.  statt  der  Ausgabe  von 
1705  von  Sherwin's:  Mathematical  tables  die  Ausgabe 
von  1742  revidirt  hätte,  weil  diese  letztere  für  die  genaueste  ge- 
halten wird,  auch  genauer  als  die  von  Clark  besorgte  neuere 
Ausgabe  von  1770  (M. s.  Klügel  im  matbeniatischeD  Wor- 
terbuche:  Tbl.  I.  S.  695  und  Karstens  Lehrbegriff  der 
l^athematik  Tbl.  IL  §.  151.).  Da  von  den  als  in  der.  Ausgabe 
von  1705  vorkommend  bemerkten  689  Fehler  keine  wirklich  an- 
gegeben sind,  60  kann  ich  nicht  beuitheilen,  ob  dieselben  in  der 
Ausgabe  von  1742  vorkommen. 

Wir  glauben,  dass  Herr  Gernertb  durch  seine  eben  so  zeit- 
raubende als  mfihevolle  Arbeit  sich  ein  sehr  grosses  Verdienst 
erworben  bat,  und  sind  der  Meinung,  dass  von  jetzt  an  viele 
künftige  Herausgeber  mathematischer  Tafeln  grossere  Vorsicht 
als  bisher  anzuwenden  sich  veranlasst  finden  werden.  Scbiiess- 
lieh  mochten  wir  den  Herrn  Verfasser  noch  bitten,  aucb  die  Ta- 
feln von  Hoüel  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  CL.  S.  1.),  welche  nach 
unserer  Meinung  verschiedene  treffliche,  die  Sicherheit,  Leichtig- 
keit und  Genauigkeit  sehr  fördernde  besondere  Einrichtungen 
besitzen,  wie  wir  dies  a.a.O.  ausführlicher  auseinandergesetzt 
haben,  eben  so  wie  die  Tafeln  von  Bremiker,  einer  recht  ge- 
nauen Revision  riicksichtlich  der  darin  vielleicht  enthaltenen  feh- 
lerhaften Logarithmen  zu  unterziehen  und  das  Resultat  recht 
bald  mitzntheilen.  G. 


Geometrie. 

Betreffend  die  bei  dem  Verleger  des  Archivs  er- 
scheinende Uebersetzungder  IntMdoBfone  admta  Tc«- 
rta  seametric»  delle  curre  piane  Von  Herrn  Professor 
Cremana  in  Bologna« 
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Die  Leser  des  Archivs  wissen  aus  den  auf  den  Umscblft- 
gen  dieses  Journals  befindlichen  Anzeigen,  dass  bei  dem  Verle- 
ger des  Archivs  eine  Uebersetzung  der  trefflichen  In troduzione 
ad  ana  Teoria  geometrica  dellc  cnrve  piane  von  Herrn 
Professor  L.  Creme  na  in  Bologna  erscheint  Wenn  auch  an 
dieser  Uebersetzung  schon  gedruckt  wird,  so  hat  die  Arbeit  doch 
augenblicklich  einige  Unterbrechung  erleiden  roössen,  weil  mir 
Herr  Cromo  na  unter  dem  30.  x\pril  1863  aus  Neapel*)  schrieb, 
dass  nach  Herrn  Chasles  Meinung  einige  in  der  ,,In trodu- 
zione'* mitgetbeilte  Sätze  von  Herrn  Jonqui^res  (Liouville's 
Journal.  Avril  IS61)  einer  Rectification  bedürften,  die  er  aber 
nur  erst  nach  der  Rückkehr  von  seiner  Reise  nach  Siciiien,  auf 
der  er  sich  eben  mit  einer  gouvernementalen  scholastischen 
Mission  befand,  unternehmen  könne,  mir  aber  dann  sogleich  filr 
die  Uebersetzung  schicken  wurde,  wobei  er  hinzufügte:  „Ainsi 
Tedition  allemande  aiira  un  grand  avantage  sur  l'ori- 
ginal  italien'',  wofür  ich  natürlich  Herrn  Cremona  sehr  dank- 
bar bin^  und  dies  hier  zur  Anzeige  bringe.  Zugleich  sprach  der- 
selbe gegen  mich  dei^  Wunsch  ans,  den  von  Herrn  Jonqui^res 
in  der  fraglichen  Angelegenheit  an  ihn  geschriebenen,  in  dem 
Giornale  di  Matematiche.  Aprile  1863  abgedruckten  Brief 
auch  In  das  Archiv  aufzunehmen,  welches  ich  natürlich  sehr 
gern  thue,  indem  ich  diesen  Brief  nachstehend  abdrucken  lasset 
dazu  aber  leider  nur  erst  heute  im  Stande  bin,  weil  die  vier  ersten 
Hefte  des  vorher  genannten  treffirchen  neuen  Journals,  welches 
vom  Anfange  dieses  Jahres  an  in  Neapel  erscheint  (m.  s.  aus- 
führlich nachher  unter  Vermischte  Schriften),  mir  erst  heute 
in  meine  Hände  gelangt  sind,  vras  mich  bei  Herrn  Cremona 
entschuldigen  wird,  dass  der  von  ihm  gewünschte  Abdruck  des 
Briefes  des  Herrn  Jonqui^res  nicht  schon  früher  erfolgt  ist 

Am  23.  Juli  1863.  Grunert 

„Vera -Cruz,  ie  6  Fevrier  1863. 

Vous  avez  eu  la  bonte,  dans  votre  Introduction  älatheo- 
rie  des  courbes  planes,  de  citer  quelques  th^orömes,  que 
j*ai  donn^s  dans  un  articie  insere  an  tome  VI  (2®  s^rie)  du  Jour- 
nal de  Mr.   Liouville,  pour   1861.     J'ai  Thonneur  de  vous  faire 


*)  Er  befand  sich  dainaU  auf  einer  Reise  nach  Sicilien  ,,aTec  une 
niission  scolastiqiie  du  gouvernenient**,  nnd  hatte  zu  Genua,  vo  er 
«ich  einge«rhi(Ft  hatte,  hei  Herrn  ProfeKsor  T  ardy  zufällig  das  die  An- 
zeige Ton  denn  Er«cheinen  einer  Uebersetzung  seinrr  „Introduzione*' 
enthaltende  Heft  des  Archivs  gesehen. 
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remafqiMr  que  pluneurs  de  ces  th^or^men  sont  enonca«  par  moi 
CD  termes  trop  aiisolas,  quand  il  s'agit  des  »^ries  de  conrbc» 
d'ordre  n  et  d'^indice  iV,  Les  nonibres,  qai  figurent  daas  eei 
enoncäs,  s«nt  ab^olument  exacts  si«  les  coarbes  dtant  d'on  de^ 
qaelo0»qae,  l'indice  N=^}f  c*est  ä-dire  si  la  s^rie  est  nn  faisceaii; 
•Q  Micbre  £1,  Hndice  JV  ^tant  quelconque^  les  coarbes  se  r^oi- 
aent  ä  des  droites^  Mais  pour  n  et  iV  ä  la  fois  quelcenqae«,  les 
nombres  dont  il  sagit(8auf  celui  du  theor^me  f)  sont  des  liroites 
snp^rieiires  et  non  des  iiombres  absolus;  ce  que  j'ai  eu  tort 
de  ne  pas  dire.  II  faut  donc  ajonter  k  la  plupart  de  ces  theo- 
r^mes  ces  niots:  en  g<$n<^ral  et  au  plus.  Par  exemple,  l*^nonci^ 
du  tb^ar^me  V  doit  se  terminer  ainsi:  ....  le  lieu  des  poiuts 
dMntersection  de  deux  courbes  Cm,  Cn  eorrespon- 
dantes  est,  en  g^neral  et  au  plus,  iV(i?i-f  n). 

II  en  est  ainsi,  en  particulier,  du  th^oreme  IX,  que  Mr.  Bi- 
echoff  ä  enoncä  le  premier,  sans  resfriction;  du  rooins  il  a  ele 
ainsi  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Matheniatiquej«. 
Quand  je  le  lus,  dans  le  manuscrit  de  ce  Journal,  j'ecrivis  a 
rexcellent  et  regrettable  Mr.  Terquern  pour  le  prevenir  que  le 
theor^me  me  semblait  trop  ^^nc^ral ;  car  il  ne  s*appliquait  pas  aox 
coniques;  aussi  Mr.  Terquern  ajouta-t-il  une  note,  tr^s  discrete. 
Plus  tard,  il  me  vint  des.  scrupules  d'avoir  ose  suspecter  l'ana- 
lyse  de  Mr.  Bisch  off,  qui  e^t  tres  honorablenient  connu  daos 
la  sciencCi  et  je  preferai  me  suspecter  moi-m^nie.  De  lä  les 
efforts  que  je  fis,  dans  Tarticie  pröcite  du  Journal  de  Mr.  Lion- 
ville,  pour  mettre  d'accord  avec  Mr.  Bisch  off,  et  notamiDeDt 
dans  le  §.  XI.,  oü  je  nie  livre,  ä  T^gard  des  coniques,  ä  des  ia- 
sinuations  qu'elles  ne  nieritent  sans  doufe  pas. 

JVi  reconnu,  depuis  lors,  qu'il  edt  ete  plus  sage  de  ni'en 
tenir  k  nia  premi^re  opinion;  et,  comme  je  ne  vondrais  pas  que 
rinsuffisance  de  ma  redaction  pi)t  induire  en  erreur  de  jeones 
geom^tres,  je  ra'empresae  de  vous  la  signaler,  en  vous  autorisant 
Monsieur,  k  faire,  dans  ce  but,  Fusage  que  vous  voudres  de  la 
presente  lettre. 

Je  saisis,  Monsieur,  cette  nouvelle  occasion  ete. 

E.  de  Jonquieres, 
Commandant  la  corvette  Le  Berthollet" 

Non  petendo  ora  occuparnii  dell'  argomento,  colla  pubblica- 
zione  di  questa  lettera  dell*  esiinio  geometra  francese,  intendo 
anche  di  mettere  in  guardia  1  giovani    lettori  della  roia  Intro- 
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duzit>ne  contro  le  magagne  dei  teoreml  che  concernooo  le  nerie 
di  curre  d'indice  qualoivoglia. 

Bologna,  16  Aprile  1863.  L.  Cremona. 


nf  echanik, 

Theorie  der  Elasticität  fester  Körper  von  Doctor 
A.  Cleb«cb,  Professor  an  der  polytechnischen  Schule 
EU  Carlsruhe  *).    Leipzig.    Teubner.     i862. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dem  Torliegenden  Buche  ein  der 
Beachtung  sehr  zu  empfehlendes  Lehrbuch  der  Elasticitfitsfheo- 
rie  geliefert,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Arbeiten  von 
Saint-Venant  Ober  Stäbe  von  endlichem  Querschnitt^  so  wie 
Ton  Kirch  hoff  Aber  sehr  dünne  Stäbe»  und  mit  einer  nicht  ge- 
ringen Anzahl  neuer  Untersuchungen,  wobei  er  auch  bei  der  Un- 
tersuchung von  Scheiben  zu  Resultaten  gelangt  ist,  die  Kirch- 
hoff's  Theorie  der  Klangfiguren  einschliessen.  Wegen  der 
analytischen  Transformationen  Lamä's  wird  dagegen  auf  dessen 
bekanntes  Werk  selbst  verwiesen »  und  auch  alle  die  Theorie  des 
Lichts  betreffende  Untersuchungen  wurden  ausgeschlossen.  Die 
Anwendung  der  durch  die  Integralrechnung  dargebotenen  HOlfs- 
mittel  ist  überall  so  viel  als  möglich  beschränkt  worden,  was  wir 
in  einem  Buche,  das  z.  B.  auch  dem  Techniker  dienen  soll,  nur 
billigen  können.  Das  ganze  weite  Gebiet  ist  in  zwei  Haupttbeile : 
Theorie'elastischer  Körper  von  tiberall  endlichen  Di- 
mensionen und  Theorie  elastischer  KOrper«  deren  Di- 
mensionen zum  Theil  sehr  klein  (unendlich  klein)  sind, 
getheilt  worden,  woran  sich  dann  eine  längere  Reihe  von  Anwen- 
dungen schliesst,  nämlich:  Ausdehnung  von  Stäben  mit  (iberall 
gleichem  Querschnitt ;  Ausdehnung  von  Stäben  bei  veränderlichem 
Querschnitt  und  Gberall  gleicher  Spannung ;  Biegung  im  Allge- 
meinen ;  Biegung  unter  dem  EInfluss  stetig  vertheiltet  Kräfte  ohne 
Zug  oder  Druck  in  Richtung  der  Axe ;  Spannungen  und  Tragver- 
mugcn ,  Berechnung  der  Trägheitsradien ;  Biegung  unter  dem  EIn- 
fluss stetig  vertheilter  Kräfte,  verbunden  mit  Einzelkräften;  ver- 
änderliche Querschnitte;  Biegung  bei  sehr  grossem  Zug  oder 
Dmck  in  der  Richtung  der  Längenaxe,  Säulen festigkel t ;  Stab- 
systeme  ohne  BiegoDg;    Stabeysteme  mit  Biegung;   Torsien. 


*)  Jetzt  an  der  Universität  in  Gi essen. 
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Vermischte  Schriften. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso^degli  stadenti  delle 
universitä  italiaoe,   pubblicato  per  cura  dei  Professor! 

«•  Battafflf ni»   T.  Janni  e  IS.  TraAi 

coilaboratori 


Avena  Carlo 

Beltrami  ISugenio  (Bologna) 
Betti  Enrico  (Pisa) 
Brioschi  Francesco  (Milaoo) 
Casorati  Feiice  (Pavia) 
Cromo  na  Luigi  (Bologna) 
Dorna  Alessandro  (Torino) 


Fergola  Emmanuele 
Gasparis   (de)  Annibale 
Grosso  (del)  Reroigio 
Padala'Fortonato 
Rabini  Raffaele 
Sabato  Andrea 
Sannia  Achille. 


Mapoli  Benedettp  Pelierano  Editore,  Libreria scientifica  ia* 
dustriale,  Strada  di  Cbiaia»  60. 

(Ogni  niese  si  darä  un  fasciculo  di  pag.  32  in  8^  grande.  —  Prezzo 
per  Napoli  un  anno  L.  12.    Prezzo  pel  resto  d*Italia  (franco)  L.  14.) 

Je  grosser  das  Interesse  ist»  welches  wir  an  dem  so  krafti- 
gen Fortschreiten  der  mathematischen  und  physikalischen  Wis- 
senschaften —  so  wie  der  Wissenschaften  Oberhaupt  —  in  dem 
neuen  Königreiche  Italien,  wie  es  uns  tSglich  in  immer  schöne- 
rem Liebte  entgegentritt,  nehmen;  je  grosser  unsere  Freude  ist 
über  die  kräftige  Förderung»  welche  die  Regierang  König  Vic- 
tor Emcinuels  vorzugsweise  auch  dem  mathematischen  und 
physikalischen  Unterrichte  zu  Theil  werden  Ifisst,  und  fiber  die 
grosse  und  allseitige  Aufmerksamkeit,  welche  dieselbe  diesem 
Unterrichte  widmet :  desto  lebhafter  begrQssen  wir  das  obige  neue 
mathematische  Journal,  .welches  mit  dem  Anfange  dieses  Jahres 
in  Neapel  unter  der  Kedaction  dreier  ausgezeichneter  neapolita- 
nischer Mathematiker,  mit  einer  grossen  Anzahl  der  trefflicbsteii 
Mitarbeiter,  die  alle  dem  eigentlichen  Königreiche  Italien  ange* 
hören,  in*s  Leben  getreten  ist.    Die  Worte  auf  dem  Titel: 

„ad  uso  degli  studenti  delle  universitä  italiane" 

bezeichnen  deutlich  genug»  dass  dieses  neue  Journal  hauptsSeh- 
lieb  und  ganz  besonders  der  Forderung  des  mathematischen 
Unterrichts  gewidmet  ist,  ohne  natürlich  die  Förderung  der 
Wissenschaft  auszuschliessen,  wobei  es  sich  vorzugsweise  die 
Einrichtung  der  „Nouvelles  Annales  de  Matheroatiqnes^' 
zum  Muster  genommen   zu  haben   scheint.     Der  Inhalt  der  ons 
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jetzt  vorliegenden  vier  ersten  Hefte  berechtigt  ans  vollständig« 
unsere  Leser,  gans  besonders  aber  auch, alle  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsanstalten,  dringend  anf  dieses  neue  mathematische 
Jonrnal  aufmerksam  zu  machen,  da  sie  namentlich  in  demselben 
Vieles  finden  werden,  was  ihrem  eigenen  Unterrichte  Hirderlich 
sein  kann;  es  ist  keineswegs  immer  die  Neuheit  der  Resultate, 
welche  in  diesem  ad  uso  degii  studenti  delle  universitä  Itailiane 
bestimmten  Journale  erstrebt  wird,  sondern  noch  öfter  die  Verbesse- 
rung und  Vereinfachung  der  Darstellungsmethoden  im  Interes&e 
des  Unterrichts,  und  zwar  nach  meiner  Meinung  mit  vollem 
Rechte,   denn: 

„AI  punto  in  che  siamo  arrivati  oggl,  noi  abbiamo  assai  meno 
^isogno  di  crear  nuove  teoriche,  che  di  ridurre  ai  loro  minimi  ter* 
mini,  se  k  lecito  di  cosi  parlare,  le  teoriche  di  giä  conosciute; 
principaimente  ove  riflettasi  che,  in  ogni  cosa,  ciö  che  avvi  di  piü 
semplice  e  di  piü  generale  k  d'ordinario  quelle  che  riluce  per 
ultimo,  e  svelasi  al  pensiero  ricercante  la  veritä  in  amicbevole 
accordo  col  hello  e  col  buono*'  *). 

Der  Inhalt  der  mir  bis  jetzt  vorliegenden  vier  Heflte  ist  der 
folgende : 

Anno  I.  —  Gennaio  1863.  Teoria  elementare  delle  forme 
geometricbe;  per  G.  Battaglini  p.  1.  —  Teoria  geometrica delle 
enrve  del  secondo  ordine;  per  V.  Janni.  p.  7.  —  Esposizione  dl 
diversi  sistemi  di  coordinate  omogonee;  per  N.  Trudi.  p.  II.  — 
Intorno  ad  una  trasformazione  delle  forme  quadratiche;  per  F.  Bri- 
oschi.  p.  25.  —  Dimostrazione  di  un  teorema  proposto  dal  Capl- 
tano  Faure;  per  Enrico  d'Ovidio.  p.  28.  —  Nota  intorno  ad  ana 
proprietä  del  cerchio  de'  nove  ponti;   per  N.  Trudi.    p.  29. 

Anno  I.  —  Febbraio  1863.  Teoria  delle  funzioni  ellittiche; 
per  R.  Rubini.  p.  33.  —  Teoria  elementare  delle  forme  geome- 
triche;  per  G.  Battaglini.  (Continuazione.)  p.4l.  —  Esposizione 
di  diversi  sistemi  di  coordinate  omogonee;  per  N.  Trudi.  (Con- 
tinuazione.) p.  47.  —  Una  dimostrazione  del  teorema  di  Sturm; 
per  N.  Trudi.    p.  59.  —  Quistioni.    p.  63. 

Anno  I.  --  Marzo  1863.  Sopra  una  proprietä  delle  forme 
ternarle.  Nota  del  prof.  F.  Brioschi.  p.  05.  —  Soluzione  d*an 
problema  relative  alle  superficie  di  second'  ordine;  per  Eugetiio 
Beltrami.   p.  66.  —  Nota  sulla  catenaria  di  eguale  resistenza,  del 


*)  Chelint:     Della    legge    onde    im   Ellipsotde  etc.  etc.    Bologna. 
1862.     p.  3. 
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libero  iasegfiAAte  neli'  universitä  di  Tarino,  logegaere  pr^fess^re 
Ales««ndra  Dorna.  p.  73.  —  Teoria  geometrica  ddle  cnre  del 
2?  ordine;  per  V.  Janni.  (Cont.  v.  pag.  7.)  p.  77.  —  Sa'  teoreni 
del  Poncelet  relativ!  a'  poligoni  iscritti  e  circoacritti  al!e  coakbe; 
per  N.  Trudi.  p.81.  —  QuiatiooL  p.  91.  —  Mecrologia:  OUaviaae 
Fabrizio  Mossotti.  p.  91.  —  Bibllografla:  Sulla  introdaaiaoe  ad 
una  teoria  Geometrica  delle  ourve  piane;  per  Loigl  Crenoaa, 
professore  deir  uoiversitä  di  Bologna,    p.  93. 

Anno  I.  —  Aprile  1863.  Teoria  elementare  delle  forme  geo- 
nietriche;  per  G.  Battaglini.  (Cont.  v.  pag.  41.)  p.  97.  —  Solle 
coniche  di  nove  punti;  nota  di  Eugenio  Beitrami.  p.  109.  — 
Teoria  delle  funzioni  ellittiche;  per  R.  Rubini.  (Contiaoaz.  r. 
pag.  33.)  p.  118.  —  SuUe  equazioni  algebriche;  nota  di  E.  Bei* 
trami.  p.  123.  •—  Su'  teoreni  del  Poncelet  relativ!  ai  poligoni 
iacritti  e  circoscritti  alle  coniche;  per  M.  TrudL  (Continaaz.  v.  p.  90.) 
p*  125«  -*-  Soluzione  di  alcone  questioni  proposte  oel  faseieoio'di 
Febbraio  1863  del  Giornale  di  Terquera  inviateci  da  alcuDi  giovani 
stadenti.    p.  126.  —  Corrispondenza.    p.  128. 

Wir  wünschen  diesem,  von  so  kundigen  Hfindeo  geleiteten 
Unternehmen  den  besten  und  ungestörtesten  Fortgang»  ood  «ad 
überzeugt,  dass  dasselbe  dem  gesanimten  mathematischen  Dnter- 
rkhte  die  reichsten  Frfichte  tragen  wird.  Grunert 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  ßarnaba  Tortolini  e  compilatt  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Paria*),  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tortolini 
a  Roma.    4«>.    (S.  Literat.  BeY.  Nr.  CLX.  S.  10.) 

Tom.  V.  Nr.  1.  Proprletä  di  una  maniera  di  poligoni  deri- 
vati.  Nota  di  R.  Rubini.  p.  3.  —  Sopra  un  teorema  di  geome- 
trin  descrittiva  e  sua  applicazione  al  traccianiento  deir  ombra  di 
alcuni  corpi.  Nota  del  Prof,  Giuseppe  Bruno,  p.  18.  —  Etu- 
des  sur  les  courbes  ä  double  courbure  tracees  sur  une  surface 
alg^brique  d'un  ordre  quelconque.  Par  E.  de  Jonquidres.  p.24. 
—  Sur  un  trtple  systdme  particulier  de  surfaces  orthogonales. 
Par  M.  Edouard  Combescure.  p.  39.  —  Lettre  de  AL  W,  Ro- 
berts «u  redacteur.  p.  52.  —  Rivlatak  MUiograAea.  Intoree 
al  Liber  Karastonla.  Lettera  di  Maurizio  Stein  schnei  dar  a 
. D.  Baldassarre  BoDcompagnL  p.  54.  —  Cenno  neerol<^ico 
dl  Ottaviano  Fabrizio  Mossotti.    p.  60. 


*)  Jetst  in  Mailand. 


Digitized  by 


Google 


Uierarfscher  Berichi  CIXL  18 


Nova  Acta  Regiae  societatis  scientiarum  Upsalien- 
•  18.  SerieitertiaeVol.lv.  Fasciculue  prior.  Dpsaliae. 
CA^Leffler.  1862.  W  (M.  vergJ.Literar.Ber.Nr.  CLIV.  &9.} 

Dieser  neue  Band  der  wichtigen  Schriften  der  KSnigl.  iSchvre- 
discfaen  Societät  der  Wissenschaften  in  Dpsala  enthält  die  fol- 
genden in  denKrets  des  Archivs  gehurenden  Abhandlungen,  welche 
alle  auch  in  besonderen  Abdrucken  zu  beziehen  sind. 

D^terminer  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  d'un  polynöme,  dont  la  lettre  principale 
est  x^  pour  que  le  polynome  contienne  un  facteur  de  la 
forme  {x"^ — a»).    Par  V.  v.  Keipel. 

Der  Herr  Verfasser  hat  seine  interessante  üiUersacbiiOgy  auf 
die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksam  machen»  in  zwei 
Abtheilungea  getbeilt,  von  denen  die  erste  sich  mit  der  Bestim- 
mung der  Form  der  Function 

F{x)  =  ^o^»»  +  ^ia:"-i+  ^.««"-2  +  ....+  J,n 

beschäftigt»  welche  dieselbe  haben  mass,  wenn  sie  den  Factor 
ac^ — a^  enthalten  sali;  wogegen  in  der  zweiten  der  allgemeinere 
Fall,  wenn  die  Function  F{x)  den  Factor  o:"  —  a**  enthalten  soll, 
erledigt  worden  ist.  Die  Entwickelungen  des  Herrn  Verfassers, 
in  denen  von  der  Theorie  der  Determinanten  mehrfach  Gebrauch 
f^eroacht  wird,  und  die  gewonnenen  Resultate  müssen  natdrüeli 
in  der  Abhandlnng  selbst  nachgesehen  werden. 


Reelierches  sur  ies  propriet4s  roagni^tiques  da  fer. 
Par  T.  S.  TMa^l^a. 

Deber  diese.  Abhandlung  ist  schon  im  Liter.  Ber.  Nr.  CLIH. 
S.  6.  besonders  berichtet  worden,  worauf  wir  also  verweisen. 


Snr  deuz  int^galitt^s  d'une  grandeur  römarquable 
dans  les  apparitions  de  la  com^te  de  Halley.  Par 
A.  J.  Anyström. 

Wir  glaaben  nnsem  fUr  diesen  jedenfalls  sehr  wichtigen  Ge- 
genstand sieh  interessirenden  Lesern  am  Besten  zn  dienen,  wenn 
wir  den  Zweck  dieser  Abhandhing  mit  den  eigenen  Worten  des 
Herrn  Verfassers  Im  Folgenden  angeben,    so  weit  es  der  dnrch 
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diese  Literarischen  Berichte  jdargebötene  beschränkte  Raum  Ter- 
stattet: 

yyPamii  toates  ies  pertarbations  dans  les  tnoovenients  des 
planstes  qoe  les  observations  dous  ont  fait  coiinattre»  seit  qaon 
regarde  leurs  grandeurs  numäriques,  seit  la  difiiculte  de  les  ex- 
pliquer,  ii  n'y  a  probablement  aucune  qui  se  seit  attir^  uoe  plus 
grande  attention  que  celle  qui  ce  prodait  dans  ies  moaTeraeots  de 
Jupiter  et  de  Saturoe  autoiir  du  soleil. 

Les  g^ometres  les  plus  cel^bres  essayaient  en  vain  d*expli- 
quer  ce  pb^nomene,  quoiqu'il  füt  connu  depuis  les  plus  anciens 
temps.  Ce  Tut,  en  effet,  en  cbercbant  Texplication  mentioDoec 
qu'on  a  ^t^  conduit  ä  la  d^couverte  de  la  loi  g^n<^rale,  qui  est 
trös  reroärquable  par  eile  m^me  et  possede  d'ailleurs  par  rapport 
^  la  conservation  de  notre  Systeme  solaire  une  iroportance  tres 
essentielle,  savoir  la  loi:  que  les  distances  moyennes  des  pla- 
nstes ne  'sont  assujetties  qu'ä  des  variations  periodiques. 

N^anmoins,  graee  au  gäni^  de  La  place,  on  connait  main- 
tenant  que  la  perturbation  susdite  dans  les  mouvements  des  deox 
planstes  dopend,  en  r^alit^,  du  fait  particulier,  relativement  a  la 
vitesse  moyenne  de  Jupiter  et  ä  celle  de  Satorne,.  que 

est  une  qnantit«^  tres  petite  et  que,  par  cons^quent,  certains  ter- 
mes,  qui  ordinairement  dans  la  tht^orie  plani^taire  sont  (oof-a-fait 
nögligeables,  deviennent  ici  par  la  double  Integration  d'noe  grao- 
deur  assez  notable. 

Ce  fait  remarquable,  que  les  temps  de  r^volution  des  deox 
plaiiötes  les  plus  grandes  sont  k  peu  prSs  commensiirables  eotre 
enx,  jouant  continuellement  un  rdle  trSs  tmportant  k  T^gard  de 
leurs  niouTenients  relatives,  doit  naturellement  se  faire  sentir 
aussi  dans  les  perturbations,  causöes  par  ces  deux  planstes  snr 
les  mouvements  des  autres  corps  Celestes;  et  cela  doit  se  Caire 
avant  tout  dans  les  mouvements  des  cometes,  a  cause  de  leors 
orbites  fort  alongäes. 

Cependant,  on  peut  dire  que  les  observations  sont  encore 
trop  incomplötes  et,  outre  cela,  que  les  ressources  de  TaDalyse 
sont«  dans  la  plupart  des  cas,  trop  insuffisantes,  pour  qu^on  puisse 
d^termioer  alnsi,  pour  un  espace  ind^fini  de  temps,  la  .place  vöri* 
table  d'nne  comSte  dans  son  orbite.  On  est  ainsi  oblig^  de  re- 
courir  k  la  quadrature  möcanique  et  de  däterminer  de  eette  ma- 
ni^e  pour  chaque  r^volution  les  coordonn^es  .de  la  com^te.    Voltt 
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pourqooi  oti  ne  poss^de  pas  eiicore  des  eph^^merides  pour  une 
seole  des  com^tes,  dont  on  connalt  le  temps  de  rtfvolution. 

La  m^me  chose  pourra  se  dire  aussi  relatiiFement  k  la  coroete 
de  Halley,  dont  on  ne  poss^de  encore  que  trois  appi^ritions  d^ 
termio^es  avec  une  exactitude  suTGsante.  Cependant,  il  a  röussi 
a  M.  Hind,  Tillustre  astronome  anglais,  de  tirer  d'ancieones  an- 
notatipns  les  apparitions  de  cette  comete  jusqu'ä  dix  ans  avant 
Jesus-Christ  avec  une  tr^s  grande  probabilit^.  G'est,  en  ro'ap- 
puyant  sur  ces  dates«  que  je  me  propose  de  rendre  conipte  ici 
de  denx  variations  p^riodiques,  existent  acf uellemeot  dans  le  temps 
de  r^volutioD  de  la  coni^te  de  Halley,  lesquelles  surpassent  beau- 
coup,  aussi  bien  par  leur  grandeur  que  par  la  longueur  de  la 
Periode,  toutes  les  variatlons  connues  jasqu'ici  daos  la  th^orie 
des  planstes  et  des  lunes. 

Celle-la  de  ces  deux  io^galitäs,  par  rapport  au  temps  de 
r^volution  de  la  coniöte  de  Halley»  qui  est  plus  grande,  mörite 
un  int^rdt  particulier  en  ce  qu'«lle  dopend  de  la  propriät^  men- 
tioonöe  d^jä  des  temps  de  r^volution  de  Jupiter  et  de  Satume. 
En  effet,  ces  temps  de  rövolntion  des  deux  planstes  sont  com- 
mensurables  non  seulement  entre  eux,  mais  aussi  par  rapport  k 
celui  de  la  comdte  de  Halley;  —  chose  fort  remarquable,  dont 
on  ne  connait  d*analogie  que  dans  la  th^orie  des  lunes,  oü  oh  la 
rencontre  k  T^gard  des  trois  lunes  de  Jupiter,  les  plus  rappro- 
ch^es  de  la  planMe. '' 

Den  Schluss  dieses  Bandes  bilden  die  sehr  vollständigen, 
offenbar  sehr  sorgfaltig  angestellten  und  reducirten  meteorologi- 
schen Beobachtungen  lilr  das  Jahr  1859  von  den  Herren  Nord- 
lund  und  Wackerbarth. 


Monatsbericht-  der  königl.  prenss.  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Berlin.  (Vergl.  Literarisch.  Bericht 
Nf.  CLVH.  8.  16.) 

November  1862.  Seidel:  Die  Brennfläche  eines  Strahlen« 
bündele,  welches  durch  ein  System  von  centrirten  sphärischen 
Gläsern  hindurch  gegangen  ist,  mitgetheilt  von  Hrn.  Kummer. 
S.  696 — 705.  —  Quincke:  Ueber  die  Lage  der  Schwingungen 
der  Aethertheilchen  in  einem  geradlinig  polarisirten  Lichtstrahle, 
mitgetheilt  von  Hrn.  Magnus.    S.  714—721. 

December  1862.  Kirch  hoff:  Ueber  das  Sonoenspectrum 
and  die  Spectren  der  chemischen  Elemente,  mitgetheilt  von  Herrn 


Digitized  by 


Google 


10  UUrarUcher  Berichi  CLXL 

Magnus.  S.  628.  (BIom«  Nachricht  von  einem  gehaJlenaa  Vor- 
trage ohne  jedtvede  weitere  Mittheilang.)  •—  Dove:  Ueber  dtt 
Starmflutben  an  den  Küsten  der  Nordsee  und  über  die  Wittemof 
des  Novembers  1862.    S.  639-644. 

Januar  1863«  Kummer:  Ueber  die  Klassenzabl  der  aus 
zusammengesetzten  Einheitswurzeln  gebildeten  idealen  complexea 
Zahlen.  S.  21 — 28.  —  Kronecker:  Ueber  die  AoffOsung  der 
PeU'schen  Gleichung  mittels  elliptischer  Functionen.  S.  44 — 50. 
^  Dove:  Ueber  die  Witterungs- Erscheinungen  des  Winters 
1862/63.    S.  50-69. 

Februar  1863.  Weierstrass:  1)  Ueber  eine  neue  Form 
der  Differential -Gleichungen,  durch  welche  die  Bewegung  eines 
der  Schwerkraft  unterworfenen  festen  Korpers  um  einen  anbeweg- 
lichen Punkt  bestimmt  wird.  2)  Zur  Integration  der  linearen  par- 
tiellen Differential -Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten ,  vor* 
gelegt  durch  Herrn  Kummer.  S.  86.  (Ohne  jedwede  weiter« 
Mittbeilung.) 

März  1863.  Dove:  Ueber  den  Einfluss  der  Alpen  aof  das 
Klima  ihrer  Umgebung.  S.  96—114.  —  Quineke:  Ueber  die  op- 
tischen Eieenschaften  der  Metalle,  mitgetheilt  von  Herrn  Mag- 
nus. S.  115 — 134.  —  Magnus:  Ueber  die  Diathermasie  trocke- 
ner und  feuchter  Luft.    S.  149—159. 

April,  Mai  1863.  Dove:  Ueber  den  Einfloss  der  Riehtoag 
der  Gebirge  auf  die  Regenmenge.  S.  183—187.  —  W.eierstrass: 
Ueber  ein  von  Herrn  E.  Bauer  angefertigtes  Basrelief.  (Ohoe 
weitere  Mittheilung  der  gelesenen  Abhandlung.)  S.  228.  •*-  Dove: 
Ueber  die  Störme  des  Winters  1862/63,  am  20.  December,  aa 
6.  Januar  und  20.  Januar.  (Ohne  weitere  Mittheilung  der  gelese- 
nen Abhandlung.)    S.  239.  241. 


An  den  Herausgeber. 

In  Bezug  auf  die  im  Literarischen  Bericht  CLVUl.  pag.  10. 
Ihrer  geschfitzten  Zeitscbrirt  enthaltene  Notiz  beehre  Ich  midi 
Ihnen  anzuzeigen,  dass  die  Unrichtigkeiten  in  „KOhler'a  loga- 
rithmischem Handbuches  welche  Herr  Professor  Hotel  n 
Bordeaux  die  Gute  gehabt  hat  »^en  vue  de  la  prochaine  Mition 
de  ces  excellentes*  tables*'  mir  mitzutheiien  /  sowol  In  den  Stereo- 
typplatten des  Werkes  als  In  doYi  vorräthigen  Exemplaren  der 
gegenwärtig  Im  Verkauf  befindlichen  achten  Auflage  berfclitigt 
worden  sind. 

Herr  Professor  Dr.  Bruhns,  Director  der  Sternwarte  kier, 
ist  80  gefällig  gewesen  die  Aenderungen  zu  überwachen. 

Leipzig,  7.  Aug.  1863. 

Bemliard  TaueMalte. 
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Am  268ten  Februar  1863  starb  in  Prag  der  verdiente  Professor 

Jacob  PhiUpp  Knllk, 

eines  der  ältesten  ordentlichen  Mitglieder  der  konigl.  böhmischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften. 

Am  dten  October  1863  starb  in  Wysoczan  bei  Prag 

Rudolf  Sknherskyi 

Professor  der  beschreibenden  Geometrie  am  polytechnischen  In- 
stitute zn  Prag  und  Landtags -Abgeordneter  fiir  Chrudim-Nassaberg, 
geboren  zu  Opocno  In  Böhmen ,  Verfasser  mehrerer  werthvoller 
Schriften  über  beschreibende  Geometrie,  orthographische  Paral- 
lelperspective  u.  s.  w. 

Am  12ten  October  1863  starb  in  Wels  in  Oberusterrelcb 

MazlDlltan  Ritter  von  Weissei 

Professor  der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  in  Krakau, 
durch  vielfache  Arbeiten  im  Gebiete  der  beobachtenden  und  rech- 
nenden Astronomie,  der  Meteorologie,  des  Magnetismus  u.  s.  w. 
hoch  und  yielfach  verdient.    Sein  neuestes  wichtiges  Werk  ist: 

Positiones  mediae  stellaruro  fixarum  in  zonis  Regiomontanis 
a  Besselio  inter  -f  15^  et  +  45^^  dedinationis  observatarum ,  ad 
annum  1825  reductae  et  in  catalogum  ordinatae  auctore  Maximi- 
liano  Weisse«  Directore  quondam  speculae  Craco viensis.  Jussu 
Academiae  Imperialis  Petropolttanae  edi  curavit  et  praefatus  est 
Otto  Strnve,  speculae  Pulcovensis  Director.  Petropoli,  1863.   4^. 


Till. XU.  Hfl. 2. 
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Unterrichts  wesen. 

Der  höhere  polytechnische  Unterricht  in  Deutsch 
land,  in  der  Schweiz,  in  Frankreich,  Belgien  undEng- 
land.  Ein  Bericht  an  den  h  ohen  Landesausschoss  des 
Königreichs  Buhmen,  und  mit  dessen  Genehmignns 
veruffentl  icht  von  Karl  Kofistka,  Professor  am  poly- 
technischen Landesinstitut  in  Prag,  und  mehrer  gel 
Gesellschaften  Mitglied.  Mit  swel  Plänen.  Gotha. 
R.  Besser.    1863. 

Der  hohe  Laodesausschuss  des  Königreichs  Böhmen  beehrte 
im  Sommer  des  verflossenen  Jahres  den  Herrn  Verfasser  mit 
dem  Auftrage,  die  bedeutenderen  polytechnischen  SchnleD  u 
Deutschland,  namentlich  jene  von  Hannover,  Carlsruhe  und  Zürich 
zu  besuchen,  ihre  Einrichtung  zu  studiren  und  über  die  gemachten 
WahrnebmuBgen  einen  Bericht  zu  erstatten,  in  wiefern  die  dorti- 
gen Einrichtungen  bei  der  bevorstehenden  Reorganisinug  des 
Prager  Polytechnikums  zu  benutzen  und  einzuföhren  wären.  Die- 
ses Auftrags,  vrelcher  zugleich  von  dem  lebhaften  Interesse  des 
genannten  hohen  Landesausschusses  für  die  immer  grossere  Fur- 
derung  des  polytechnischen  Studiums  an  dem  schon  lange  berühm- 
ten Prager  Polytechnikum  in  der  erfreulichsten  und  nachahniangs- 
würdigsten  Weise  zeugt,  entledigte  sich  der  Herr  Verfasser  nicht 
bloss  in  der  ihm  angedeuteten'  engeren  Ausdehnung  mit  dem 
grossten  Eifer,  sondern  erweiterte  den  Kreis  seiner  UntersucbuD- 
gen  In  so  bedeutender  Weise,  dass  er  in  denselben  die  polytech- 
nischen Schulen  in  München,  Augsburg,  Stuttgart,  Carlsnihe. 
Zürich,  Hannover,  Berlin  und  Dresden,  ferner  die  technischen 
Lehranstalten  in  Paris,  Lyon,  Lilttich  und  Gent,  endlich  das 
Wenige,  was  England  in  London  auf  diesem  Gebiete  besitzt,  aof- 
nahm.  Auf  diese  W^eise  ist  aus  dem  ursprfinglich  beabsicbtigtei< 
kürzeren  amtlichen  Berichte  ein  Werk  entstanden,  welches  «ir 
fär  sehr  wichtig  halten,  und  einem  Jeden,  welcher  an  der  Furd^ 
rung  des  polytechnischen  Unterrichts  eben  so  lebhaftes  Interesse 
nimmt  wie  wir,  namentlich  aber  auch  allen  den  Behörden  in  den 
verschiedenen  Ländern,  welche  die  Hand  an  die  Errichtung  Detier 
polytechnischer  Lehranstalten  legen  wollen,  dringend  ond  angele- 
gentlichst empfehlen,  und  nicht  bloss  dem  Herrn  Verfasser,  son- 
dern auch  namentlich  dem  hohen  Laodesausschuss  des  Köoi*- 
reichs  Böhmen  im  Interesse  der  Sache  unseren  lebhaftesten  Dank 
aussprechen,  dass  durch  seine  Manificenz  die  Entstehung  diesem 
Werkes,  was  gewiss  in  vielen  Beziehungen  sehr  grossen  Katzen 
stiften  wird,  möglich  gemacht  wurde.     Alle  oben  genannten  fM>lT 
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technischen  Lehranstalten  sind  in  der  genauesten  ond  eingehend- 
sten  Weise  charakterisirt  in  Bezog  auf  Lehrwesen  und  Umfang 
des  Unterrichts,  mit  besonderer  Rucksicht  auf  die  an  mehreren 
Orten  bestehenden  besonderen  Vorbereitongsschulen  und  mit  aus- 
führlicher Angabe  der  Lehrpläne  und  der  Stundenzahl;  ferner  in 
Bezug  auf  die,  nicht  selten  namentlich  aufgeführten  Lehrer;  auf 
die  Schäler  und  deren  Zahl  mit  Rucksicht  auf  Konfession,  Vater- 
land und  Berufsarten ;  auf  die  zur  Aufrechthaltung  der  Disciplin 
getroflfenen  Einrichtungen,  Preisaufgaben,  Beneficien  u.s. w.  Ganz 
besondere  Aufmerksamkeit  hat  mit  Recht  der  Herr  Verfasser  dem 
Etats-  und  Budgetwesen  gewidmet,  worüber  er  die  dankenswer- 
thesten  Notizen  mittheilt,  die  bei  Einrichtung  neuer  polytechnischer 
Schulen  von  dem  grussten  Nutzen  sein  werden ;  als  Beispiele 
mögen  die  folgenden  Zahlen  dienen : 

^^  .  .        4  Einnahme  210000  Francs. 
^""^^-     \  Ausgabe    200200       „ 
Carlsruhe:    Einnahme  86000  Gulden  rhein. 
^    ,^  C  Einnahme  48620  Gulden  rhein. 

Stuttgart:  ^  ^„^g^b^    46260       „ 

ßaiern:    (Mönchen,  Nürnberg  und  Augsburg  zusammen)  nur 
nach  ungefährer  Schätzung  53000  Gulden. 
Dresden:      26000  Thir. 
Berlin:         50000     „ 
Hannover:    32440     „ 

Dass  die  mit  den  verschiedenen  polytechnischen  Schulen  ver- 
bundenen Institute,  wissenschaftlichen  Sammlungen  und  Werk- 
stätten ganz  besondere  Berücksichtigung  gefunden  haben,  versteht 
sich  von  selbst,  und  nicht  geringere  Aufmerksamkeit  hat  der  Herr 
Verfasser  den  Gebunden  und  Localitäten  überhaupt  gewidmet;  von 
den  Prachtbauten  der  längst  hoch-  und  weitberühmten  polytech- 
nischen Schulen  in  Carlsruhe  und  Zürich  sind  vollständige  und  sehr 
genaue  Aufrisse  und  Grundrisse  mitgetheilt;  und  welche  Anstren- 
gungen die  Konigl.  W^rtembergische  Hohe  Staatsregierung  zur 
Hebung  ihrer  polytechnischen  Schule  gegenwärtig  macht,  erhellet 
daraus,  dass  die  Kosten  des  neuen  Prachtbaues  einer  polytech- 
nischen Schule,  welcher  jetzt  nach  Egle's  Entwürfen  in  Stutt- 
gart, in  dem  oberen  Theile  der  Stadt,  in  schönster  und  würdig- 
ster Ausstattung  aufgeführt  wird,  zu  365000 Gulden,  die  der  inneren 
Einrichtung  zu  40000  Gulden  rhein.  veranschlagt  sind. 

Indem  wir  schliesslich  nur  noch  im  Allgemeinen  bemerken,  dass 
der  Herr  Verfasser  sein  Werk  in  sehr  zweckmässiger  und  beson- 
ders lehrreicher  Weise  in  zwei  grössere  Abtheilungen:    Krster 
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Tbeil.  Beschreibung  der  bedeutenderen  polytecboi- 
schen  Schulen.  Zweiter  Tlieil.  Allgemeine  Resultate 
und  Vergleichungen  getbeilt  hat,  geben  wir  nur  unserem  eige- 
neu  grossen  Interesse  an  dem  polytechnischen  Unterrichte  erneue- 
ten  Ausdruck,  vrenn  wir  dieses  höchst  verdienstliche  Werk  i^llen. 
die  ein  gleich  lebhaftes  Interesse  dafQr  beseelt,  nochmals  drin- 
gend zur  Beachtung  empfehlen.  G. 

Adressbucb  der  Grossherzoglich  Badischen  poly- 
technischen Schule  in  Carlsruhe.  Studienjahr  l862--()3. 
Garlsruhe. 

Wir  haben  von  diesem  Adressbuche  der  hoch  berühmten  poly- 
technischen Schule  in  Carlsruhe  alljährlich  eine  kurze  Notiz  ge 
geben  (Literar.  Ber.  Nr.  CXLVIII.S.  1.^))  und  thun  dies  auch  diei« 
mal  sehr  gern,  weil  wir  aus  demselben  entnehmen,  wie  sehr  die 
genannte  herrliche  Lehranstalt  ihren  alten  wohlerworbenen  Rnbm 
fortwährend  behauptet,  da  die  Anzahl  der  Schüler,  ungeachtet  in 
neuerer  Zeit  die  Coucurrenz  solcher  Lehranstalten  grosser  geworden 
ist,  immer  noch  die  hohe  Ziffer  von  710  aus  34  verschiedenen 
Ländern  erreicht;  und  das  vollständige  Lehrerverzeichniss  weist 
deutlich  die  unveränderte  kräftige  FOrsorge  der  hohen  Badiscben 
Staatsregierung  für  die  Blüthe  dieser  wichtigen  Lehranstalt  nach. 


Arithmetik. 

Complemento  agli  Element!  d*Algebra  per  R  Ru. 
bini.  Napoli.  Tipografia  di  A.  Morelli.  Strada  S.  Se 
bastiano  N.  5L    1863.    S^. 

Man  weiss,  dass  schon  Lacroix  seinen  „l^iöments  d'Al- 
gebre**  ein  „Complöment  des  l^lements  d* Algebre**)' 
hinzufugte,  und  kennt  den  schonen  „Cours  d'Alg^bre  supe- 
rieure'S  Paris,  1854,  von  J.  A.  Serret.  Ein  so  eben  erschie- 
nenes Werk  von  ähnlicher  Tendenz,  welches  wiederum  den  er- 
freulichsten und  schönsten  Beweis  liefert,  welcher  Eifer  und  welches 
grosse  Interesse  gegenwärtig  in  dem  neuen  Italien  dem  Betriebe 
und  der  Förderung  der  mathematischen  Wissenschaften  und  dem 


•)  Im    Literar.  Ber.  Nr.  CLIV.  S.  2.  Z.  18.   steht   darch    einen  Drori- 
fehler  irrthünilich  CXVllI.  S.  1.  stutt  CXLVIII.  S.  1. 
**)  Auch  io's  Deutsche  übersetzt. 
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Unterrichte  in  denselben  gewidmet  wird,  verfasst  von  dem  längst 
durch  viele  schöne  Arbeiten  bekannten  Herrn  Professor  Raffaele 
Rubini  in  Neapel,  liegt  uns  jetzt  vor,  und  wir  beeilen  uns, 
unsere  Leser  etwas  näher  mit  demselben  bekannt  au  machen. 

Das  Werk  dient  den  früher  von  Herrn  R.  Rubini  verfassten 
„Elementi  d'Algebra.  V.  edizione'',  von  denen  wir  später 
eine  Anzeige  liefern  zu  können  hoffen,  zur  Erweiterung  und  Er- 
gänzung, und  enthält  also  alle  diejenigen  Lehren  der  Algebra, 
welche  nicht  zu  den  sogenannten  „Elementen*'  gerechnet  zu 
werden  pflegen.  Dasselbe  besteht  aus  16  Capiteln,  die  in  48  Vor- 
lesungen vertheilt  sind,  und  sein  Gesammt- Inhalt  kann  fuglich  in 
drei  Hauptabschnitte  zerlegt  werden:  Die  XH  ersten  Kapitel  sind 
der  Theorie  der  Gleichungen  gewidmet,  nachdem  im  ersten 
Kapitel  einige  allgemeine  Sätze  von  den  Functionen  mit  beson- 
derer Rücksicht  darauf,  dass  eine  Gleichheit  (eguaglianza)  öfters 
in  mehrere  Gleichungen  (equazioni)  zerfällt,  so  wie  z.  B.  auj» 
a  -|-6t=  a'  -{-b'i  (wobei  bekanntlich  t  =  V  — 1)  sich  die  Gleichungen 
nz=i  a' y  b=:b'  ergeben;  oder  die  für  jedes  x  geltende  Gleichheit 

A^^  +  Aix^-^  +  ^«j?«-«  +....+  Am^ix  +  ^m  =  0 

zu  den  Gleichungen 

fahrt  u.  s#w.,  bewiesen  worden  sind,  und  eine  genauere  Theorie 
der  imaginären  Grossen  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Form 

r(cos^  +  isiut) 

und  der  die  Moduli  betreffenden  Sätze,  entwickelt  worden  ist. 
Die  binomischen  oder  reinen  Gleichungen  und  die  Wurzeln  aus 
der  Einheit;  die  aligemeinen  Eigenschaften  der  Gleichungen,  na- 
türlich das  allgemeine  Fundamental -Theorem  der  Theorie  der 
Gleichungen,  dass  nämlich  jede  Gleichung  mindestens  eine  Wur- 
zel von  der  Form  p-^-qi  hat ;  die  Elimination  in  grosser  Ansdeh* 
nung;  die  Transformation  der  Gleichungen;  die  Auflosung  der 
numerischen  Gleichungen  u.  s.  w.  haben  die  sorgfältigste  Berück- 
sichtigung gefunden,  und  die  Darstellung  entspricht  den  neueren 
Forderungen  wahrer  mathematischer  Strenge  und  Evidenz  sehr 
fvohl.  —  Kap.  XIII.  und  Kap.  XIV.  betreffen  die  Formeln  und 
die  Functionen  im  Allgemeinen  und  den  Algorithmus 
mit  denselben,  also  Vieles  von  dem,  was  jetzt  in  der  neueren 
Mathematik  eine  besondere  Rolle  spielt  und  eine  besondere  Be- 
deutung gewonnen  hat.  —  Kap*  XV.  und  Kap.  XVI.  sind  Vorzugs* 
weise   der   Theorie  der  Reihen  und  ihrer  Convergenz, 
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der  £ntwickeluDg  der  Functionen  in  Reihen  (naturlidi 
ohne  Hülfe  der  Differentialrechnung) ,  den  Producten  mit  un- 
endlich vielen  Factoren  und  der  Darstellung  gewisser 
Functionen  (v^ie  sin^,  cosor,  u.  s.  w.)  durch  solche  Pro* 
ducte,  den  contuirlichen  Brüchen  und  vielen  andereo 
verwandten  Untersuchungen  gewidmet.  —  Weno  auch  vob 
dem  Herrn  Verfasser  selbst  die  Eintheilung  seines  Werkes  ifi 
diese  drei  Hauptabtheilungen  nicht  streng  festgehalten  worden  ist 
80  haben  wir  hier  doch  dieselbe  hervorheben  müssen,  um  bei  der 
uns  gebotenen  Kürze  mit  möglichster  Deutlichkeit  den  Hauptin- 
halt und  die  Tendenz  des  Werkes  unseren  Lesern  zur  Anschau- 
ung zu  bringen.  Noch  näher  auf  den  Inhalt  einzugehen,  verstattet 
uns  der  beschränkte  Raum  nicht;  wir  können  aber  versichern. 
dass  dieses  Werk  einen  reichen  Schatz  höherer  algebraischer 
Lehren  in  einer,  rücksichtlich  der  Strenge  und  Eleganz,  den  neue- 
ren Anforderungen  entsprechenden  Darstellung  enthält,  so  dass 
dasselbe  als  die  neuere  höhere  Algebra,  so  weit  dieselbe  nameot- 
lieh  in  den  Kreis  des  höheren  mathematischen  Unterrichts  gehurt, 
repräsentirend  betrachtet  werden  kann.  Da  die  deutsche  mathe* 
matische  Literatur  ein  ähnliches  Werk  unsers  Wissens  noch  nicht 
besitzt,  so  müssen  wir  dasselbe  wiederholt  zur  Beachtung  drin- 
gend empfehlen,  und  würden  selbst  seine  Verpflanzung  auf  deut-^ 
sehen  Boden  durch  eine  Uebersetzung  nicht  unzweckmässig  finden, 
vielmehr  für  eine  Ergänzung  unserer  Literatur  halten. 


•  Ueber  Gronau 's  verdienstliche  Arbeiten  über  hyperbolische 
Functionen  und  dessen  in  den  Schriften  der  natur forschen- 
den Gesellschaft  in  Danzig.  Sechsten  Bandes  viertes 
Heft  Danzig.  1862.  4^.  erschienene  Tafeln  ist  schon  im  Ar- 
chiv. Tbl.  XXX  VIII.  S.  48.  ausführlich  berichtet  worden.  Wir 
freuen  uns  aber,  unseren  Lesern  anzeigen  zu  können,  dass  diese 
Tafeln  so  eben  sehr  erweitert  und  vervollkommnet,  zugleich  in 
sehr  bequemem  Format,  auf  schönem  Papier  schon  gedruckt,  er- 
schienen sind,   unter  folgendem  Titel: 

Tafeln  für  sämmtliche  trigonometrische  Functio- 
nen der  cyclischen  und  hyperbolischen  Sektoren.  Tos 
J.  F.  W.  Gronau,  Professor  und  Oberlehrer  an  der  Real- 
schule  zu   St.  Johann   in   Danzig.     Danzig.    Druck    von 

A.  W.  Kafemann.    1863.    gross  8<>. 

• 

Dieselben  bilden  auch  das  Erste  Heft  des  ersten  Ban- 
des der  Neuen  Folge  der  Schriften  der  naturforschen- 
den  Gesellschaft  in  Danzig,   welche  sich  durch  Publicatlon 
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dieser  neuen  Tafeln  wieder  ein  nicht  genug  anzuerkennendes  Ver- 
dienst erworben  hat»  da  ohne  solche  Beihfilfe  Arbeiten  dieser  Art 
oft  ungedruckt  bleiben  müssen.  Indem  wir  die  Leser  auf  diese 
neuen 9  sehr  zweckmässig  eingerichteten  Gron aussehen  Tafeln 
aufmerksam  machen »  mQssen  wir  uns  fü'r  jetzt  mit  der  Verweisung 
auf  unsere  frühere,  vorher  erwähnte  ausführliche  Abhandlung  be- 
lügen« hoffen  aber  später  auf  diese  verdienstlichen  Gronau- 
schen  Tafeln  zurückzukommen,  wenn  wir  durch  eigenen  Gebrauch 
uns  genau  mit  denselben  werden  bekannt  gemacht  haben.        G. 


Die  nachfolgende,  zum  Abdruck  uns  gütigst  zugesandte  An- 
zeige in  Italien  erschienener  Tafeln  der  cyclischen  und  hyperbo- 
lischen Functionen  theilen  wir,  der  Wichtigkeit  solcher  Tafeln 
wegen,  und  weil  dieselben  auch  einen  Beweis  iiir  die  grosse  lite- 
rarische Regsamkeit  in  Italien  liefern ,  gern  unseren  Lesern  mit,  auf 
dieselben  besonders  hinweisend,  und  hoffen,  wenn  die  Tafeln  selbst 
zu  unserer  Kenntniss  gelangen  werden,  auf  sie  zurückzukommen: 

TATOEiE 

DEI    LOGARITMI 

DELLE 

nmim  circouri  eb  ipeuoucie 

GOSTRUITE 

DAL    DOTTORE 


PROFESSORS   DI   ALGEBRA   R   TRIGONOMRTRIA   NEL   R.   LICEO   Ol   PISA 

I  PBICEDIin  DA  Ulli  8D1  DKCRIZIOIR  IHTOMO   U  LOBO  GOSnDZieilB  E  IL 
LORO  DSO  HÖR  CHI  DHU  STOUi  I  TIORU  DILLE  VDHZIORI  8TI8SI 

DEL  PROF.  COMMENDATOBE 
SBKATORB    DEL    RBGNO    d'iTALIA. 


Prezzo  It.  Lire  8. 

Dirii^eMl  a  PUa  alFAutore  Prof.  Ang^elo  FoHi 
o  at  liAraJ  Mirff«  ^^^  IVifltri  e  liidffl  «laniieUi. 
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Trigonometrie. 

Schreiben  des  Herrn  Prouhet  in  Paris  an  den  Heraus- 
geber. 

Monsieur  le  R^dacteur! 

Je  viens  de  lire  dans  votre  precieux  Journal  *)  une  note  de 
M.  Kambly,  oü  ce  savant  professeur  demontre  la  faussete  de 
trois  formnles  que  j  avais  proposöes  comme  exercice  aox  lectenrs 
des  Nouvelles  annales.  Je  n'aurais  rien  a  dire  de  cet  articie, 
beaucoup  trop  long  pour  un  si  mince  objet,  si  l'auteur  ne  s'etait 
gravement  m^pris  sur  la  sonrce  de  inon  erreur.  U  soppose  qae 
Taccord  de  mes  formules  avec  les  formules  correnpondanfes  du 
triangle  sph^rique  a  ete  pour  moi  un  motif  süffisant  de  les  regar- 
der  comme  vraies  et  m'en  a  fait  d^sirer  d'en  posseder  la  d^roon- 
stration.  C'est  la  une  assertion  tout  gratuite  et  ä  la  quelle  je 
donne  le  d^menti  le  plus  formel. 

Cependant  cette  conjecture  plait  tellement  k  M.  Kambly  quli 
ne  peut  y  renoncer  m^me  apres  avoir  vu  Terratnm  oü  je  m'acGuse 
hnmblement  d'avoir  commis  une  faute  de  signe.  M.  Kambly  ne 
veut  pas  roe  croire  sur  parole,  parceqa'il  ne  peut  devioer  ou 
^tait  cette  Taute  0?^^^  ^^^  ^^  ^i"  Fehler  sein  soll^  kann  ich 
nicht  ergründen '')y  mais,  ajoute*t-il,  il  est  vraisemblable  ^  qne 
les  choses  se  sont  pass^es  comme  je  Tal  conjectur^  dans  mon 
articie.  Je  regrette  de  ne  pouvoir  montrer  ä  M.  Kambly  mon 
caicul  et  cette  fameuse  faute  de  signe  dont  il  r^voque  Fexislence 
en  doute :  malheureusement  comme  je  ne  pouvais  pr^Toir  qn'ane 
faute  de  signe  pourrait  m'Mre  un  jour  de  quelque  utilit^,  j'ai  de- 
truit  mon  caicul  depuis  long-temps.  J'ai  cherch^  vainement  a  eo 
reprendre  le  fil.  Tout  ce  que  je  puis  dire  c'est  que  ce  calcai 
^tait  fort  long  et  les  transformations  assez  nombreuses  pour  q^one 
faute  de  signe  s'y  soit  glissee  facilement. 

Je  vous  prie,  Monsieur  le  rödacteur,  de  vouloir  bieo  ins^rer 
ma  lettre  dans  un  des  prochains  numöros  de  votre  estimable 
publication.  Je  demande  pardon  ä  vos  lecteurs  de  les  eotretenir 
d'un  suj^t  aussi  peu  instructif;  mais  ma  r^pntation  d'honnete 
homme  y  est  int^ressee.  Je  n'ai  Jamals  trompö  personne  et  si 
j'affirme  que  j'ai  commis  une  faute  de  signe,  on  peut  m*en  croire 
sur  parole. 


•)  Tbl.  XL.  S.  440, 
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Veuillez  agreer,    Monsiear  le  r^dacteur^    l'assuraDce  de  mes 
sentiments  dävouäs  et  respectueux. 

E.  Prouhet. 
Paris  le  28  Octobre  1863. 


Sehr  gern  habe  ich  dem  Wunsche  des  von  mir  hochgeach- 
teten jetzigen  Herausgebers  der  ^^Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thömatiques'S  des  Herrn  E.  Prouhet  in  Paris^  durch  sofor- 
tigen Abdruck  des  vorstehenden,  gütigst  an  mich  gerichteten 
Briefes  entsprochen,  durch  welchen  die  grosse  Achtung,  die  ich 
dem  durch  ausgezeichnete  Arbeiten  schon  so  vielfach  verdienten 
Herrn  Prouhet  längst  gezollt  habe,  nur  erhübet  werden  konnte; 
denn  in  Fehler  kann  Jeder  verfallen,  und  kaum  darf  sich  wohl 
Jemand  rühmen^  dass  ihm  dies  niemals  begegnet  sei.  Indem  ich 
mich  nur  noch  fOr  verpflichtet  halte,  die  beiden  folgenden,  in 
derselben  Angelegenheit  schon  früher  vom  Herrn  Professor  und 
Director  Dr.  Strehlke  in  Danzig  gütigst  an  mich  gerichteten 
Briefe  hier  abdrucken  zu  lassen,  bemerke  ich,  dass  ich  diese 
Sache  jetzt  durch  den  obigen,  auf  eine  in  jeder  Beziehung  buchst 
achtbare  Weise  gütigst  an  mich  gerichteten  Brief  des  Herrn  Prou- 
het, als  ihren  besten  und  vollkommensten  Abschluss  erhalten 
habend  betrachte,  so  dass  von  derselben  fernerhin  im  Archive 
keine  Rede  mehr  sein  wird  und  darf. 

Danzig  den  23.  October  1863. 
Hochgeehrter  Herr  Professor! 

Es  ist  mir  unbegreiflich ,  wie  die  unrichtigen  Formeln  für  das 
in  einen  Kreis  beschriebene  sphärische  Viereck  (S.  441.  des  vier- 
ten Heftes  Tbl.  40.  Ihres  Archivs)  sich  einschleichen  konnten,  da 
die  richtigen  LexelTschen  durch  Ihr  Wörterbuch  Tbl.  5.  S. 878. 
u  n  d  S.  879.  seit  längerer  Zeit  verbreitet  sind.  Dort  ist  von  Ihnen 
nachgewiesen,  dass 


tangjF= 


V 


in(y).sin(^).sin(^-^).sin(*-^) 
\  •  cos  (-p)  •  cos(~)  .  cos(-^) 


cos  ci  •  COS  I 


a+6  +  c+rf  =  2* 


Auf  S.  878.  stehen  die  richtigen  Formeln  für  sin^^l   und  cos|^. 

Ihr  ergebenster  F.  Strehlke. 
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Danzig  den  27.  October  1863. 

Hochgeehrter  Herr  Professor! 
In  Bezug  auf  mein  letztes  Schreiben  bemerke  ich,  da«s  Proa. 
het*s  Irrthum  im  Vorzeichen  vielleicht  in  folgender  Weise  statt- 
gefunden hat.  In  meinem  Aufsatze  Ober  die  Fläche  des  sphäri- 
schen Vierecks  (Archiv  Tbl.  35.  S.  111.)  ist  nachgewiesen ,  dass 
die  Fläche  des  sphärischen  Kreisvierecks  folgende  Relation  bietet: 

,  r.      i(cösa+co's6+cosc  +  cosd)      .fl.A^c^rf. 
co8iF=  !i -^ g 5 tgj.tgg.tgä.tSä' 


COS  5  •  cos  n  .  COSq  .  COS  ä 


Netzt   man: 


cosa  +  cos6+co8c+cosrf=ir, 
a  6  c  rf      _. 

COS^  .cos  ^  .cos  Ä  'COS  n  '=- M , 

,    CL      ,    b      ,    c      ,    d      «T 
siUö  .  sms  •  sin  2  •  sms  =iV; 

so  erhält  man  aus  cosiF= — j^ — ' 

tangiF«  =  4^_4^_^^. 

Aus  der  unrichtigen  Formel  filr  die  tg.  der  Fläche  des  sphärischen 
Kreisvierecks,  das  wir  mit  F'  bezeichnen  wollen,  ergiebt  steh: 

woraus 

.       ,««      4ilf+4iV— Ä 
""*«-""  =  4M +AN+K- 

Man  siebt  also,  dass  nur  das  unrichtige  positive  Zeichen  von  4N 
im  Nenner  statt  des  negativen  die  Formel  unrichtig  gemacht  hat 

Ihr  ergebenster  F.  Strehlke. 


Das  in  dem  ersten  der  beiden  vorstehenden  Briefe  gütigst 
Erwähnte  hat  allerdings  seine  völlige  Richtigkeit;  dass  ich  bei  Gele- 
genheit des  Kambly'schen  Aufsatzes  nicht  auf  meine  eigene 
frühere  Arbeit  verwies,  geschah  deshalb,  weil  Herr  Professor 
Kambly  dies  nicht  gethan  hatte,  und  Ich  in  solchen  Fällen  we- 
niger gern  auf  Eigenes  hinweise,  sondern  die  Sache  lieber  ihreo 
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ruhigen  weiteren  Verlauf  nehmen  lasse,  der  meistens  am  besten 
zu  einem  gedeihliehen  Ende  führt,  wie  dies  ja  auch  nun  bei  die- 
ser Angelegenheit  der  Fall  gewesen  ist.  Daher  nur  noch  Herrn 
Professor  Streb Ike  meinen  besten  Dankl 

Greifswald,  den  14.  November  1863.  Grunert. 


Tetraedrometrie. 

Tetraedrometrle,  von  Dr.  Gustav  Junghann.  Zwei- 
ter Theil.  Die  Eckenfunctionen  in  Verbindung  mit  Län- 
gen-, Flächen-  und  Korpergrussen.  Mit  2  lithographir- 
ten  Tafeln.  Gotha.  E.  F.  Thienemann.  18(>3.  VII.  und 
189  S.    80. 

Dem  ersten  Theile  dieser  vorzüglichen  Arbeit ,  von  der  ich 
im  XXXIX.  Bande  des  Archivs  eine  kurze  Anzeige  gegeben  habe, 
ist  nun  der  zweite  Theil  binnen  Jahresfrist  gefolgt.  Während 
jener  die  Aufgabe  hatte,  die  Eckenfunctionen  In  die  Rechnung 
einzafCIhren ,  deren  Grundeigenschaften  und  die  Beziehungen  auf- 
zufinden, welche  zwischen  den  verschiedenen  Eckenfunctionen 
Statt  finden,  werden  in  diesem  Theile  die  vielfachen  Verbindungen 
nachgewiesen,  in  welche  sie  mit  Längen-  Flächen-  und  Körper- 
grossen  gebracht  werden  können ,  und  die  verschiedensten  Anwen- 
dungen auf  die  Auflösung  von  Aufgaben  gemacht,  denen  solche 
Grossen  zu  Grunde  liegen.  Auf  diese  Weise  wird  nicht  bloss 
eine  noch  deutlich*ere,  ich  mochte  sagen,  anschaulichere  Einsicht 
in  das  Wesen  der  Eckenfunctionen  erhalten,  sondern  man  wird 
häufig  durch  die  Oberraschende  Einfachheit  der  Entwickeinng  und 
die  Durchsichtigkeit  der  Resultate,  die  auf  anderem  Wege  nur 
ein  unübersehbares  Conglomerat  von  Formeln  darbieten,  vollstän- 
dig überzeugt,  dass  die  Einführung  der  Eckenfunctionen 
als  selbständigen  Rechnungselementes  in  die  gesammte 
Geometrie  dreier  Dimensionen  ein  wesentliches  Er- 
forderniss  der  geometrischen  Rechnung  gewesen  ist, 
und  einen  Fortschritt  bedingt,  den  man  ganz  dem  Verfasser  zu 
verdanken  hat.  Da  es  an  dieser  Stelle  unmöglich  sein  dürfte, 
ohne  zu  tiefes  Eingehen  in  die  Bezeichnungsweise  einen  auch  nur 
angenäherten  Begriff  von  dem  Reichthume  der  Resultate  zu  geben, 
so  will  ich  nur  zwei  Sätze  hervorheben,  lan  nachzuweisen,  was 
ich  unter  der  erwähnten  Anschaulichkeit  verstehe.  Erinnert  man 
sich,  dass  a,  6,  c  die  Seiten,  o,  j3,  y  die  Winkel  eines  sphäri- 
schen Dreiecks,   oder  der  ihm  am  Kugelcentnim  entsprechenden 
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Ecke  bezeichnen,  die  Grossen 

8in/38in)/sina  =  2I7  and   sin6sinc6ina  =  2P 

gesetzt j  und  resp.  Ecken-  oder  il-sinus,  und  polarer  Ecken-  oder 
P-sinus  genannt  worden  sind,  wobei  also  2P  der  Exponent  des 
Verbältnisses  einer  von  dem  Eckenraume  gleichschenklig  abge- 
schlossenen Pyramide  zu  der  rechtwinkligen  gleichschenkligen 
Pyramide  von  gleicher  Seite,  und  227  dasselbe  für  die  Polarecke 
bedeutet,  so  finden  sich  bereits  im  ersten  Theile  p.  44.  die  bei- 
den buchst  eleganten  Sätze: 


Von  vier  Strahlen  im  Räume 
einen  als  Bezugsstrahl  genom- 
men, ist  die  algebraische  Summe 
der  Producte  aus  dem  P-sinus 
der  Ecke  je  dreier  und  dem  Cosi- 
nus des  Winkels^  den  der  Ge- 
genstrahl mit  dem  Bezugsstrahle 
machty  Mull.  In  dieser  algebrai- 
schen Summe  haben  die  P-sinus 
je  zweier  gegenliegenden  Ecken 
gleiche,  die  P-sinus  je  zweier 
gleichliegenden  Ecken  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen. 


Von  vier  Ebenen,  eine  als  Be- 
zugsebene genommen,  ist  die  al- 
gebraische Summe  der  Prodacte 
aus  dem  il- sinus  der  Ecke  je 
dreier  und  dem  Cosinus  des  Win- 
kels ,  den  die  Gegenebene  mit  der 
Bezugsebene  macht.  Null.  £s 
werden  dabei  diejenigen  Ecken 
und  Winkel  der  Ebenen  verstan- 
den, die  von  einem  Punkte  be- 
strahlt werden.  In  dieser  alge* 
braischen  Summe  haben  die 
J7-sinns  je  zweier  gegenwendigen 
Ecken  gleiche,  die  Jl-sinos  je 
zweier  gleichwendigen  Ecken  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. 


Und  p.  89.  und  p.  91.  des  ersten  Theils  sind  zwei  ganz  ähnliche 
Sätze  hinsichtlich  eines  Systems  von  fOnf  Strahlen  und  eines 
Systems  von  fünf  Ebenen  aufgestellt,  welche  auch  die  beiden  an- 
geführten mit  umfassen.  Diesen  Sätzen  wird  Niemand  eine  grosse 
Eleganz  absprechen.  Aber  in  viel  anschaulicherer  Weise  tritt  ons 
die  Eckenfunction  gleich  zu  Anfang  des  zweiten  Theiles  (p.  1.) 
in  dem  Satze  entgegen :  „Am  Parallelepipedon  verhalten  sich 
eine  Diagonale  und  die  drei  mit  ihm  in  einem  Punkte  zusammen- 
stossenden  Kanten  zu  einander,  wie  die  P-sinus  der  durch  die  je 
drei  anderen  bestimmten  Ecken.''  Durch  diesen  Satz  wird  es 
z.  B.  möglich,  die  Aufgabe  von  der  Transformation  der  Co- 
ordinaten  im  Räume,  welche  auf  trigonometrischem  Wege  be- 
kanntlich nur  nach  ziemlich  weitschweiOgen  Formeln  ansföhrbar 
ist,  auf  die  einfachste  Weise  zu  lösen,  und  man  ist  sehr  erfreut, 
in  den  Co^fGlcienten  der  ursprünglichen  Coordinaten  nichts  Ande- 
res als  Verhältnisse  von  Eckenfunctionen  zu  erkennen. 
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Da  es  nicht  thnDÜch  ist>  von  allen  Untersuchungen  dieses 
zweiten  Theiles  hier  eine  Uehersicht  zu  geben  >  so  will  ich  nur 
auf  Einzelnes  besonders  aufmerksam  machen.  Das  12.  und  das 
13.  Capitel  (der  Verfasser  zahlt,  des  bequemen  Citirens  halber, 
Capite!  und  Paragraphen  vom  ersten  Theile  weiter)  beschSftigen 
sich  in  sehr  anziehenden  Weise  mit  den  „  Moduln  des  Tetraeders/' 

So  wie  man  nämlich  die  Verhältnisse  — —  und  - —  resp.  fSrdas 

ebene  und  sphärische  Dreieck,  Verhältnisse  also,  die  für  ein  und 
dasselbe  Dreieck  constant  sind,  wenn  man  diese  beiden  ßestim* 
mungsstucke  durch  zwei  andere  derselben  Art  ersetzt,  die  zu 
einander  dieselbe  Beziehung  haben,  „Moduln''  jener  Dreiecke 
genannt  hat,  so  nennt  der  Verfasser  „Modulus  des  Tetrae- 
der s^' jede  Combination  von  Bestimmnngsstücken  desselben,  welche 
ihren  V^erth  nicht  ändert,  wenn  sämmtliche  Bestimmungsstöcke 
durch  andere  ihnen  gleichartige,  zu  einander  in  derselben  Bezieh- 
ung  stehende  ersetzt  werden.  Dass  sich  am  Tetraeder  zahlreiche 
Combinationen  von  zwei  bis  fünf  Bestimmungsstucken  finden, 
welche  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder  ähnliche  Eigenschaften  haben, 
wie  die  Moduln  des  Dreiecks,  lässt  sich  erwarten.  Aus  den  ge* 
genseitigen  Beziehungen  und  den  Eigenschaften  der  Moduln  erge- 
ben sich  aber  Sätze,  welche  nicht  bloss  an  sich  anziehend  sind, 
sondern  auch  die  Grundeigenschaften  der  Eckenfunctionen  selbst 
klar  darlegen,  als  worauf  der  Verfasser  mit  Recht  grosseres  Ge- 
wicht legt,  als  auf  jene  einzelnen  Sätze.  Beispielshalber  will  ich 
folgenden  Satz  (p.  61.)  anfuhren:  „Im  Tetraeder  verhalten  sich 
die  vom  Schwerpuncte  nach  den  Eckpuncten  gezogenen  Linien 
wie  die  P-sinus  der  durch  die  je  drei  andern  bestimmten  Ecken'', 
woraus  dann  wieder  der  Satz  folgt:  „Vier  Kräfte,  am  Schwer- 
puncte eines  Tetraeders  in  der  Richtung  der  nach  den  Eckpunc- 
ten gezogenen  Linien  wirkend,  sind  im  Gleichgewicht,  wenn  sie 
den  vier  Linien  proportional  sind." 

Zuletzt  muss  ich  noch  der  Untersuchungen  des  14ten  Capi* 
tels  erwähnen.  Bekanntlich  hat  Carnot  in  seinem  „Memoire 
sur  la  relation,  qui  existe  entre  les  distances  respec- 
tives  de  cinq  points  pris  arbitrairement  dans  Tespace. 
Paris  1806"  die  Aufgabe  aufgestellt,  durch  sechs  gegebene  Be- 
stimmungsstucke eines  Tetraeders  jedes  geforderte  siebente  aus- 
zudrucken. Er  hat  darin  eine  Reihe  tetraedrischer  Aufgaben  ohne 
Tetraedrometrie  gelöst,  d.  h.  er  hat  Winkelfunctionen ,  aber  nicht 
Eckenfunctionen  benotzt.  Hierdurch  haben  seine  Auflösungen  zu- 
weilen eine  fast  unübersehbare  Weitläufigkeit  erhalten,  eine  so 
grosse,    dass  er  selbst  es  häufig  hat  aufgeben  müssen,    die  Re- 
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saltate  wirklich  darznstellen.  Der  Verfasser  bat  oan  diesdbeo 
Aufgaben ,  und  noch  mehrere  hierher  gehörige  dazu ,  auf  «eioem 
tetraedrometrischen  Wege  gelost.  Vergleicht  man  nun  seine  Re- 
sultate mit  deu  tod  Carnot  gegebenen,  so  ist  man  nicht  bloss 
überrascht,  da  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  zu  ßnden,  wo 
man  dort  durch  eine  Ueberfulle  mathematischer  Ausdrucke  er- 
druckt wurde,  sondern  man  wird  von  Neuem  und  vollständig  Gber- 
zeugt,  dass  die  hier  eingeschlagene  Methode  die  sacbgemässe 
und  einzig  zulässige  ist,  da  sie  die  geometrische  Bedeutung 
der  gewonnenen  Resultate  kennen  lehrt.  Die  Carnot' sehe  Auf- 
lösung der  XXVI.  Aufgabe,  z.B.:  „Wenn  von  10  Linien,  die  5 
im  Räume  gegebene  Puncte  verbinden,  9  gegeben  sind,  die  lOte 
zu  finden'S  ist  in  einer  Gleichung  von  130  Gliedern  eofbaiten. 
Welcher  Herkules  kann  diese  moles  bewältigen?  Herr  Dr.  Jung* 
bann  dagegen  hat  aus  seiner  Auflösung  das  Resultat  gezogen: 
„Ffir  fünf  beliebige  Puncte  im  Räume  und  die  dadurch  bestiiom- 
ten  fünf  Tetraeder  ist  die  doppelte  Quadratsumme  der  Prodocte 
aus  jedem  der  fiinf  Tetraeder  und  dem  Radius  seiner  umschrie- 
benen Kugel  gleich  der  Summe  der  Producte  aus  jedem  Tetra- 
eder und  der  Summe  der  Producte  aus  jeder  seiner  Centralpyra- 
miden  und  dem  Quadrate  derjenigen  Kante,  welche  mit  derselben 
keinen  Punct  gemein  hat." 

Noch  ein  Wort!  Ich  hätte  vielleicht  billig  Anstand  nehmen 
sollen,  auch  diesen  zweiten  Theil  des  Werkes  meines  Freundes 
anzuzeigen,  da  er  in  der  Vorrede  dem  Danke,  den  er  seinem 
alten  ehemaligen  Lehrer  schuldig  zu  sein  glaubt,  einen  so  herz- 
lichen und  mich  allerdings  hoch  erfreuenden  Ausdruck  gegeben 
bat.  Wer  mich  nicht  kennt,  konnte  meinen,  ich  habe  uuwillkSr- 
lieh  des  Guten  und  Rühmlichen  zu  viel  von  dieser  Arbeit  gesagt 
Aber  es  giebt  ein  sehr  einfaches  Mittel,  sich  vom  Gegentbeil  zu 
überzeugen.  Man  nehme  das  Buch  zur  Hand  und  studire  es,  und 
man  wird  hoffentlich  finden,  dass  mein  Urtheil  gerecht,  ja  mein 
Lob  fast  zu  reservirt  gewesen  sei  ^). 

Bremen.  H.  F.  Scherk. 


*)  Ich  habe  den  von  mir  hochgeachteten  Herrn  Professor  Scherk 
besonders  auffordern  lassen,  sich  auch  der  Anzeige  des  zweiten  Theils 
der  „Tetraedroreetrie''  geftillif^st  zn  unterziehen,  und  kaau  nod 
inuss  demselben  hier  nur  meinen  aof richtigsten  Dank  anssprecben ,  dass 
«r  meiner  Bitte  in  frcnndlichstcr  Weise  nachgekommen  Ist;  wenn  die 
Kritik  stets  und  in  allen  Zeitschriflen  in  die  Bande  solcher  Ma 
gelegt  wäre,  so  wurde  sie  oft  besser  berathen  sein.  Gruoert. 
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Astronomie* 

Die  PriDcipien  der  astronomischen  Instrumenten- 
künde  von  Dr.  Philipp  Carl,  Privatdocenten  der  Uni- 
versität München.  Mit  15  lithographirten  Tafeln  Ab- 
bildungen.   Leipzig.    Voigt  &  Günther.    1863.    S^. 

Der  Herr  Verfasser  hat  sieh  in  diesem  recht  sehr  zur  Beach- 
tung zu  empfehlenden  Werke  die  dankenswerthe  Aufgabe  gestellt, 
nicht  einzelne  Instrumente  zu  beschreiben,  wie  dies  schon  in 
vielen  verdienstlichen  Schriften  geschehen  ist^  sondern  vielmehr 
die  Principien  zusammenzustellen,  welche  sich  auf  die 
Construction  der  astronomischen  Instrumente  im  All- 
gemeinen und  namentlich  auf  die  de^  einzelnen  Theile 
derselben  beziehen.  Wir  haben  diese  Aufgabe  vorher  eine 
dankenswerthe  genannt,  und  wiederholen  dies  nochmals,  indem 
wir,  was  die  Ausfuhrung  betrifft,  derselben  nur  unseren  Beifall 
zollen  können,  mit  bereitwilliger  Anerkennung  der  mannigfachen 
Belehrung,  welche  wir  aus  dem  Werke  geschöpft,  und  des  Inter- 
esses, mit  welchem  wir  dasselbe  gelesen,  wobei  wir  auch  seiner 
sehr  schonen  äusseren  Ausstattung,  die  bei  einem  solchen  Werke 
nicht  ohne  Bedeutung  ist,  unsere  besondere  Anerkennung  auszu- 
sprechen nicht  unterlassen  können.  Sehr  gute  Sachkenntniss,  wie  sie 
namentlich  an  einem  Orte  wie  München  erworben  werden  konnte, 
leuchtet  überall  hervor,  und  Herrn  Professor  Lamont  gebührt 
besonderer  Dank  für  die  grosse  Liberalität,  mit  welcher  er  dem 
Herrn  Verfasser  sechs  Jahre  lang  den  Zutritt  zu  den  Instrumenten 
der  Münchener  Sternwarte  gestattete  und  demselben  überall  mit 
seinem  Rathe  und  seiner  langjährigen  Erfahrung  zur  Seite  stand; 
die  Darstellung  ist  kurz,  aber  deutlich,  und  lässt  wesentliche  Punkte 
wohl  kaum  irgendwo  unerörtert.  Der  Hauptinhalt  ist  folgender: 
Einleitung.  —  Erster  Abschnitt.  Von  der  Axenbewegung.  — 
Zweiter  Abschnitt.  Von  den  Kreisen.  —  Dritter  Abschnitt. 
Das  Fernrohr.  —  Vierter  Abachnitt.  Hülfsmittel  zur  genauen 
Einstellung  des  Fernrohrs.  —  Fünfter  Abschnitt.  Von  der 
ßalanciruKg  einzelner  Theile  der  astronomischen  Instromente  zum 
Behufe  der  Aufhebung  nachtheiliger  Wirkungen  der  Schwere.  — 
Sechster  Abschnitt.  Von  den  Libellen.  —  Siebenter  Ab- 
schnitt. Von  den  Mikrometern,  welche  zur  relativen  Ortsbe- 
stimmung dienen.  —  Achter  Abschnitt.  V*on  den  Colliroatoren 
und  'dem  künstlichen  Horizonte.  —  Neunter  Abschnitt.  Die 
ganzen  Instrumente.  —  Anhänge.  Bemerkungen  über  die  beiden 
astronomischen  Instrumenten  vorkommenden  Schrauben.    Verzeich- 
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nis6  der  bedeutendsten  Verfertiger  astroDomiseber  Instrameote. 
Literatur  der  Mikrometer  nacb  alphabetischer  Reihenfolge  der 
Autoren.  —  Man  sieht  aus  dieser  Inhaltsangabe,  wie  der  Herr 
Verfasser,  seinem  Zwecke  getreu,  sein  Augenmerk  fiberail  auf 
das  Allgemeine  zu  richten  bemühet  war,  und,  den  VTerth  des 
Werkes  und  seine  Brauchbarkeit  für  manchen  weniger  Kundigen 
erhöhende,  literarische  Notizen  sind  in  reichlichem  Maaase  beige- 
geben. Die  Angabe  einer  nicht  geringen  Anzahl  praktischer  Me- 
thoden und  Handgriffe  machen,  ausser  seinem  Inhalte  im  Alige- 
meinen, auch  für  jeden  Verfertiger  astronomischer,  geodätischer, 
sowie  mathematischer  Instrumente  überhaupt,  das  Werk  noch  be- 
sonders interessant  und  wichtig,  welches  wir  daher  noebroals  zur 
allgemeinsten  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 


Astronomische   Preisaufgabe 

der  k.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien. 

(Atisgeschrieben  am  SO.  Mai  1863.) 

Die  sogenannte  Eigenbewegung  der  Fixsterne  ist  bisher,  so 
schone  Arbeiten  wfr  auch  auf  diesem  Gebiete  besitzen,  immer  nur 
sporadisch  und  in  Verfolgung  specieller  Zwecke  behandelt  worden; 
wir  sind  noch  weit  entfernt  von  demjenigen  Zustande  dieses  Thei- 
les  der  praktischen  Astronomie,  der  es  auch  nur  erlauben  würde, 
in  der  Mehrzahl  der  vielen  Fälle,  wo  wir  eine  genaue  Fixstern- 
Position  aus  älteren  Beobachtungen  abzuleiten  nuthig  haben ,  die- 
selbe mit  Sicherheit  herzustellen.  Da  nun  andererseits  an  den 
Katalogen  von  Bradley,  Piazzi,  Argelander,  Taylor,  Rum- 
ker,  Santini,  Johnson  u.a.  werthvolle  und  sehr  umfangreiche 
Materialien  für  solche  Untersuchungen  vorliegen ,  so  hat  die  mathe- 
matisch-naturwissenschaftliche Giasse  der  kaiserlichen  Akademie 
der  Wissenschaften  beschlossen,  einen  Preis  von  200  Stück  fc.  k. 
österreichischen  Mßnz-Ducaten  fär  die  Losung  folgender  Preis- 
frage auszuschreiben : 

„Es  ist  ein  möglichst  vollständiges  Verzeichniss  von 
thunlichst  genau  bestimmten  Eigen bewegungen  der  Pix- 
Sterne  in  einer  för  praktische  Zwecke  angemessenen  An- 
ordnung zu  verfassen.'' 

Der  Einseudungstermin  für  die  bezüglichen  Bewerbungsschrif^ 
ten  ist  der  31.  December  1865.  Die  Zuerkennung  des  Preises 
findet  in  der  feierlichen  Sitzung  am  30.  Mai  1866  stath 
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Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  zum  Gebrauche  bei  Vorle- 
sungen und  zum  Selbstunterrichte  von  Dr.  W.  Eisen- 
lohr,  Grossherzogl.  Bad.  Gebeimerathe  und  Professor 
der  Physik  an  der  polytechnischen  Schule  in  Carls* 
ruhe  u.  s.  w.  Neunte  verbesserte  und  vermehrte  Auf- 
lage. Mit  709  Holzschnitten.  Stuttgart.  J«  Engelhoro. 
1863.    8. 

Noch  sind  nicht  ganz  drei  Jahre  verflossen,  dass  wir  das  Ver- 
gnügen hatten»  die  achte  Auflage  dieses  ausgezeichneten  und  weit 
verbreiteten  Lehrbuchs  der  Physik  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXVL 
S.  8.  anzuzeigen,  und  es  ist  dieses  so  baldige  Erscheinen  der 
vorliegenden  neunten,  wieder  vielfach  verbesserten  und  vermehrten 
Auflage  der  beste  und  deutlichste  Beweis,  dass  sich  das  treffliche 
Buch  nicht  bloss  in  der  Gunst  des  Publikums  zu  erhalten,  son- 
dern dieselbe  sich  in  immer  huherem  Grade  zu  erwerben  verstan- 
den hat.  Was  wir  a.  a.  O.  zur  allgemeineren  Cbarakterisirung  des 
Werkes  gesagt  haben,  gilt  von  der  vorliegenden  neunten  Auflage 
natGrlich  ganz  in  derselben  Weise  und  braucht  hier  nicht  wieder- 
holt zu  werden,  wenn  wir  uns  auch  nicht  versagen  können,  noch- 
mals hervorzuheben,  dass  in  diesem  Buche«  —  und  namentlich 
auch  in  dieser  neuesten  Auflage,  —  die  elementare  Mathematik 
überall,  wo  es  not  big  war,  eine  sehr  zweckentsprechende  Anwen- 
dung zur  BegrSndung  der  betreffenden  physikalischen  Lehren  ge- 
funden hat,  ohne  jedoch  in  sehr  verständiger  und  umsichtiger 
Weise  die  in  einem  Werke  von  dieser  Tendenz  nothwendig  zu 
steckende  engere  GrSnze  zu  überschreiten.  Dass  ausserdem  das 
experimentelle  Element  überall  die  ausgedehnteste  und  umfas- 
sendste Berücksichtigung  mit  der  ausgebreitetsten,  —  in  dieser  Aus- 
dehnung seltenen  —  Sachkenntniss  gefunden  hat,  bedarf  bei  einem 
Buche  von  solcher  Verbreitung  natürlich  eigentlich  gar  nicht  noch 
einer  besonderen  Bemerkung,  indem  wir  jedoch  gern  hervorheben, 
dass  auch  die  neue  Verlagshandlung  durch  sehr  gute  und  deut- 
liche Holzschnitte  sehr  zur»  wesentlichen  Förderung  dieser  Seite 
des  Werkes  beizutragen  sich  bemuhet  hat,  so  wie  auch  der  Druck 
allen  billigen  Anforderungen  vollständig  entspricht. 

Wie  sehr  der  Herr  Verfasser  bemüht  gewesen  ist,  rücksichtlich 
der  Vollständigkeit  seines  Werkes  allen  Ansprüchen  zu  genügen, 
und  den  neuesten  Fortschritten  der  Physik  nach  allen  möglichen 
Seiten  und  Richtungen  hin  zu  folgen,  geht  schon  daraus  sehr  in 
die  Augen  fallend  hervor,  dass  in  der  achten  Auflage  die  Zahl 
der  Holzschnitte  665  betrug,  in  der  neunten  Auflage  dagegen  sich 
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bis  zu  709  erhebt,  so  dass  also  diese  Auflage  44  UolzschDitte 
mehr  als  die  vorhergehende  enthält;  und  in  der  Tbat  zeigt  denn 
auch  dem  Kundigeu  schon  ein  fluchtiger  Blick,  dass  dem  Herrii 
Verfasser  schwerlich  irgend  eine  Thatsache  von  einiger  Bedeatong 
entgangen  sein  durfte,  so  dass  wir  nicht  anstehen,  unser  Drtheit 
dahin  auszusprechen,  dass  dieses  Buch  als  in  möglichster  Kurze 
—  für  die  Zwecke  des  physikalischen  Unterrichts,  --den  Zustand 
der  heutigen  Physik  repräsentirend  betrachtet  werden 
kann,  und  daher  auch  in  dieser  Beziehung  jedenfalls  die  grusste 
Empfehlung,  weiteste  Verbreitung  und  sorgfältigste  Beachtung  ver- 
dient. Viele  Einzelnheiten  hier  anzuführen,  gestattet  der  uns  zn  Ge- 
bote stehende  Raum  nicht;  nur  beispielsweise  wollen  wir  etwa  aaf  den 
bei  aller  KCirze  klaren  und  genügenden  Abschnitt  über  die  Spectral- 
Analyse  (§.247.  ff.)  mit  deutlichen  Abbildungen  der  nuthigeo  Ap- 
parate,  aufmerksam  machen,  ohne  dass  wir  hiermit  irgendwie  in 
Abrede  stellen  wollen,  dass  nicht  fast  auf  jeder  Seite  die  bes- 
sernde und  ergänzende  Hand  des  Herrn  Verfassers  deatlieh 
erkennbar  wäre.  Mit  einigen  von  innigster  Ergebenheit  und  Dank- 
barkeit zeugenden  Worten  ist  diese  neunte  Auflage  dem  hocb- 
herzigen  Grossherzoge  Friedrich  von  Baden,  dem  die  Wissen- 
schaften und  das  gesammte  deutsche  Vaterland  schon  so  Vieles 
verdanken,  gewidmet;  möge  dasselbe  noch  lange  wie  bisher  fort- 
fahren, gründliche  physikalische  Bildung  immer  mehr  zu  verbreiten, 
und  dadurch  dem  Herrn  Verfasser  der  reichste  und  schönste  Lohn 
für  die  auf  die  Herausgabe  dieser  neuen  Auflage  wieder  verwandte 
grosse  Mühe  und  Arbeit  zu  Tbeil  werden! 


Una  Salita  al  Monviso.  Lettera  di  Qnintino  Sella 
a  B.  Gastaldi,  Segretario  della  Scuola  per  gli  loge- 
gneri.    Torino.    1863.    12o. 

Diese  Relation  über  eine  im  August  1863  von  Herrn  Quin- 
tino  Sella  mit  Anderen  unternommene  Besteigung  des  Monte 
Viso,  von  welchem  an  sich  bekanntlich  die  Cottischen  Alpen 
über  den  Monte  Genevre  bis  zu  dem  im  Hintergrunde  des 
Thaies  von  Maurienne  liegenden  Mont  Cents  erstrecken,  bietet 
in  wissenschaftlicher  Rücksicht  mehrfaches  Interesse  dar,  nament- 
lich auch  in  Be^ug  auf  barometrische  Hypsometrie,  und  wird  da- 
her besonders  in  dieser  Beziehung  den  Freunden  pbysiseber 
Geographie  und  solchen,  die  sich  ähnlichen  Unternehinvftgen 
widmen  wollen,  zur  Beachtung  hier  von  uns  empfohlen.  Den  Rei- 
senden standen  drei  Barometer  nach  Fortin's  System,  verfertigt 
von  Fastr^  in  Paris,  zu  Gebote,  welche  dem  Conte  di  S.  R  o- 
bert,  dem  Herrn  B.  Gastaldi  und  Herrn  .Q.  Sella  gehfirten; 
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aosserdem  aber  noch  ein  von  Casella  in  London  verfertigtes 
Aneroid- Barometer y  worauf  wir  hier  besonders  hinweisen,  und 
natürlich  die  erforderlichen  Thermometer  u.  s.  w.,  so  dass  also 
Altes,  was  einem  solchen  Unternehmen  Erfolg  verspriclitj  vorhan- 
den war ;  alle  Barometer  waren  mit  dem  Barometer  der  Turiner 
Sternwarte  sorgfältig  verglichen.  Racksichtlich  des  Näheren  müs- 
sen wir  unsere  Leser  auf  das  interessante  Schriftchen «  in  dem 
auch  auf  frühere  Besteigungen  des  genannten  interessanten  Ber- 
ges RQcksicht  genommen  ist»  selbst  verweisen.  Auf  S.  S3.  gieht 
Berr  Q.  Sella  als  Resultat  der  Messungen  die  Höhe  des  Mon- 
viso  dber  dem  Meere  3857"*  an.  Nach  anderen,  theils  trigonome- 
trischen, thells  barometrischen  Bestimmungen  hat  man  folgende 
Resultate : 

Coraboeuf 3836*" 

State  maggiore 3840 

Mathews .  3861 

Tuckett 3860 

Mittel:    3847 

Nimmt  man  die  vorher  angegebene  neueste  Bestimmung  hinzu, 
so  erhält  man  aus  allen  fiinf  Bestimmungen  im  Mittel  3849"*  (S.  65). 
Rucksichtlich  des  Aneroid-Barometers  bemerkt  der  Herr  Ver- 
fasser auf  S.  59.  u.  A.:  „Solo  noterd,  che  trovammo  qui  i  larici 
ed  I  pini  cembri  aver  comune  origine  ad  una  altezza,  che  da  una 
osservazione  coli*  aneroide  apparrebbe  di  circa  2390  metrl  invece 
dei  2374  metri  trovati  col  barometro  a  mercurio  nella  fontana  dei 
Gorghi."  Möge  das  interessante  Schriftchen  die  verdiente  Be- 
achtung finden. 


Vermischte  Schriften« 

Rendiconto  delle  sessioni  delT  Accademia  delle 
scienze  dell'  Istituto  di  Bologna.  Anno  accademico  1862 
—  1863.    Bologna  1863. 

Der  Bericht  über  die  Arbeiten  der  genannten  berühmten  Aha«* 
demie  für  1861—1862  ist  von  uns  im  Literar.  Ber.  Nr.  CUV.  S.  7. 
angezeigt  worden;  das  Programm  über  die  von  der  Akademie  in 
der  Sitzung  vom  26.  Februar  1863  (S.  73.)  gestellte  neue  Preis- 
aufgäbe  haben  wir  bereits  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLVIII.  S.  13.  aus* 
ffihirlich  mitgetheilt,  worauf  wir  daher  verweisen,  in  der  Sitzung 
vom  8.  Januar  1863  zeigte  der  Sekretair  den  zu  Ravenna  in  der 
Nacht  des  28.  December  1862  erfolgten  Tod  des  vielfach  verdien- 
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ten  Cavaliere  Pietro  Callegari  an«  welcher  34  Jahre  lang  die 
Mathematik  mit  dem  grOssteo  Rahme  und  seegensreichsCem  Er- 
folge gelehrt  hat  und  aus  dessen  Schule  viele  ausgezeichnete 
mathematische  Lehrer  an  den  höheren  italienischen  Unterricbts- 
Anstalten  hervorgegangen  sind.  Als  bemerkenswertbe  oQd  bei 
uns  in  Deutschland  wohl  wenig  bekannte  Schriften  desselben  wer- 
den folgende  namhaft  gemacht: 

In  den  Schriften  der  Akademie  zu  Bologna: 

1.  DenovasolutioneproblematisFermatii,  necnonaliorum,  qaae 
ex  iisdem  formulis  deducuntur.    (Novi  Coromentarii.   T.  IV.  p.  309.) 

2.  De  usu  subtractionis  et  divisionis  extendendo  ad  iionnullas 
praesertim  propositiones  demonstrandas  Tentamen.    (T.  VL  p.  513.) 

3.  Aliae  nonnullae  applicationes  caiculi  symbolici,  quo  sub- 
tractionis et  divisionis  usum  in  doctrina  numerorum  et  aequationam 
juvari  et  extendi  posse  demonstratur.    (T.  VII.  p.  529.) 

4.  Ricerche  spettanti  alla  correlazione  delle  Figure  di  Geo- 
metria.    (Memorie.     T.  IV.  p.  179.) 

Ausserdem : 

5.  Saggio  di  Ricerebe  sulla  Poligonometria  Analitica.  Im- 
mola  1839. 

6.  Equazioni  generali  ai  luoghi  geometrici,  ed  Applicazioni. 
(Atti  deir  Accademia  de  *Lincei.) 

7.  Sulla  identita  delia  trattoria  colla  evolvente  della  catena- 
ria  omogenea^  e  di  questa  curva  con  una  curva  discussa  da  Scho- 
bert.    (N.  Opascoli  Scientifici.    Bologna  1824.) 

Aus  den  wissenschaftlichen  Arbeiten  der  Akademie  heben  wir 
als  hierher  gehurend  die  folgenden  hervor: 

Sessione  ordinaria.  5.  Febbraio  1853.  Prof.  Cav.  Lo- 
renzo  Respighi  legge:  Sulie  oscillazioni  diurne  del  barooietro. 
(p.  61^)  —  Sessione  ordinaria.  12.  Marzo  1863.  Prof.  fin- 
ge nio  Beltrami  legge:  una  Nota  sulle  coniche  di  nove  punti, 
e  SU  alcune  quistioni  che  ne  dipendono.  (p.  82.)  —  Sessione 
ordinaria.  16.  Aprile  1863.  Prof.  P.  Domenico  Chelini  legge 
una  Memoria  che  intitola:  Teoria  de'  sistemi  semplici  di  coordt- 
nate,  e  discussione  dell*  equazione  generale  di  2^.  grado  in  coor- 
dinate  triangolari  o  tetraedriche.  (p.  89.)  —  Sessione  ordina- 
ria. 7.  Maggie  1863.  Prof.  Cav.  Luigi  Cremona:  Sulle  tras- 
formazioni  gepmetriche  delle  figure  piane.  (p.  106.)  —  Sessione 
ordinaria.  21.  Maggio  1863.  Prof.  Commend.  Silvestro  Ghe- 
rardi :  SulF  argomento  del  Magnetismo  polare  dei  mattoni.  (p.  107.) 
Ueber  die  genannten  Abhandlungen  der  Herren  Chelini  und 
Cremona  referirt  der  nächste  Literarische  Bericht  besonders. 
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Literarischer  Bericht 

CLXIII. 


Wenn  die  Hinweisun^  auf  die  Jubelfeier  des  grossen 

O  alilei, 

weiche  ich  im  Liierar.  Bericht  Nr.  CLX.  S.  1.  mir  zu  geben 
erlaubte,  irgendwo  Beachtung  und  Anklang  gefunden  haben 
sollte,  und  man  mir  darüber  gütigst  Mittheilungen  machen 
wollte :  so  würde  ich  von  denselben  sehr  gern  mit  besonderem 
Danke  im  Archive  Notiz  nehmen,  selbst  ausführlicheren  betref- 
fenden Aufsätzen  gern  einen  Platz  einräumen,  und  bitte  daher 
um  solche  Mittheilungen  recht  sehr.  In  dem  mir  bereits  gütigst 
zugesandten  „Weimarischen  Volks  •  Kalender  auf  das 
Schaltjahr  1864^%  wofür  der  Herausgeber  des  Kalenders 
besonderen  Dank  verdient,  linde  ich  S.  3.  Folgendes  bemerkt: 

„Am  18.  Februar  sind  es  dreihundert  Jahre,  dass 
Galileo-Galilei,  einer  der  grössten  Physiker  aller 
Zeiten,  in  Pisa  geboren  ward.^^ 

Auch  habe  ich  mit  besonderem  Vergnügen  in  der  Neuen 
preussischen  Zeitung  die  Anzeige  gefunden,  dass  der  natur- 
wissenschaftliche Verein  in  Berlin  an  des  grossen,  ewig  unver- 
gesslichen  Mannes  Jubeltage  eine  angemessene  und  würdige 
Feier  veranstalten  wird,  was  an  recht  vielen  Orten  der  Fall 
sein  möge. 

Ich  mache  auf  folgende  Schrift  aufmerksam: 
Das  Leben  GaüleTs.     Gedenkblatt  zum  300.  Geburtstage 

desselben  am   18.  Februar  1864.     Von  Lina  Morgenstern. 

Berlin.    Plahn'sche  Buchhandlung.     1864. 

Greifswaid^  im  Januar  1864.  Der  Heransgeber 


Tlil.XLI.Hn.3. 


Digitized  by 


Google 


2  Uterarischer  Bericht  CLXIII. 

Der  Tod 

Dr.  Carl  Lndwlg  Rflmker's 

ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLVII.  8.  10.  angezeigt  worden.  Id' 
lasse  jetzt  eine  kurze  Lebensschilderung  des  treffliciien,  mir  viel- 
fach befreundeten  Mannes  folgen,  die  ich  den  Sitzungsberich 
ten  der  K.  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften.  ]N>J 
I.  Heft  III.  S.  344^  deren  Mitglied  R.  irar,  entlehne.  In  der  in 
der  angeführten  Nummer  des  Literar.  Ber.  mitgetheilten,  der 
schleunigen  Mittheilung  wegen  nur  TorläuGg  aus  einer  »»Zeitang* 
entlehnten  Notiz  ist  als  Todestag  der  2]ste  NoTember  Wfl 
angegeben,  wogegen,  wie  man  sehen  wird,  im  Nachfolgenden  der 
2l8te  December  1862  als  Todestag  genannt  wird.  Dasis  Letz- 
teres das  Richtige  sei,  muss  ich  annehmen,  weil  damit  auch  die 
Mittheilung  in  den  „Astronomischen  Nachrichten"  überein 
stimmt,  und  bitte  hiernach  die  Angabe  in  der  angefahrten 
Nummer  des  Literar.  Ber.  zu  berichtigen.  — „Carl  Lud  wigRun- 
ker,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Schale 
zu  Hamburg.  Nur  selten  hat  unsere  Akademie  Veranlassoog,  daü 
Leben  eines  deutschen  Seemannes  zu  feiern,  denn  seltei 
erprobt  sich  deutsche  Gelehrsamkeit  und  Porschnngstrieb  auf 
dem  Weltmeere.  Rümker  ist  am  28.  Mai  1788  zu  Neo 
brandenburg  geboren,  wo  sein  Vater,  Mecklenburg -Streiiti'Bcber 
Hofrath,  ein  angesehener  Staatsdiener  war.  Nach  den  Gymnasial- 
Studien  am  grauen  Kloster  zu  Berlin  widmete  er  sich  dem  Bau- 
fache  und  machte  die  Prüfung  als  Prenssischer  Baucondocteiir. 
Ans  Preussen,  welches  ihm  nach  dem  Tilsiter  Frieden  keine 
Aussichten  darbot,  gieng  er  nach  Hamburg,  dann  nach  England 
in  den  Seedienst.  Zuerst  Midshipman  auf  einem  SchifTe  der 
ostindischen  Compagnie,  dann  im  Dienste  von  KaufTarthei-Scbifen 
besuchte  er  fast  alle  Weltgegenden.  1812  trat  er  in  die  k.  eng- 
lische Marine  ein;  er  machte  als  Offizier  der  Flotte  im  Mitfei- 
meere  und  als  Lehrer  der  Navigation  am  Bord  des  Admiral- 
Schiffes  Albion  unter  Penrose  den  Schluss  des  franzosiscbeo 
Krieges  mit,  er  war  unter  Exmouth  i.  J.  1816  bei  dem  Bombar- 
dement Ton  Algier.  Die  Bekanntschaft  mit  Baron  v.  Zacb  20 
Genua  leitete  ihn  auf  literarische  Arbeiten,  zumal  Beobacbtongen 
Ton  Sternbedeckungen  und  geographische  Ortsbestimmungen  im 
Mittel- Meere.  Im  J.  1817  nahm  er  den  Abschied  und  H'orde 
Director  der  Hamburger  Seeschule;  aber  schon  1821  begleitete 
er  General  Sir  Thomas  Brisbane,  den  neuernannten  GooTernenr 
von  New- South •  Wales,  in  diese  ferne  Colonie,  wo  er  9  Jabre 
lang  die  von  seinem  Freunde  gegründete  Sternwarte  zu  Paranati 
bei  Sydney  leitete.     Dort  beobachtete  er  die  erste  voransberecb 
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iietc  Wiederkehr  des  Enckeschen  Kometen  und  constatirte  dessen 
kurze  Umlaufszeit;  er  bestimmte  die  dortige  Länge  des  einfachen 
Mecundcn- Pendels  und  machte  viele  Beobachtungen  am  südlichen 
Fixsternhimmel.  Diese  sind  theils  im  Kataloge  von  Brisbane, 
theils  in  dem  von  ihm  selbst  1832  zu  Hamburg  herausgegebenen 
enthalten.  1830  ivar  er  nach  Hamburg  zurückgekehrt,  das  Direc- 
torium  der  Navigationsschule  von  Neuem  zu  fibernehmen«  Sein 
biederes  Seemanns -Wesen,  sein  ebenso  wohlwollender  and  ge- 
duldiger als  energischer  Charakter,  die  Klarheit  seiner  Unter- 
richtsmethode erwarb  jener  Anstalt  seltenes  Ansehen  und  eine 
in  Deutschland  noch  nicht  erlebte  Blüthe.  Sie  hatte  1836  sechzig 
Schaler,  1857  zweihundert  und  fSnfzig.  Rümkers  zuerst  1843  her- 
ausgegebenes Handbuchs  der  Schifffahrtskunde  hat  bereits  sechs  *) 
starke  Auflagen  erlebt.  Seine  Sternbeobachtungen  werden  von 
den  Astronomen  wegen  einer  ausserordentlichen  Genauigkeit  ge- 
rühmt. Zahlreiche  Beobachtungen  von  Kometen  und  den  kleinen 
Planeten  stellte  er  zumal  mit  einem  fünffussigen  parallaktisch 
montirten  Refractor  unseres  Fraunhofers  an;  mit  einem  Repsol- 
discben  Meridiankreise  unternahm  er  eine  sorgfältige  Bestimmung 
aller  schwächeren,  im  Fernrohre  desselben  noch  sichtbaren  Fix- 
sterne. Der  Rfimkersche,  15,000  Sterne  aufführende  Katalog 
wurde  1854  mit  der  goldnen  Medaille  der  Londoner  astronomisehen 
Gesellschaft  ausgezeichnet.  Airy  nennt  dieses,  mit  so  einfachen 
Hilfsmitteln  geschaffene  Werk  eines  eins  einen  Mannes,  der  in 
strengen  Nachtwachen  beobachtete,  bei  Tage  in  den  vom  Schul- 
dienst freien  Stunden  rechnete,  ein  bewunderungswürdiges  Moster. 
Die  letzten  6  Jahre  lebte  Rümker  wegen  asthmatischer  Beschwer- 
den in  dem  milderen  Klima  von  Lissabon^  wo  er  am  21.  Dec,  1862 
bei  ungeschwächter  Geisteskraft  das  Zeitliche  gesegnet  hat.  Die 
Offiziere  der  britischen  Station  im  Tagus  haben  ihn  als  ehemaligen 
Kameraden  und  Inhaber  der  britischen  Kriegsmedaille  auf  don 
Campo  Santo  der  Estrella  -  Kirche  getragen.  Unser  College  ruht 
neben  dem  englischen  Dichter  Fielding,  der  dort  i.  J.  1754  ge- 
storben ist/' 

Am  18ten  November  1863  starb  in  Bonn 

Dr.  Ang.  BeeTi 

ordentlicher  Professor  der  Mathematik  an  der  dortigen  Universität, 
kaum  38  Jahre  alt,  dem  auch  das  Archiv  einige  werthvolle  Bei- 
träge verdankt. 


*)  Die  sechste  Auflage  1867. 

8* 
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Geometrie. 

Ueber  einige  geometrische  Oerter  der  roerkwor- 
digeo  Punkte  des  ebenen  Dreiecks  von  Dr.^am  Ende. 
Langensalza  1863.  (Programm  der  Vorbereitungs- 
schttle  zu  Langensalza  von  Ostern  1863.)    4^. 

Der  Unterzeichnete  hat  in  der  Abhandlung: 

Deber  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte 
des  ebenen  Dreiecks  von  einander.  Tbl.  XXXVL  (1861.) 
Mr.XVIlL    S.325. 

gezeigt»  zu  welchen  eleganten  Resultaten  man  bei  verscbiedenen 
Cntersachungen  über  das  ebene  Dreieck  durch  die  Einrahmn^ 
der  drei  Winkel  des  Dreiecks  und  des  Halbmessers  Aes  um- 
schiiebenen  Kreises  gelaugt ;  und  dasselbe  Ist  neuerlichst  io  des 
beiden  Abhandlungen: 

Neue  analytische  Behandlung  des  Kreises  der  nenn 
Punkte.    Tbl.  XLL   Nr.  IX.    S.  J2I.  und 

Ueber  den  Kreis»  in  Bezug  auf  welchen  dIeSpItzen 
eines  gegebenen  Dreiecks  die  Pole  der  diesen  Spitzen 
gegenfiberstebenden  Seiten  als  Polaren  läind.   Tbl.  XL1. 
Nr.X.    S.132. 
▼on  ihm  zu  zeigen  versucht  worden. 

Es  hat  ihm  daher  besondere  Freude  gemacht»  dass  in  dem 
obigen  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Programm:  Ueber  einige 
gepmetriscbe  Oerter  der  merkwürdigen  Punkte  de» 
ebenen  Dreiecks»  in  welchem  der  Herr  Verfasser  gleich  an 
Anfange  sagt:  »»Um  gleich  am  Eingange  die  Methode  näher  zu 
bezeichnen»  nach  welcher  die  folgenden  Untersuchungen  angestellt 
worden  sind»  bemerken  wir»  dass  überall  die  analytische  Methode 
zu  Grunde  gelegt  wurde»  und  dass  die  allgemeinen  hier  zur  An- 
wendung kommenden  Ausdrücke  durch  die  Winkel  des  Dreiecks 
und  den  Radius  des  um  dasselbe  beschriebenen  Kreises  darge- 
slellt  wurden.  Diese  Einführung  der  Winkel  und  des  Radios  des 
umschriebenen  Kreises  empfiehlt  sich  Im  Allgemeinen  dadarcb, 
dass  die  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Resultate  —  wir  erinnern 
hierbei  nur  an  die  schönen  symmetrischen  Ausdrücke  für  die 
Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  von  einan- 
der —  sich  durch  grosse  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  aus- 
zeichnen" —  dieselbe  Methode  bei  einer  anderen  interessanten 
elementar* geometrischen  Untersuchung  über  das  ebene  Dreieck 
mit  Geschick  in  Anwendung  gebracht  worden  Ist»  bei  welcher 
es  im  Allgemeinen  darauf  ankam»   die  geometrischen  Oerter  der 
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merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  zu  bestimmen»  wenn  gewisse, 
auf  Grosse  und  Gestalt,  oder  auf  die  Lage  des  Dreiecks  sich 
beziehende  Stucke  als  constant,  andere  als  variabel  betrachtet 
werden.  Indem  wir  daher  das  obige  Programm,  aus  welchem 
weitere  Auszuge  zu  geben  der  Raum  hier  nicht  gestattet»  unseren 
Lesern  nochmals  zur  ßeachtang  empfehlen»  möchten  wir  uns  zu« 
gleich  erlauben»  den  geehrten  Herrn  Verfasser  zu  ersuchen»  seinen 
analytischen  Scharfsinn  aus  ähnlichen  Gesichtspunkten»  wie  in 
den  vorher  namhaft  geroachten  Abhandlungen»  auch  dem  sphärischen 
Dreieck,  das  ja  auch  merkwürdige  Punkte  darbiete^  und  der 
weiteren  Untersuchung  der  dreiseitigen  Pyramide  (m.  vergl.  unsere 
Abhandlung:  Einige  merkwürdige  Ausdrücke  für  die 
dreiseitige  Pyramide.  Tbl.  XXXVI.  Nr.  XIX.  S.  356»)  zu- 
zuwenden. 

Wenn  auch  auf  Einzelnheiten  einzugeben»  uns  der  beschränkte 
Raum  dieser  literarischen  Berichte  selten  gestattet»  und  wir  die 
Prüfung  der  Resultate  im  Detail  meistens  den  Lesern  überlassen 
mOssen :  so  wollen  wir  uns  doch  im  vorliegenden  Falle  rücksicht- 
lich der  ersten  Gleichung  in  §.  7.  (S.  12.),  nämlich  der  Gleichung: 

j?« -f  y«=4Ä*cos -4', 

die  Bemerkung  erlauben,  dass  bekanntlich 

a=:2£sin^,  SÄrs-Aj; 
smifl 

also 

j:«  +  y«=a«coti<«, 

und  nun  Alles  durch  die  als  constant  angenommenen  GrSssen 
a,  A  ausgedrückt  ist;  wird  aber»  wie  a.  a.  O.» 

2IZcos^  =  acoti4=£a> 
also  nach  dem  Obigen 

gesetzt»  80  ist  Ea  die  doppelte  constante  Entfernung  des  Mittel- 
punktes des  umschriebenen  Kreises  von  der  Seite  a. 

Der   Herausgeber. 

Die  italienische  mathematische  Literatur  bietet  jetzt  eine 
grosse  Fülle  wichtiger  und  interessanter  Erscheinungen  dar» 
jedenfalls  eine  Folge  der  grossen  Forderung  und  Unterstützung» 
welche  die  Königliche  italienische  Regierung  den  mathemati- 
schen Wissenschaften   zu  Theil  werden   lässt»   und  der  grossen 


Digitized  by 


Google 


6  LUerarischer  Bericht  CLXllL 

Aufmerksamkeit,  welche  sie  denselben  widmet,  die  Damentlicfc 
auch  auf  allen  Lehranstalten  auf  die  Heranziehung  und  HeraDbildun^ 
tfichtiger  jüngerer  Kräfte  gerichtet  ist.  Bei  der  grossen  Has^e 
wichtiger  Publicationen  ist  es  daher  fSr  unsere  in  ihrem  Rauiu 
benchränkten  literarischea  Berichte  sehr  schwierig,  ein  auch  nur 
annähernd  richtiges  Bild  von  der  grossen  Regsamkeit  za  Kefem, 
welche  in  Italien  auf  diesem  literarischen  Felde  gegenvr&rtig  sich 
kund  giebt,  so  sehr  wir  auch  uns  immer  mehr  und  mehr  bemfifaeB 
werden,  dies  zu  thun.  Dass  aber  auch  ältere  längst  bewährte 
und  anerkannte  Meister  unablässig  fortfahren,  der  jüngeren  Gene- 
ration voranzuschreiten:  davon  liefern  wieder  die  beiden  folgenden, 
kürzlich  uns  zugegangenen  Schriften,  die  wir  unseren  Lesern  zm 
sorgfältigsten  Beachtung  empfehlen,  einen  neuen  sehr  erfrealicbeo 
Beweis : 

Sulla  teoria  de'sllstemi  semplici  dl  coordinate  e 
sulla  discussione  dell'  equazioo  generale  di  secoodo 
grado  in  coordinate  triangolari  e  tetraedriche.  Me- 
moria del  Prof.BomenIco  Cbelini.  (Estratta  dal  Vol.  IIL 
Ser.Il.  delle  Memorie  dell*  Accademia  delle  S^ienze 
deir  Istituto  di  Bologna.  Bologna  Tipografia  Garn- 
berini  e  Parmeggiani.    1863.    4P. 

Sülle  t ras formazioni  geome triebe  delle  fignre  piane. 
Nota  del  Prof.  liulf^i  Cremen».  (Estratta  dal  tomo  IL 
(serie  2^)  delle  Memorie  dell'  Accademia  delleScieaze 
deir  Istituto  di  Bologna).  Bologna.  Tipi  Gamberini  c 
Parmeggiani.    1863.  4o. 

Wie  sehr  die  Geometrie  durch  die  Einführung  neuer,  sehr 
verschiedenartiger  Coordinatensysteme  in  neuerer  Zeit  gefordert 
worden  ist,  weiss  Jeder,  der  den  Fortschritten  dieser  herrlichen 
Wissenschaft  stets  mit  Aufmerksamkeit  gefolgt  ist;  eben  so  be- 
kannt ist  es,  zu  wie  vielen  interessanten  Resultaten  die  verschie- 
denen, oft  sehr  allgemeinen,  neuerlich  einer  eingehenden  Betrach- 
tung unterworfenen  Transformationen  der  Figuren  geführt  baheo. 
Auf  diesen  beiden  Gebieten  der  neueren  Geometrie  bewegen  sich 
die  beiden  vorliegenden,  der  Beachtung  unserer  Leser  sehr  lo 
empfehlenden  Schriften.  - 

In  der  zuerst  genannten  Schrift  beschäftigt  sich  Herr  Che- 
lini  mit  den  verschiedenen  neueren  Coordinatensystemen,  aber, 
was  wir  besonders  hervorheben,  aus  allgemeineren  Gesiefats- 
pnnkten,  als  dies  bisher  geschehen  sein  dürfte,  und  unterscheidet 
in  dieser  Beziehnng  „sistemi  semplici*'  und  sisteni  com- 
plesst*'  von  einander,  worüber  natürlich  das  Weitere  in  der 
Schrift  ^selbst  nachgesehen  werden  muss.    Den  Hanptzweek  seiner 
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ganzen  Untersuchuog aber  bezeichnet  er  mit  den  folgendeo  Worten: 
L'oggetto  precipuo  di  qoeeto  scritto  ai  ^  di  nettere  in«  chiaro'  la 
natura  de'  eietemi  semplici  ed  i  rapporti  ehe  banne  col  Prlnei« 
pie  dell*  BlenUante«  eioe  della  retta>  o  del  i'area«  la  cui 
proiexione  sopra  nn  aase  qualaivoglia,  o  eopra  un  piano» 
enguale  alla  aomnia  delle  proiezioni  omologhedi  piü  rette  od 
aree  date»  chiamate  coroponenti.  II  principio  della  risultantej 
contenuto  nella  proprietä  tutta  geometrica  espreesa  dalla  eua  me- 
desima  definizione  ed  in  quelle  che  ne  sono  le  consegnenze  imnie- 
diäte,  costituisce  (secondo  che  a  me  pare)  un  vero  metodo,  e  foree 
il  metodo  piü  semplice  e  diretto  che^ioesa  darsi  per  dimostrare 
e  acoprire  le  forroole  fondaroentali  sia  della  trigonometria  plana  e 
sferica,  sia  della  geometria  analitica  finita  ed  infinitesimale/^  — 
Vondem  Princip  der  Resultanten  hatte  BerrCbeliui  schon 
in  dem  «»Appendice'^  zu  seinen  trefflichen  >>Elementi  di 
Meccanica  razionale"*)  gehandelt,  so  wie  überhaupt  die  vor- 
liegenden Untersuchungen  in  vielfacher  Beziehung  zu  der  Mechanik, 
insbesondere  der  sogenannten  Kinematik,  stehen.  —  Je  schwie- 
riger es  ist,  auf  so  geringem  Räume  wie  hier  ein  einigermassen 
anschauliches  Bild  von  einer  solchen  Schrift,  wie  die  vorliegende, 
zu  entwerfen:  desto  mehr  müssen  wir  unsere  Leser  wiederholt 
auf  das  sorgfaltige  Studium  derselben  selbst  hinweisen. 

In  der  Anzeige  der  trefflitchen  Schrift  des  Herrn  Schiaparelli 
in  Mailand  (Literar.  Ber.  Nr.  CLV.  S.S.):  „Sulla  trasforma- 
zione  geometrica  delle  figure  ed  in  particolare  sulla 
trasformazione  iperbolica'*  ist  von  uns  (S.  6.)  gezeigt 
vrorden,  was  Herr  Schiaparelli  im  Allgemeinen  unter  coni- 
scher  Transformation  versteht,  worauf  wir  also  des  Ver- 
ständnisses des  Folgenden  wegen  hier  uns  zu  verweisen  er- 
lauben. In  der  zweiten  der  beiden  oben  genannten  Schrif- 
ten sagt  Herr  Cremona  nun  in  Bezug  auf  diese  coniscbe 
Transformation:  „Ma  egli  h  evidente  che  applicando  ad  una  data 
figura  piä  trasformazioni  coniche  successive,  dalla  composizione 
di  qneste  nascerä  una  trasformazione  che  sarä  ancora  di  primo 
ordine,  benchö  in  essa  alle  rette  della  figura  data  corrisponderebbero 
nella  trasformata,  non  giä  coniche,  ,ma  curve  d'ordine  piü  ele- 
▼ato.'* — „In  qnesto  breve  scritte  mi  propongodi  mostrare  direttamente 
la  possibilitä  di  trasformazioni  geometriche  di  figure  piane,  nelle 
quali  le  rette  abbiano  per  corrispondenti  delle  curve  di  un  dato 


*)  Von  denen  bofTeoUich  bald  die  deutsche  Uebertetzung,  an  welcher 
jetzt  gearbeitet  wird,  erscheinen  zu  lassen  möglich  sein  wird. 
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ordine  qualaWoglia.  Stabilisco  dapprima  due  eqaazioni  cbe  derono 
aver  laogo  fra  i  nnroeri  de'  panti  aemplici  e  nmltipli  comnoi  a 
totte  le  curve  che  corrispoodono  a  rette.  Poi  dimoatro  oome,  per 
mezzo  di  raggi  appogiati  a  due  linee  direttrici^  ai  poasano  pro- 
jettare  i  punti  di  un  piano  aopra  un  secondo  piano,  e  eosi  tras- 
formare  una  figura  data  in  quelle,  in  un'  altra  figora  sitoata  in 
questo* " 

Wir  haben  geglaubt,  den  Zweck  und  Inhalt  der  vorliegenden. 
zur  Beachtung  sehr  zn  empfehlenden  Schrift  nicht  besser,  al^ 
mit  den  vorhergehenden  sehr  deutlicheo  eigenen  Worten  des 
Herrn  Verfassers  bezeichnen  zu  kSnnen;  es  wird  in  derselben 
auch  Bezug  genommen  auf  des  Herrn  Verfassers  treffliche  ,,lo- 
troduzione  adunateoria  geometrica  delle  corve  piane^, 
von  welcher  die  im  Druck  sich  immer  mehr  und  mehr  ihrer  Been- 
digung nahende  deutsche  Uebersetzung  bald  bei  dem  Verleger 
des  Archiv's  erscheinen  wird.  6. 


Arithmetik. 

Beilage  zu  den  Tafeln  für  sämmtliche  trigonome- 
trische Functionen  der  cykli sehen  undrhyperboliscben 
Sektoren  von  Professor  J.  F.  W.  Gronau.     Dansig  1863. 

Der  Nutzen  der  cyklisch- trigonometrischen  Tafeln  ist  bekannt 
und  erstreckt  sich  nicht  bloss  auf  die  Trigonometrie.  Zum  Behuf 
der  leichtern  Auflösung  des  reducibeln  Falls  der  kubischen 
Gleichungen  habe  ich  in  den  Schriften  der  natnrforschenden  Ge- 
sellschaft zu  Danzig  für  das  Jahr  1862  hyperbolisch  »trigonome- 
trische Tafeln  herausgegeben,  welche  ausser  den  hyperbolischen 
Sektoren  {z=^ATea=:Ar,)  nur  noch  deren  Sinus  iSinz)  und  Cosi- 
nus  {Cosz)  enthalten  durften.  Auch  sie  können  zu  andern  Zwecken 
gebraucht  werden,  namentlich  zur  leichtern  Berechnung  gewisser 
Integrale.  Aber  selbst  wenn  diese  Tafeln  auch  noch  die  hyper- 
bolischen Tangenten  {Tg)  in  sich  aufgenommen  hätten,  so  würden 
«ie  zwar  mehr  leisten  können  als  bisher,  aber  immer  wären  sie 
noch  ebenso  einseitig  geblieben,  wie  die  alten  cykllschen  Tafeln 
es  sind.  Sollte  allen  zeitgemässen  Anforderungen  entsprochen 
werden,  so  musste  eine  vollständige  Verschmelzung  beider  Tafeln, 
der  cyklischen  und  der  hyperbolischen  vollzogen  werden,  nnd  das 
ist  in  den  vorliegenden  neuen  Tafeln  geschehen.  In  dieser  nator- 
geipSflsen  Verschmelzung  leisten  sie  mehr  als  die  alten  cyklischeD 
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und  meine  früheren»  vervollständigt  gedachten  hyperbolischen 
Tafeln  zusammengenommen. 

Zwar  befinden  sich  schon  in  der  Vorrede  zu  den  neuen  Tafeln 
einige  ßeispiele  in  Bezug  auf  elliptische  Transcendenten«  welche 
zeigen»  wie  man  durch  die  Tafeln  sehr  leicht  tin  atn^  ig  am,  ^  am 
berechnen  kann.  Doch  scheint  es  zweckmässig»  da  die  Heraus- 
gabe des  nächsten  Heftes  der  Gesellschaft»  weiches  vielfliltige 
theoretische  und  praktische  Anwendungen  der  Tafeln  enthalten 
wird»  sich  noch  einige  Monate  verzugern  durfte»  schon  hier  einige 
einfache  Beispiele  zu  geben»  welche  den  grossen  Nutzen  dieser 
Tafeln  werden  .erkennen  lassen. 

Zuvor  noch  ein  Paar  Worte:  So  wie  ich  die  cyklisch  -  trigo- 
nometrischen Functionen  mit  kleinen  Anfangsbuchstaben  sin  o>» 
cosm,  tg  m  .,.are=::ar,),  die  hyperbolischen  mit  grossen  andeute, 
so  bezeichne  ich  auch  die  natürlichen  oder  hyperbolischen  Loga- 
rithmen mit  Log,  die  briggischen»  deren  Modul  ^=0»43429  ist» 
mit  iog.    So  wie  ferner  in  den  alten  cyklischen  Tafeln  nicht  die 

122 
Kreissektoren  (ar.=:--^o>»   wo  R  der  Kreisradius  ist)»  oder  die 

ihre  Grösse  bestimmenden  Zahlen  oder  Bogen  (o)  angegeben 
sind»  sondern  Winkel  von  co  Sekunden  (m",  wobei  assa"  11  und 

n=  180  60  60  '^*^'  *®  enthalten  auch  meine  Tafeln  weder  die 
hyperbolischen  Sektoren  selber  (i4r.=-ö-z)»  noch  die  ihre  Grosse 

bestimmenden  Zahlen  z,  welche  natürliche  Logarithmen  von  ent- 
sprechenden Asymptotenverhältnissen  sind»  sondern  die  dazu  ge- 
hörigen   briggtschen  Logarithmen  z'=:iMz.    Es  wird  hierbei  der 

/ja 
Factor-^=l  gesetzt»  weil  die  sogenannte   Potenz  der  Hyperbel 

als  gemeinschaftliches  Flächenmass   für  die  hyperbolischen  und 
cyklischen  Aren  anzusehen  ist. 
L  Beispiel.    Es  ist 


oder 


wobei  ArJ::^M,AT*:=:z'  ist  und  wobei  von  der  Constante  abge- 
sehen werden  soll.  Ist  nun  etwa  log x:=:9fii067,  so  geht  man 
mit  diesem  Argument  auf  Seite  74  meiner  Tafeln  in  die  mit 
/o^TjPzüberschriebene  Columne  ein  und  findet  dem  entsprechend 
durch  die  miti'  bezeichnete  Columne: 
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■mm    f*    dX  4  /"l    JL-X 

"Jt=^  "«•*••  %•   V  1^  =  0,37057+10=0.37067. 

weil  aus  der  Proportion  I3:8  =  17:psicb;>  =  10  ergiebt 

2.  Beispiel.    Es  ist 

Ist  nun  /o^a:=:0.67803,  so  hat  man 

-  ^J^^ZIy^  ^9  V  S3I=^>''-  (Cotg  =x)  =  0,11724  +  4 

=  0,11728, 

^^  (pag-lOB)  ans  der  Proportion  47:I43=14:p  skb  p=4ei^ebl. 

3.  Beispiel. 

J~~^^=i  Log  (ViMTl +«)  =  Ar.  Sm  x. 
Ffflr  log  «=0,87883  erbalt  man 

^'Jv^i  =  %  (ViMn+af)=A'.(5m=«)=0,88e96  +  36 

=0.88732, 

weil  pag.   106  ans    der  Proportion  61:37  =  51 —  1:»  folirt,  dass 
p  =  36  ist. 

4.  Beispiel.    Ffir/o^a;» 0,57893  ist  ferner  nach  pag.  105 

^/^/^^=  logCV  a?«—  1+«)=^^.  (Ci>»=a:)  =0,87187 +  34 
=0,87221,  da  47 :  33 =44 :  34. 

5.  Beispiel.    Aus 

f^—Logfg(iSfi-y  |)=jfolgt  fiir  »"=43051'  36"  ohne  Weiteres 

0,37067 
'  =  -»— 

6.  Beispiel.    Ebenso  ist 

«'  =sO,4ft404  ist  «''  =  52<>  4'  54"  und  id=sO,«08»7.  • 

7.  Beispiel.  Montncla  giebt  io  seiner  Histoire  des  Hatfae- 
matiques^  III,  pag.  151»  für  die  Länge  eines  paraboJiscben  Bogess 
By  dessen  Parameter  2|i  =  l  and  dessen  Abscisse  a;  =  2  ist, 
folgende  Formel: 
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_ =2^^+^+  2^^ V^^ 

==  3+0,4406964=3,4406964 
an.     Indessen    der    erste   Theil    seines   Integrals   ist   ersicbtlicb 
falsch  und  inuss  heissen:ö-V  2p  4*4.1:  =2,12132  statt  3,  so  dass 

also  £=2,56202  ist.  Littrow  in  seiner  Anleitung  zur  Mathematik 
pag.  349  giebt  dafür  folgende  Formel: 

WO  9  aus  X  =:^  ig  tp^  zu  berechnen  ist  und  demzufolge  70^  31' 
44"  beträgt.    Auch  sie  giebt  B  =  2,56202. 

Meine  Formel  lautet 

wo  X  die  Tangente  des  Parabelpunktes  ist,  dessen  Coordinaten  x 
und  y  sind,  so  dass  also    e  =  V y*  +  {2a?)*    ist,    und    wo    2<  = 

t  t 

Ar.  Coig^  oder  CoigA=:  ^  is.   FOrMontucla's  Zahlenbeispiel  ist 

<=Vl8  =  4,24264  und 
%^  =  0,02557.6  =  (1)2557.6  =  %.  Cotg  A  =  log.  Coig  z. 

Dazu  gehört  mich  pag.  50  meiner  Tafeln  z'  =  Jr'.=:  0.76528-1-27 
=  0,76555  (weil  4.5:3.3=37:27  ist).  Demnach  ist  «=  |^  =  >! 
=  1.7628  und  wie  vorhin  B  =2,12132  +  0.44070=2,56202. 

8.  Beispiel.  Gudermann  in  seiner  Theorie  der  Potenzial- 
functionen  pag.  89  giebt  für  die  u.  a.  bei  der  Brückenbaukunst 
wichtige  Kettenlinie  folgende  ein&che  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  x  und  y»  wobei  die  Abscissenlinie  um  o  (  :=:  der  klein- 

sten  SpaDDong)  von  ihrem  Scheitel  absteht:  y=:tt.  Cos  —  .    Setzt 

man  nun  et  :=  1,4406,  indem  das  Gewicht  eines  Theils  der  Kette, 
dessen  Länge  der  Einheit  gleich  ist,  auch  gleich  I  angenommen 
wird,  so  geben  meine  Tafeln,  wenn  successive 


.T=0  |0,5 

9  =  1,4406  I  1,5281 


1.5        12         1      .      ...  .2,5i8t, 
1.8018  I  2,2946  1 3,06681""**  •"'""'•4,2119, 
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was  eine  Breite  des  Flusses  oder  eine  Spannaog  des  Brücken- 
bogens =  5  und  die  Hube  des  Gewölbes  oder  seine  Pfeilhobe 
=  2,7713  voraussetzen  wfirde,  da  4,2119  —  1,4406  =  2,7713  ist 

9.  Beispiel.  Dr.  Zetzscbe  giebt  in  Schlomilchs  Zeitscfarift  V. 
pag.  169  fGr  das  Trägheitsmoment  (7^)  einer  Parabellinie,  welche 
sich  um  die  Parabeiaxe  dreht,  mit  Uebergehung  gewisser  Faetoreo 
f*  und  ft  welche  hier  nicht  in  Betracht  kommen,  folgenden  Aus- 
druck an: 

O 

Der  erste  Theil  der  Klammer  ist  gewiss  nur  in  Folge  eines  Druck- 
fehlers falsch  angegeben,  e^  muss  heissen: 

leb  fiode  dafär  folgenden  Ausdruck: 

r=  ^.  Cot  A.  Cotg-^  -^  A,  wo  Cos  A  =  £i-*i8t. 

Es  sei  nun  der  Ualbparameter  p  s=  8,1479  und  die  Grenz-Abscisse 
2  =  10,9783.    Dann  Ut 


io^^^  =  log  Cos  4=0,80546 

J'  =  1,10381 

A' 


/o^=2.26057 

%6o>^=:0,80546 
A 


^ =0,65190  %C^(^^s0.06854 


3,13457 

Dazu  1363,2  =  Num. 

Also  ist  T=  1363,2-85,931  =  1277,27. 


A-^ 


logA^=SS.4S»Yi 
%£^= 1,52903 


16- 


1,93415 
Dazu  8S,93I. 


10.  Beispiel.  Man  soll  für  eine  hyperbolische  Fliehe  {¥) 
die  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  {x')  von  ihrem  Mittelpunkte 
O  (dem  Mittelpunkte  der  zugehörigen  Ellipse  mit  den  Halbaxen 
a  und  6)  finden,  wenn  sich  diese  Fläche  von  ihrem  Scheitel  A 
bis  zur  Ordinate  BCss2y  erstreckt 

Aus  x'  Fzs'i  jydx.x  und  Fssi ßdx  folgt 

,      ia.SinA'  r.     ^     *    •  * 
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F6r  x=ia  bat  man: 

log  Sin  i<»  =  0,71568 

%  1=9,82391 

%.ZdA/.  =0,53959 


%iSm  2^  =  0,84063 
i^tn  2  .4=3,4642 
-  i4  =  1,3170 
%.iV6nn.  =  0,33187 


Folglich 
«'  =  1,6133.0. 


Dan  zig.  Im  December  1863. 


Gronau. 


Die  Tafeln  för  sämmtliche  trigonometrische  Fanctionen  der 
cykliscben  und  h3rperbolischen  Sektoren  von  Prof.  Gronau  sind 
gegen  Einsendung  des  Nettopreises  von  1  Thir.,  oder  gegen  Post- 
vorschuss,  direct  zu  bezieben  von  dem  unterzeichneten  Selbst- 
verlag. 

Die  naturforscbende  Gesellschaft 

In  BanBlff. 


Astronomie. 

Kalender  für  alle  Stände.  1864.  Herausgegeben  von 
Karl  von  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien. 
Mit  einer  Sternkarte.   Wien.    Carl  Gerold's  Sohn. 

Alljährlich  haben  wir  die  Liebhaber  der  Astronomie  auf  diesen 
Kalender,  dessen  Jahrgang  1863  im  Literar.  Ber.  JVr.  CLY.  S.  9. 
angezeigt  worden  ist,  als  eine  sehr  brauchbare  populäre 
astronomische  Epbemeride  aufmerksaim  gemacht,  und  thun  dies 
auch  in  diesem  Jahre  sehr  gern  und  aus  voller  Ueberzeugung  von 
Neuem.  Da  die  Einrichtung  der  astronomischen  Epbemeride  und 
des  Kalenders  ungeäodert  geblieben  ist,  so  können  wir  deshalb  auf 
unsere  frfiheren  Anzeigen  verweisen,  und  sind  auch  fiberzeugt,  dass 
Jeder,  wer  gewohnt  ist,  seinen  Blick  zuweilen  nach  dem  ge- 
stirnten Himmel  zu  richten^  um  an  dessen  Pracht  sein  Herz  zu  er- 
freuen und  zu  erheben,  und  einmal  diesen  Kalender  kennen  gelernt 
und  in  demselben  bei  seiner  Beschauung  der  Sternenpracht  des 
Himmels  lehrreiche  Unterstützung  gefunden  hat,  immer  und  in 
jedem  Jahre  wieder-  gern  nach  demselben  greifen  wird,  amcb 
ohne  erneuete  Empfehlung  von  unserer  Seite.  Die  Beilagen  ent« 
halten,  wie  gewöhnlich,  eine  sehr  vollständige  Uebersicht  des 
Planetensystems  mit  Rficksicht  auf  alle  neueren  Entdeckungen, 
und  ausserdem  einen  „die  Sonne"  überschriebenen  lehrreichen 
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und  interessanten  Aufsatz,  hauptsächlich  über  die  Ersebeinungen 
des  Lichts  und  der  Wärme  mit  besonderer  Rücksiebt  auf  die 
Spectral- Analyse  und  deren  grosse  Bedeutung  auch  fiir  die 
Astronomie.  Historisch  sehr  interessant  ist  uns  die  Notiz  gewesen, 
dass  schon  J.  Herschel  in  den  Edinburgh  Phiiosophical 
Transactions  von  1822  die  Grundzüge  der  iSpectralaoalyse 
und  die  Vortheiie  ihrer  Anwendung  in  der  Chemie  mit  klareo 
Worten  angegeben  hat,  wodurch  aber  das  Verdienst,  welches 
Bunsen  und  Kirchhoff  durch  die  von  ihnen  diesem  Gegen- 
stände gewordene  weitere  Eotwickelung  sich  erworben  haben»  nicht 
geschmälert  werden  kann. 


N  a  u  t^  i  k. 

Almanach  der  österreichischen  Kriegsmarine  für 
das  Jahr  1864.  Herausgegeben  von  der  hydrographi- 
schen Anstalt  der  k.  k.  Mari  ne.  Dritter  Jahrgang.  Wien 
Gerold.    8^ 

Wir  freuen  uns  sehr  über  den  ungestörten  Fortgang  diese» 
sehr  verdienstlichen  Aimanachs,  dessen  beide  ersten  Jahrgänee 
im  Literar.  Bar.  Nr.  CXLVHi.  S.  10.  und  Nr.  CLVI.  S.  10.  ange 
zeigt  worden  sind.  Die  Einrichtung,  namentlich  auch  der  astrono- 
mischen  Ephemeride,  ist  im  Ganzen  vollständig  dieselbe  geblieben, 
wie  in  den  beiden  ersten  Jahrgängen,  so  dass  wir  uns  also  in 
dieser  Rücksicht  auf  unsere  früheren  Anzeigen  beziehen  können. 
Der  neueste  Jahrgang  enthält  aber  auch  wieder  einige  interessante 
nautische  Aufsätze,  auf  die  wir  unsere  Leser  recht  sehr  anfmefk- 
sam  machen,  nämlich  die  folgenden :  Admirai  Fitz*  Roy'sWit- 
terungsanzeigen  und  Sturmsignale  von  Dr.  F.  Schanb. 
HerrDirector  Schanb  theilt  in  diesem  lehrreichen  Anfsatze  aas  des 
gelehrten  nnd  vielerfahrenen  Admirals  Fitz -»Roy  neoeriiehst 
erschienenem  Werke:  „The  weather  book:  a  manaal  of 
practical  meteorology.  London  1863'^  den  Abschnitt  im 
Auszüge  mit,  welcher  die  Nutzanwendung  gleichzeitiger  meteoro* 
logischer  Beobachtungen  an  mehreren  Orten  znr  VoraasbestiBH 
muttg  der  muthmasslichen  Witterang  bespricht,  mit  der  Beaier- 
kung»  dass  das  in  England  eingefahrte  System,  die  von  verschiede- 
nen Nationen  einlaufenden  Beobachtungen  zu  sammeln,  an  dis- 
cntiren,  die  muthmassllch  bevorstehenden  Aenderangen  des 
Wetters  vorauszusagen  und  bei  drohendem  Sturme  alle  wichtigen 
Häfen  des  Königreichs  dorch  elgenthümliche  Signale  va  warnen. 
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in  den  weitesten  Kreisen  bekannt  za  vrerden  Terdiene»  worin 
wir  dem  Berrn  Verf.  ans  vollkoronienster  Ueberzengung  beistim- 
men. —  Einiges  fiber  Einzeigefecht  von  Dampfsebiffen 
mit  BerÜcksicbtigung  der  Panzerschiffe.  Von  Linien- 
schiffs-Fähnrich Josef  Scbellan  der.— Or.M.A.F.Presters 
„Das  geographische  System  der  Winde  über  dem  atlan- 
tischen Ocean.''  Von  Contre  -  Admiral  Bernhard  Freih. 
V.  Wfiiierstorf.  Herr  v.  WOlierstorf  empfiehlt  sehr  die  von 
Dr.  Prestei  für  die  Darsteilang  der  Winde  während  einer  bestimm- 
ten Zeit>  und  innerhalb  einer  ebenso  bestimmten  Oertlichkeit,  gewählte 
formelartige  Ausdrucksweise,  welche  dadurch  anschaulicher  und 
kürzer  geworden  ist,  dass  die  W^inde^  weiche  diametral  einander 
entgegengesetzt  sind,  der  Zahl  und  Richtung  nach  in  einen  Aus- 
druck zusammengefasst  werden. 

Das  buchst  verdienstliche  Verzeichniss  der  Leucht- 
thürmeim  mittelländischen,  schwarzen  und  azowschen 
Meere  von  Herrn  Robert  Müller  in  den  Jahrgängen  1862 
und  1863  hat  In  diesem  neuesten  Jahrgange  wieder  eine  sehr 
bedeutende  Ergänzung  erhalten.  Ein  vollständiges  Verzeich- 
niss der  Lencbtthfirme  im  Mittelmeere  soll  im  nächsten  Jahrgänge 
gegeben  werden. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLVII. 
S.  14.) 

Band  XLV.  Heft  IV.  Reitlinger:  Ueber  Töne  und  einige 
Bewegungserscheinungen  im  Schliessnngsbogen  des  galvanischen 
Stroms.  4ö3.  —  v.  Littrow:  Ueber  Luftspiegelungen.  S.  547.  — 
Wastler:  Untersuchungen  fiber  die  Leistungsfähigkeit  der 
Bourdon'schen  Metallbarometer.  S.  559.  —  v.  Lang:  Ueber  einen 
Apparat  zum  Messen  dee  Winkels  der  optischen  Axen.  S.  587.  — 
Son od  orfer:  Helligkeitsephemeride  nnd  Darstellung  des  Laufes 
der  Asteroiden  im  Jahre  1862.  S.  589. 

BandXLV.  Heft  V.  Haidinger:  Ueber  Meteorsteinfalle, 
■Vleteorsteine  >  rothen  Schnee  n.  s.  w.,  S.  665.  790.  796. 

Band  XL  VI.  Heft  I.  Czermak:  Notiz  über  die  laryngosco- 
piseben   Photographien  und  über   das  Mikrostereoskop.    S.  5. 
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Stefan:  Ueber  die  Bewegong  ilCtosiger  Korper*  S.S.  —  Sobic: 
Grandzuge  einer  Molecolarphysik  und  einer  niechaniachen  Tlieorie 
der  Elektricit&t  und  des  Magnetiemue.  S.  46.  —  Mach:  Uel»er  die 
Moleoularwirkung  der  Flüssigkeiten.  S.  125. 

Band  XL  VI.  Heft  II.  Knocbenhaner:  Versuche  zur  Theorie 
des  CondensatoTS.  S.  138.  —  Macli:  Zur  Theorie  des  Polsw^lea- 
Zeichners.  S.  157. 

BandXLVI.  Heft  III.  Biazek:  Ueber  Voluinsbestimman- 
gen  mit  Zuziehung  der  Schwerpunkts- Theorie.  S.  342.  —  Reit* 
linger  und  Zerjau:  Ueber  Schichtung,  durch  EntladungsschlSge 
der  Leidner  Batterie.  S.  352. 

BandXLVI.  Heft  IV.  und  V.  Reitlinger  und  Kraus: 
Ueber  «Brande's  elektrochemische  Untersuchungen.  S.  367.  - 
Haidinger:  Die  Octoberfeuermeteore  in  den  Wiener  Blättern I86i 
S.  393.  —  Clausius:  Ueber  die  Molecularbewegungen  in  gas- 
förmigen Kurpeni.  S.  402.  —  Kammerer:  Die  Licht •  IntensitiUs- 
curven  auf  krummen  Flächen.  S.  405.  —  Knochenhauer:  Ueber 
Flüssigkeiten  im  elektrischen  Strome.  S,462.  —  Stefan:  Ueber 
die  Bewegung  flOssiger  Korper,  (II.  Abhandlung).  S.496.  — Mar- 
mann:  Ueber  die  Bahn  der  Europa.  S.  524.  —  Vlacovieb: 
Sulla  Scarica  instantanea  della  bottiglia  di  Leyda.  S.  531. 

Band  XLVII.  Heft  L  und  II.  Spängier:  Ueber  rothen 
Schnee.  S.  3.  —  v.Littrow,  Otto:  Ueber  eine  neue  Einrichtuog  des 
Spectralapparates.  S.  26.  —  Mach:  Ueber  die  Gesetze  des  Mit- 
schwingens. S.  33. —  Fries  ach:  Ueber  dieReduction  der  gross- 
ten  Sonnenhöhe  auf  den  Meridian  bei  veränderlichem  Beobach- 
tungsorte.  S.  49.  —  Mach:  Ueber  eine  neue  Einrichtung  des 
Pulswellenzeichners.  8.53. —  Stefan:  Bemerkungen  zur  Theorie 
der  Gase.  S.  81.  —  Mauthner:  Zur  Lehre  vom  entommatiscbeo 
Sehen.  S.  106. —  Scarpellini:  Colpo  d'occhio  sopra  i  Terremoti 
avvenuti  in  Roma  negli  Anni  1858,  1859,  1860,  1861,  1862,  reia- 
üvamente  alla  Influenza  della  luna.  S.  137. 

Band  XLVIL  Heft  III.  und  IV.  Winkler:  Ueber  einige 
Reductionsformein  der  Integralrechnung.  S.  146.  —  Oppoizer: 
Bahnbestimmung  des  Planeten  (64).  S.  229. —  Ffiesach:  Ueber 
Reibenentwickelungen.  S.  264.—-  v.  Littrow:  Physische  Zosaa- 
roenkflnfte  der  Asteroiden  im  Jahre  1863.  S.  317.  —  Stefan:  Ueber 
die  Fortpflanzung  der  Wftrroe.  S.  326.  ^  Rollett:  Ueber  die 
Wirkung  des  Entladungsstromes  auf  das  Blut.  S.  356. 


Berichtigang.    Im  Literar.  Ber.  Nr.  GLXII.  S.  5.  Z.  6.  matte« 
nicht  „V.  edizione*'  tondern  ,,2«.  edizione**  heitteq. 
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Oalileifeier. 

Und  sie  Ibewe^t  siel»  doch. 

£r  ging  in  finstem  Zeiten 
Zoerat  des  Lichtes  Spur, 
Sein  Leben  war  ein  Streiten 
Fflr  Licht  and  Wahrheit  nnr; 
£r  sprengte  ihre  HttUe, 
Die  Wahrheit  leuchtet  noch; 
„Die  Erde  steht  nicht  stille'' 
„Und  sie  bewegt  sich  doch!*' 

'  Sie  sachten  ihn  za  schwächen 

Darch  Qaal  and  Kerkerhaft, 
Doch  nimmer  Hess  sich  brechen 
Des  Geistes  hohe  Kraft, 
Ob  sie  mit  Hass  and  Grimme 
Ihn  beagten  onter's  Joch, 
Laut  ruft  der  Wahrheit  Stimme: 
„Und  sie  bewegt  sichdochl^' 

Nan  glAnzt  sein  Geist  bewandert 

Und  leuchtet  fort  nnd  fort, 

Non  hallt  dsrch  manch  Jahrhandert 

Sein  weltbefreiend  Wort; 

IKe  Nebel  mflssen  fallen! 

Die  fernste  Zukunft  noch 

Wird  siegreich  wiederhallen : 

„Und  sie  bewegt  sich  doch!*' 

Dr.  S.  Meyer  in  Breslau. 

In  Pisa    ist   die   Galileifeier   am    18.  Februar  1864  auf  die 
glänzendste  Weise   begangen  worden;   alle   gelehrte  Kdrper- 

rhl.XLI.Hft.4.  4 
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«chafteo  Italiens  waren  bei  derselben  durch  Deputationen  ▼ertreten. 
Hoffentlich  nächstens  mehr  darüber. 


Auszug  aus  einem  Schreiben  an  den  Heransgeber. 

In  Folge  Ihrer  Aufforderung  im  Archiv  (Lite rar.  Ber. 
'  Nr.  CLXIII.  8.  L)  Ihnen  Mittheilungen  über  eine  etwaige  Feier 
von  Galilei's  Geburtstag  zu  machen,  erlaube  ich  mir,  Ihnen  mit- 
zntbeilen,  dass  ich  in  einfacher,  dem  Standpunkte  der  Schule 
entsprechenden  Weise  den  Schülern  der  oberen  Klassen  eioe 
kurze  Lebensbeschreibung  dieses  berühmten  Mannes  gegeben, 
und  sodann  seine  grossen  Verdienste  um  Physik  und  Astronomie 
nachgewiesen  habe.  Wenn  auch  die  Feier  nicht  mit  der  in  ^er 
grösseren  Stadt  zu  vergleichen  ist>  wo  überhaupt  schon  mehr  Per- 
sonen vorhanden  sind,  welche  das  Verdienst  eines  solchen  Hannes 
besser  zu  würdigen  verstehen,  so  ist  doch  auch  diese  Feier  hier 
nicht  ohne  Eindruck  auf  das  heranwachsende  Geschlecht  geblieben. 
Pyritz,  den  15ten  März  1864. 

Dr.  Lieber, 

Mathematiker  des  G3^nasiiiniis 

za  Pyritz. 

Ceber  das,  was  hier  in  Greifswald  geschehen  ist,  nächstens 
eine  ansfCihrlicbere  Mittheilung  im  Archiv  selbst  G. 

Der  Senator  Baron  Plana.0 

Wenn  ancb  die  Lebensgeschichte  der  Häupter  der  Intelligenz 
in  ihren  Werken  geschrieben  steht,  so  erlanben  wir  uns  dodi, 
in  der  Voraussetzung,  dass  irgend  einer  der  berühmtesten  Mathe- 
matiker die  Geschichte  der  Arbeiten  des  grossen  und  krftftigeii 
Geistes  des  Barons  Plana  liefern  werde,  so  gut  als  mOglich  b 
wenigen  Zeilen  einige  der  Hauptzüge  seines  langen  und  tbätigen 
socialen  Lebenslaufs  zu  sammeln. 

Giovanni  Plana  wurde  in  Voghera  im  November  des  Jah- 
res 1781  geboren.  In  demselben  Jahre,  in  welchem  der  berühmte 
Physiker  P.  Beccarla  in  Turin  starb.  Als  einen  merkwür- 
digen, wir  wagen  sogar  zu  sagen  providentiellen  Zufall,  bemerken 
wir,  dass  Newton  das  erste  Licht  des  Tages  im  Jahre  16^ 
erblickte,  in  welchem  das  Gestirn  Galilei's  unterging.   Bei  dem 


•)  Aas  der  Gaszetta  nffieiale  del  Regao  d'Italia.  Toris». 
Luoedi  25  Gennaio  I8S4.   Nnm.  21,  oberaetzt  von  Herrn  M.  Cur Cse. 
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in  Lyon  für  die  Aspiraoten  der  polytecbniscben  Schale  in  Pari» 
eröffneten  Coiicurs  wurde  er  als  der  achte  unter  die  hundert  und 
zwanzig  Zöglinge  aufgenommen,  welche  in  diesem  berühmten 
Institate  Aufnahme  finden,  und  so  hatte  der  junge  Plana 
das  Glück»  die  niathemattscben  Wissenschaften  unter  den  berühm« 
testen  Meistern  seiner  Zeit  zu  studiren.  Legendre  sagte  bei'm 
Eintritt  unseres  Landsmanns  als  Professor  in  die  Kaiserliche 
^rtillerieschule  zu  Allessandria  zu  ihm:  Vous  ^tes  jeune> 
mais  ta  jennesse  est  un  d^faut  dont  on  se  corrige  tous 
les  jours!  Und  wirklich  wusste  Plana,  indem  er  uns  in  einem 
Alter  von  beinahe  83  Jahren  verliess,  die  Bemerkung  seines  be- 
rühmten Lehrers  und  Gönners  zum  Theil  zur  Wahrheit  zu  machen. 
Dra  das  Jahr  1812  an  das  Athenäum  in  Turin  berufen,  lehrte  er 
dort  den  höheren  Calcul  eine  lange  Reihe  von  Jahren  hindurch, 
so  dass  der  Professor  Plana  heute  als  Senior  der  Universität 
begrüsst  sein  würde.  Auch  in  der  Konigl.  Militairakademie  lehrte 
er  die  höhere  Mathematik,  und  war  einige  Zeit  General director 
der  Studien  an  derselben.  Als  Königl.  Astronom  stieg  er  fast 
täglich  auf  das  Observatorium  bis  zum  Beginn  seiner  letzten 
Krankheit.  Plana  war  Präsident  der  König!.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Turin,  correspondirendes  'Mitglied  der  vor- 
züglichsten wissenschaftlichen  Gesellschaften  Europa's,  geschmückt 
mit  den  Orden  mehrerer  Souveräne.  Der  berühmte  J  o  ma  r  d  meldetedie 
Wahl  Plana's  zum  auswärtigen  Mitglied  desInstitut  de  France 
mit  den  Worten:  „Sagen  Sie  unserem  gemeinsamen  Freunde 
meine  aufrichtigen  Glückwünsche.  Ich  bin  einer  der  Vierzig,  die 
man  aus  den  36  Millionen  Franzosen  erwählt,  aber  Plana  ist 
einer  der  Acht,  welche  aus  der  Billion  von  Menschen,  die  die 
Oberfläche  der  Erde  bewohnen,  auserlesen  werden." 

Plana  erfreute  sich  wegen  seiner  bewundernswürdigen  und  fast 
einzigen  Leichtigkeit  in  der  Handhabung  des  höheren  Caiculs,  wie 
sie  seine  verschiedenartigen  Arbeiten  bezeugen,  des  höchsten  An- 
sehns  bei  den  ersten  Mathematikern  und  Astronomen  beider 
Welten.  Seine  mathematische  Theorie  derMandbewegung 
in  drei  starken  Bänden  wurde  in  Paris  und  London  mit  dem 
Präse  gekrönt  Aus  diesem  grossen  Werke  entnahm  der  bewun- 
derte Britte  die  Mondtafeln  zum  Gebrauche  der  Schiff- 
fahrt Im  verflossenen  Jahre  wählten  einige  gelehrte  Engländer 
Plana  zu  ihrem  Richter  in  einer  wissenschaftlichen  Streitfrage 
aber  den  Mond,  die  durch  eine  Reihe  zweckmässiger  Telegramme 
sich  herausgestellt  hatte.  Der  Baron  Plana  war  ein  grosser 
Liebling  Carl  Alberts,  der  ihn  mit  königlichen  Gunstbezeugun- 
gen fiberbänfte.    Der  berühmte  Abb^Oriani,  sein  Lehrer  in  der 
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ABtroDomie^  liebte  Plana  wie  seio  Kind  und  gab  ihm  eioelireii- 
volles  Zeichen  seiner  innigsten  Uochschfitzung,  als  er  in  seineB 
Testamente  eine  würdige  Lobrede  seines  trefflichen  Schülers 
schrieb,  und  dieselbe  mit  dem  ansehnlichen  Geschenk  von  fanf- 
zig  tausend  Francs  begleitete. 

Man  k<innte  ein  interessantes  Bändchen  über  die  scharfsin- 
nigen Aussprüche  und  die  wirklich  originellen  Reflexionen  schrei- 
ben, wegen  welcher  die  Coterhaltung  Plana's  von  vielen  bedea- 
teoden  Persönlichkeiten  und  fremden  Diplomaten  so  sehr  gesucht 
war.  Der  Baron  Plana  bewahrte  alle  seine  FShigkeiten  mit  Aus- 
nahme des  Gehörs.  Er  veröffentlichte  zum  Beispiel  noch  vor 
wenigen  Monaten  eine  sehr  wichtige  akademische  Arbeit  über 
das  Gesetz  der  Abkühlung  der  sphärischen  Körper  und  den  Aus- 
druck der  Sonnenwärme  in  den  Circumpolarbreiten  der  Erde.  Aus 
dem  ersten  Theile  dieser  Schrift,  die  vollständig  in  der  stren- 
gen Sprache  des  höheren  Caiculs  geschrieben  ist,  folgert  er  die 
Zeit,  welche  die  Erde  gebraucht  hat,  um  vom  gasförmigen  bis  zu 
dem  gegenwärtigen  festen  Zustand  zu  gelangen,  und  ans  dem 
zweiten  Theile  zieht  er  den  Beweis  der  Existenz  zweier  Circom- 
polarmeere  (M.  %  d.  Gazetta  Cfficiale  vom  23.  October  1863).  lo 
den  letzten  Tagen  seiner  kurzen  Krankheit  versuchte  Plana 
noch,  wenn  auch  vergeblich,  die  Berichtigung  der  Correctvrhogeo 
einer  anderen  Abhandlung. 

Der  Senator  Plana,  mit  einem  bewundernswürdigen  Gedächtniss 
hegabt,  pflegte  häufig  Verse  und  Auszüge  aus  classischen  Antoren 
und  vorzugsweise  französischen  Schriftstellern  zu  citiren.  Seine 
Augen  besessen  eine  seltene  Lebhaftigkeit  und  einen  besonders 
durchdringenden  Blick,  und  zogen  die  Aufmerksamkeit  seines  nneterb- 
liehen  Oheims  und  Lehrers  Lag  ränge  auf  sich.  Im  höchsten  Grade 
freimfithig  und  Philosoph  sprach  Plana  offen  seine  eigene  Meinnng 
sowohl  im  Rath  als  in  Privatkreisen  aus.  Gewohnt,  fortwährend  in  der 
Unermesslichkeit  des  Himmels  sich  zuei^ehen,  versuchte  er  oft  sich 
von  den  Wünschen  Rechenschaft  zu  geben,  die  auf  die  Ausübung  der 
Herrschaft  in  einem  kleinen  Winkel  eines  der  kleinsten  Planeten  eines 
so  kleinen  Theiles  des  unendlichen  Universums  gerichtet  sind. 
Seine  Familie  über  Alles  liebend,  freigebig  gegen^die  Armen  und  Her- 
untergekommenen, ein  treuer  Freund,  mit  vorzüglicher  Gesondheit 
und  den  edelsten  Gaben  des  Geistes  und  Herzens  begabt,  den 
politischen  Ehren  fremd,  kann  der  Baron  Plana  in  Wabiiieit 
jenen  auserwählten  Wesen  zugezählt  werden,  welche  unaefem 
gegenwärtigen  Zeitalter  zur  Ehre  gereichen.  Denjenigen  aber, 
welche  einige  Fehler  an  ihm  finden  wollen,  begnügen  wir  uns  den 
Ausspruch  des  Uoraz  in's  Gedächtniss  zu  rufen:  „Vitiisqnisqne 
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premitur,  optimus  ille,  qai  minimis  urgetur.*'  Alessan- 
dra Lagrange  beglückte  ihn  mit  zwei  Kindern.  Da  ihm  der 
kleine  Luigi  in  den  ersten  Lebensjahren  za  den  Engein  entrissen 
wurde,  so  concentrirte  P.lana  seine  ganze  Liebe  auf  seine  Ge- 
mahlin und  seine  vielgeliebte  Sophia. 

Da  ans  der  knapp  zugemessene  Raum  von  der  Krankheit  und 
dem  Tode  dieses  Coryphäen  der  Wissenschaft  zu  sprechen  nicht 
erlaubt,  so  müssen  wir  uns  begnfigen,  zu  bemerken,  dass  sein 
aoserwählter  Geist  sich  am  Morgen  des  20sten  Januars  d.  J. 
unter  den  Thränen  seiner  verlassenen  Familie  und  seiner  Freunde 
zum  Himmel  aufschwang,  versehen  mit  den  erhabenen  Heilsmitteln 
der  Religion. 

Die  Todesnachricht  des  Baron  PI  anawurde  dem  Senate  von  sei- 
nem hochgeschätzten  Präsidenten  dem  Grafen  Sclopis, mit  den  edel- 
sten und  tiefgeföhltesten  Worten  roitgetheilt.  Seine  Hülle  wurde 
in  Mitten  einer  allgemeinen  Versammlung  der  Stadt  mit  fast  könig- 
lichen Ehren  nach  der  Kirche  doli'  Annunziata  geleitet. 

Es  schien  beinahe,  als  ob  die  gewählten  Classen  Turins  bei 
der  Begräbnissfeier  des  Senators  Plana  einen  Triumpf  der  Wis» 
senschaft  ausdrücken  wollten,  wie  Tags  vorher  das  Volk  Turins 
seine  Dankbarkeit  dem  wohlthätigen  Marchese  di  Barolo  zu 
bezeugen  versuchte. 

Mit  dem  Tode  des  Barons  Plana  verschwindet  einer 
der  letzten  aus  der  grossen  Schule  der  berühmten  Meister 
Lagrange,  Laplace,  Legendre,  Poisson  .  .  .,  die  dem 
ersten  Napoleon  so  theuer  war,  und  diese  vielfach  die  Wissen- 
schaft und  das  gegenwärtige  Jahrhundert  verherrlichte. 

Mit  einem  durch  einen  so  grossen  Verlost  des  Vaterlandes  tief 
bewegten  Herzen,  und  der  geneigte  Leser  möge  mir  hinzuzufilgen 
erlauben,  durch  den  Verlust  eines  theuren  Freundes  fast  acht 
Lustren  hindurch,  lege  ich  die  Feder  nieder.  Indem  ich  lebhaft  den 
Cultus  der  auserwähiten  Geister  und  unserer  Vorfahren  anempfehle, 
welcher  die  menschliche  Erzeugung  heiligt,  und  das  stärkste  Band 
zwischen  den  Gei;erationen  bildet,  die  durch  die  Jahre  sterblich 
sind,  aber  unsterblich  durch  ihre  Tugenden. 

G.  F.  Baruffi. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

II  Principe  Boncompagni  e  la  storia  delle  scienze 
matematiche  in  Italia.    Del  Professore  Giovanni  Co» 
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dazza.    Estratto  dal  Politecnico,  Vol.  XX.  Mllano.  Edi- 
tori del  Politecnico.    1864.    SP. 

Je  wicbtif^er  die  Arbeiten*  und  Pablicationen  de8  Ffirsten 
D.  Baldassare  Boncompagni  in  Rom  für  die  Geschichte 
der  Mathematik,  und  je  grosser  die  Opfer  sind^  welche  dieser 
ausgezeichnete  und  hochachtbare  Gelehrte  fortwährend  unserer 
Wissenschaft  bringt,  je  wärmer  und  lebhafter  die  Anerkennung 
ist,  welche  diesen  auf  dem  Gebiete  der  Wissenschaften  einzig  da- 
stehenden Bemühungen  und  Bestrebungen  von  allen  Matfaemntikeri) 
mit  Recht  gezollt  wird:  desto  verdienstlicher  ist  es»  das»  Herr 
Professor  Codazza  in  der  vorliegenden  höchst  interessanten 
Schrift  eine  ausführliche  Darstellung  der  bisherigen  Arbeiten  und 
Publicationen  des  hochsinnigen,  für  die  Wissenschaft  wahrhaft 
begeisterten  Fürsten,  —  von  dem  ja  auch  schon  oft  im  Archive 
die  Rede  gewesen  ist  —  geliefert  hat.  Mittelst  einer  unter  dem 
Namen  „Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche" 
errichteten  besonderen  Druckerei  hat  der  Fürst  Boncompagni 
bbher  in  chronologischer  Folge  die  folgenden  Schriften  und  gros- 
seren Werke  publicirt: 

Della  vitae  delle  opere  di  PlatoneTiburtino,  tradut- 
tore  del  secolo  XIL  Roma  1851.    4^. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Gherardo  Cremonese, 
traduttore  del  secolo  XII,  e  di  Gherardo  da  Sabbiooetta, 
astronomo  del  secolo  XIII,  Roma,  1851.    4^.  coo  dne  fac-simili. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Guido  Bonatti,  astrologo 
ed  astronomo  del  secolo  XIII,  Roma,  1851,  8^.  coo  giunte  e  cor- 
rezioni,  estratto  dai  tomi  CXXIII  —  CXXIV  del  Giornale  arca- 
dico. 

Della  vita  e  delle  opere  di  Leonardo  Pisano,  mate- 
matico  del  secolo  XIII,  Roma,  1854.  8^.  gr.  con  un  fac-simlle. 

Intorno  ad  alcune  opere  di  Leonardo  Pisano,  mate- 
matico  del  secolo  XIII,  Roma,  1854.  8^.  gr.  con  un  fac«simiie. 

Intorno  alla  risoluzione  delle  equaz«  simnltanee 
x'^+k^^y^,  o;'— Asz*;  nota.  Roma,  Annalidi  scienEC  mate- 
matiche e  fisiche,  aprile  1855. 

Intorno  ad  una  proprietä  del  numeri;  nota,  Roma,  ibid. 
settembre,  1855. 

Tre  scritti  inediti  dl  Leonardo  Pisano,  pnbllcati  da 
B.  Boncompagni,  secondo  la  lezione  di  un  codice  della  biblio- 
Iteca  Ambrosiana  di  MUano,    Firenze,  1866,    8^. 
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Opnseoli  di  Leonardo  Pisano,  pobiicati  da  B.  Bon» 
comp  Agni,  secondo  la  lezione  di  un  codice  della  biblioteca  Am- 
brosiana  di  MIlaoo.    2'  edizione.    Firenze,  1856.    8^. 

Seritti  inediti  del  P.  D.  Pietro  Cossali  publicati  da 
B.  Boncoinpagni,  «eguiti  da  un*  appendice  Gooteneote  quattro 
lettere  dirette  al  medesinio  P.  Cossali  ed  ooa  nota  intorno  a 
queste  lottere.     Roma,  1857.    4®. 

Seritti  inediti  pnblicati  da  B.  Boncompagni»  vol.  1. 
Leonard!  Pisani  über  Abbaci»  Roma,  18S7.    4<>. 

Trattati  d*aritmetica  publicati  da  B.  Boncompagni, 
Roma,  1857.    8». 

1.  Algorismi  de  numero  Indorum. 

2.  Joannis  Hispalensis  Über  Algorismi   de  pratica  Aris- 
metricae. 

Seritti  inediti  publicati  da  B.  Boncompagni,  toL  11. 
Leonard!  Pisani  Practica  Geometriae  ed  Opuscoli,  Roma, 
1862.    40. 

La  composizione  del  Mondo  di  Ristoro  d*Arezzo, 
teste  itallano  del  1282»  pubücato  per  cura  di  Enrico  NarduccI, 
Roma,  tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisicbe,  1859,  8^ 
grande. 

Welche  Masse  wichtiger  und  zum  Theil  sehr  umfangreicher 
Poblicationen,  deren  weitere  fiberaus  interessante  Charakterisirong 
10  der  verdienstlichen  und  lehrreichen,  literarisch  wichtigen  Schrift, 
die  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  nochmals  recht  sehr 
empfehlen,  selbst  nachgesehen  werden  muss! 

Möge  die  Vorsehung  dem  treiflichen  Fürsten  noch  viele  Jahre 
Kraft  und  dauernde  Gesundheit  schenken:  dann  wird  die  Wissen- 
schaft sich  gewiss  noch  vieler  schöner  Frfichte  von  seinem  edlen^ 
und  hochherzigen  Eifer  zu  erfreuen  haben! 

Pai  1»  doita  Ctermania  oflMre  an  «liiille  priTAtof 

6. 

Passages  relatifs  a  des  sommations  de  s^ries  de 
cubes  extraits  de  manuscrits  arabes  inödits  et  traduits 
par  M.  F.  Woepke.  Rome.  Imprimerie  de  Propaganda 
fide.    1863.    4». 

Herr  Woepke*),  der  sich  bekanntlich  schon  so  viele  Verdienste 
um  die  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  erworben 


*)  Detten  in  Paris  leider  erfolgten  Tod  ich  to  eben  erfahre.      G. 
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hat,  und  in  seinen  rühmlichen  Bestrebangen  von  dem  Ffirsten  Bon- 
compagni  kräftigst  gefördert  wird,  liefert  in  dieser  der  Beach- 
tung sehr  zu  empfehlenden  Schrift  die .  Uebersetsung  von  fönf 
arabischen  Manuscripten  der  kaiserlichen  Bibliothek  in  Paris,  ans 
denen  namentlich  hervorgeht,  dass  die  Sommirung  der  Reihe 

P,    2».    3»,    4»,  ....«» 

der  Guben  der  natürlichen  Zahlen  schon  von  Ibn  Albanni, 
einem  marokkanischen  Mathematiker  des  XIII.  Jahrhunderts,  ge- 
geben worden  Ist.  Aber  auch  vieles  andere  für  die  Geschichte  der 
Mathematik  sehr  Wichtige  enthalten  diese  marokkanischen  Ma- 
nuscripte,  und  ihre  Uebersetzung  wird  daher  von  Keinem,  der  der 
Bearbeitung  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  sich  widmet, 
entbehrt  werden  können.  G. 


Arithmetik. 

Vorlesungen  über  Zahlentheorie  vonP.  G.  Lejeune- 
Dirichlet.  Herausgegeben  von  R.  Dedekind,  Professor 
am  Collegium  Carolinum  in  Braunschweig.  Braun- 
schweig. Friedr.  Vieweg  und  Sohn.    1863.    8o. 

Durch  die  Herausgabe  der  Diri  chlet'schen  Vorlesungeo  über 
Zahlentheorie  hat  Herr  Prof.  Dedekind  sich  ein  nicht  genug  an- 
zuerkennendes Verdienst  erworben,  und  zwar  um  so  mehr,  weil 
die  Arbeit  in  mehreren  Beziehungen  als  eine  selbstständige  za 
betrachten  ist,  indem  die  Hauptgrundlage  zwar  ein  im  Winter  1%6 
bis  1857  geschriebenes  Heft  bildet,  wozu  aber  von  Herrn  D.  theiis 
nach  älteren  Heften,  theiis  nach  D  irichl  et 'sehen  AbhaodliingeD, 
endlich  ganz  nach  eigenem  Ermessen,  ZusStze  von  nicht  unbe- 
deutender Ausdehnung  gemacht  worden  sind.  Wir  brauchen  nicht 
erst  zu  sagen,  dass  wir  dieses  Buch  fiir  einen  vortreflBichen  Liefar- 
begriff der  Zahlentheorie  halten,  welcher  einem  Jeden,  der  diesem 
schonen  und  wichtigen  Theiie  der  mathematischen  Wissenscfaafteii 
ein  besonderes  Studium  zuzuwenden  beabsichtigt,  nicht  genug 
empfohlen  werden  kann,  insbesondere  auch  deshalb,  weil  dasselbe 
von  den  elementarsten  Sätzen  über  Theilbarkeit  der  Zahlen  im 
Allgemeinen,  gemeinschaftliches  Maass,  absolute  und  relative  Prim- 
zahlen, Zahlencongruenz  n.s.  w.  ausgeht,  und  nur  nach  und  nacb 
in  schöner  Stufenfolge  in  die  höheren  Lebren  einführt.  Die  folgende 
Angabe  des  Hauptinhalts  wird  dies  bestätigen  und  hoffentlich  auch 
Verfasser  mathematischer  Lehrbücher  veranlassen,  sich  wenigstens 
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mit  den  ersteren»  den  sogenannten  Elementen  näher  Hegenden  Ab- 
schnitten genau  bekannt  zu  machen«  weil  ihnen  dieselben  nicht 
wenige  schöne  elementare  Darsteliongen  für  ihren  Zweck  liefern 
werden:  Srster  Atoelmltt :  Von  der  Theilbarkeit  der 
Zahlen.  —  SEwelter  Absclinltt:  Von  der  Congruenz  der 
Zahlen.  —  Dritter  Absclmltt:  Von  den  quadratischen 
Resten.  —  Tlerter  Abschnlttt  Von  den  quadratischen 
Formen.—-  Fünfter  Abselmtttt  Bestimmung  der  Anzahl 
der  Classen»  in  welche  die  binären  quadratischen  For- 
men von  gegebener  Determinante  zerfallen.  —  Snp- 
plemeate«  I.  Ceber  einige  Sätzevon  Gauss  aus  der  Theo- 
rie der  Kreistheilung.  —  IL  Ueber  den  Grenzwerth 
einer  unendlichen  Reihe.  —  III.  Deber  einen  geometri- 
schen Satz.  —  IV.  Deber  die  Genera,  in  welche  .die 
Classen  der  quadratischen  Formen  von  bestimmter 
Determinante  zerfallen.—  V.Theorie  der  Potenzreste 
ffir  zusammengesetzte  Moduli. — -VI.  Beweis  des  Satz  es « 
dass  jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression,  deren 
erstes  Glied  und  Differenz  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
schaftlichen Factor  sind,  unendlich  viele  Primzahlen 
enthält.  ^  VII.  Ueber  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der 
Kreistheilung.  —  VIII.  Ueber  die  Pell'sche  Gleichung. — 
IX.  Ueber  dieConvergenz  und  Stetigkeit  einiger  unend- 
licher Reihen.  —  Nochmals  sagen  wir  dem  Herrn  Heraus- 
geber unseren  wärrosten  Dank  ffir  diese  wahrhafte  Bereicherung 
der  mathematischen  Literatur.  Die  trefßichste  äussere  Ausstat- 
tung versteht  sich  bei  der  berühmten  Verlagshandlung  von  selbst. 


Geometrie. 

Oeuvres  de  Desargues  reunies  et  analys^es  par 
M.  Poudra,  Officier  sup^rieur  d'  ötat  -  major  en  re- 
traite,  ancien  öUve  de  TEcoie  polytechnique,  auteur 
d'un  Trait^  de  Perspective  -  relief,  etc.,  preced^es 
d'nne  nouvelle  blographie  de  Desargues,  suivies  de 
l'Analyse  des  ouvrages  de  Bosse,  ^l^ve  et  ami  de  Des- 
argues; de  Notices  sur  Desargues  extraites  de  la  vie 
de  Descartes,  par  Baillet,*  de  Notices  diverses  sur  De- 
sargues par  le  P.  Coloniav  Pernetty,  MM.  Poncelet  et 
Chasles;  de  Notices  sur  ia  Perspective  d'Aleaume  et 
Migon;   sur  celle   de  Niceron;  sur   celle   de    Grägoire 
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Huret;  et  d'un  Recueil  tr^s  -  rare  de  divers  libelle« 
publica  cotitre  Desargue«.  Tome  L  Avec  Planche». 
Paris.  Leiber,  c^diteiin  1864.  80y— Tome  II.  AvecPlan- 
ches.    Paris.    Leiber,  ^diteur,    1864.    ^. 

Man  weiss,  dass  Desargues  (Girard)  oder,  wie  seio  Name 
zuweilen,  nach  Herrn  Poadra  aber  mit  Unrecht,  geschrieben 
worden  ist,  des  Argues,  welcher  zu  Lyon  im  Jahre  1593  ge- 
boren worden,  und  eben  daselbst  im  Jahre  1662  gestorben  ist,  von 
Poncelet  schon  im  Jahre  1822  „le  Monge  de  son  siöcle*' 
genannt  worden  ist,  und  zwar  in  Folge  seiner  vielen  und  wich- 
tigen Erfindungen  gewiss  mit  vollem  Rechte.  Bis  dahin  war  die- 
ser scharfsinnige  Mathematiker  lange  fast  ganz  unbekannt  und 
unbeachtet  geblieben,  und  von  seinen  Werken  wusste  man  im 
Ganzen  wenig,  bis  C  hast  es  durch  einen  glGcklichen  Zufall  bei 
einem  Buchhändler*)  in  Paris  im  Jahre  1845  eine  von  De  la  Hire 
gemachte  Abschrift  seines  Hauptwerks  über  die  Kegelschnitte 
entdeckte,  welches  kostbare  Manuscript  gegenwärtig  in  der  Biblio- 
thek der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  niedergelegt  ist, 
zugleich  mit  dem  seine  Authenticität  bezeugenden  Briefe  De  la 
Hire' 8.    Das  Werk  fiihrt  den  Titel: 

Broniilonproiect  d'une  atteinte  aus  ^uenemens 
des  rencontres  d'un  cone  avec  un  plan,  par 
le  steur  G.  Desargues  Ltonais.    Paris.    1639. 

Ein  anderes  früheres  Werk  von  Desargues,  überhaupt  sein 
erstes  Werk,  ist: 

Methode  universelle  de  mettre  en  perspective 
les  objets  donn^s  r^ellemment  ou  en  devis, 
avec  ieurs  proportions,  mesures,  eloignemens, 
Sans  employer  aucun  point  qui  seit  hors  du 
champ  de  i'ouvrage,  par.  G.D.  L.**)  k  Paris.  1636. 

weiches  sich  bei  dem  Werke  von  Bosse ^**)  über  denseibenGegen- 
stand  befindet 

Das  dritte  Werk  von  Desargues  ist: 


*)  libraire;  vielleicht  anch  „Bacherh&ndler.^' 
**)  Girard,  Desargnes,  Ljoanais. 
***)  M.  R.  ober  Bot  se  and  seine  Werke  in  nnserem  Werke  T.  II.  pw  1.: 
„Analyse  det  onvrage«  d'Abrahara   Boeee,  ^live  et  ani  de 
peeargnes/* 
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Broviilon  project  d'exemple  d'vne  manlöre 
vniverselle  du  S.  G.  D.  L.  toacfaaot  la  practique 
da  trait  a  preuues  pour  la  coupe  des  pierres  en 
Tarchitecture;  et  de  l'esciaircisaemeot  d*une 
mani^re  de  r^duire  au  petit  pied  en  perspecti- 
ve comme  en  g^ometrai  et  de  tracer  tous  qoa- 
drans  plats  d*beares  Egales  au  soleil.  Paris 
eo  8ont  1640  avec  privildge. 

von  welchem  sieb  ein  Exemplar  auch  bei  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris  befindet,  unglücklicherweise  aber  ohne  Figuren, 
die  Herr  Poudra  reconstmirt  bat. 

Je  unzagfinglicher  alle  diese  Werke,  und  noch  andere  Schrif- 
ten des  scharfsinnigen  Des argues  bisher  waren:  desto  grosser 
ist  und  desto  wärmere  Anerkennung  verdient  das  Verdienst,  wel- 
ches sich  Herr  Poudra  durch  die  vorliegende  vollständige Publi- 
cation  desselben  erworben  hat.  Dieses  Verdienst  wird  aber  durch 
die  von  dem  Herrn  Herausgeber  beigegebenen  Analysen  dieser 
in  der  Weise  des  17ten  Jahrhunderts  verfassten,  und  daher  fQr 
die  an  die  neueren  Darstellungsweisen  gewöhnten  Mathematiker 
mannigfache  Schwierigkeiten  darbietenden  Werke,  durch  weiche 
das  Verständniss  sehr  erleichtert  und  für  Viele  erst  möglich 
gemacht  wird,  noch  sehr  erhübet,  und  fordert  zu  dem  lebhaf- 
testen, dem  Herrn  Herausgeber  zu  zollenden  Danke  auf.  Hiezu 
kommt  aber  endlich  noch,  dass  Herr  Poudra  sich  keineswegs 
mit  der  Herausgabe  der  oben  genannten  und  anderer  Schriften  von 
Desargues  begnügt,  sondern  in  den  beiden  Theilen  seines 
vorliegenden  schönen  Werkes  überhaupt  Alles,  was  von  älteren 
und  neueren  Mathematikern  fiber  und  gegen  den  genannten  scharf- 
sinnigen Geometer  geschrieben  worden  ist,  gesammelt  und  Vieles 
aas  dem  reichen  Schatze  eigener  mathematischer  Kenntnisse  bei- 
geffigt  hat.  Der  ganze  Inhalt  ist  schon  auf  dem  Titel  so  voll- 
ständig angegeben  worden,  dass  wir  uns  dadurch  weiterer  Mittbei- 
lungen glauben  überhoben  halten  zu  dürfen.  Dass  dieses  Werk 
auch  für  die  Geschichte  der  Geometrie  von  grösster  Wichtigkeit 
ist,  wird  kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung  bedürfen;  kein 
Mathematiker  wird  dasselbe  künftig  entbehren  können,  und  jeder 
wird  gewiss  gern  dem  lebhaften  Danke  beistimmen,  den  wir  hier 
Herrn  Poudra  f&r  sein  schönes  Werk,  dessen  Herausgabe 
nothwendig  vielfachen  Schwierigkeiten  unterliegen  musste,  noch- 
mals aus^usprecheii  fBr  unsere  Pflicht  halten. 
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Physik. 

Anfaiigsgründe  der  Natur  lehre  für  die  unteren  Klas- 
sen der  Mittelschulen.  Von  Dr.  Jos.  Krist,  Lehrer  der 
Physik  an  der  k.  k.  Schottenfelder  Ober-Realschule  in 
Wien.  Mit  291  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit- 
ten.   Wien.    Brauroilller.     1864.    8^. 

Aus  methodischen  Gründen,  die  wir  vollständig  billigen,  ist  io 
diesem  Elementarlehrbuche  der  Physik  von  der  gewöhnlichen  An- 
ordnung des  Stoffes  insofern  abgewichen,  dass  diejenigen  Lehren, 
welche,  wenigstens  bei  dem  Unterrichte  auf  Schulen, 
vorzugsweise  nur  eine  Begründung  und  Erläuterung  auf  dem  W^e 
des  Experiments  erfordern  und  zulassen,  —  also  die  Lebren  von  der 
Wärme,  von  den  chemischen  Erscheinungen,  von  dem  Magnetis- 
mus und  von  der  Elektricität  —  vorangestellt,  diesen  Lehren  selbst 
jedoch  noch  die  allgemeinsten  Begriffe  über  die  Schwere  und  die 
einfachs^ten  Gesetze  des  Hebels  voraufgeschickt  worden  sind,  weil 
ohne  die  letzteren  eine  deutliche  Einsicht  in  den  Gebrauch 
der  für  eine  grosse  Anzahl  der  wichtigsten  Experimente  ganz 
unentbehrlichen  Wage  natürlich  gar  nicht  zu  erlangen  war.  Auf 
diese  vorzugsweise  das  Experiment  in  Anspruch  nehmenden  Leb- 
ren lässt  dann  der  Herr  Verf.  die,  eine  mathematische  Begründung 
erfordernden  Tbeile,  bei  denen  auch  die  hervortretenden  Natur- 
gesetze nur  io  strenge  mathematische  Ausdrücke  und  Formeln  ge- 
fasst  und  mittelst  derselben  zur  Anschauung  gebracht  werden  können» 
also  —  hauptsächlich  die  Lehren  der  Mechanik  und  Optik,  —  folgen. 
Wir  billigen,  wie  schon  erinnert,  diese  Anordnung  aus  methodbcben 
Gründen  vollkommen,  und  babeni^  so  weit  wir  mit  dem  Büchlein 
uns  bekannt  gemacht  haben,  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  nir- 
gends vermisst.  Besondere  Anerkennung  verdient  es,  dass  der 
ganze  auf  Mathematik  basirende  Tbeil  auch  wirklich  matheraatisck 
gehalten  worden,  dass  nichts,  was  einen  niatliematiscfaen  Beweis 
erfordert,  ohne  einen  solchen  geblieben  ist;  und  wenn  auch  der 
Herr  Verf.  sich  dabei  mit  Recht  möglichster  Einfachheit  befleissigt 
hat,  so  ist  es  doch  auf  der  anderen  Seite  sehr  erfreulich  und  erregt  ein 
sehr  gutes  Vorurtheil  für  den  Zustand  des  physikalischen  Unter- 
richts auf  den  österreichischen  Mittelschulen,  wenn  derselbe  schon 
io  den  unteren  Klassen  dieser  Lehranstalten,  für  welche  das 
vorliegende  Lehrbuch  bestimmt  ist,  in  einer  so  gründlichen  raatbe- 
ma tischen  Weise  ertheilt  werden  kann.  Ganz  eben  so  wie  anf 
den  preussischen  Realschulen  erster  Ordnuifg  ist  mit  Recht  auch 
hier  auf  den  mechanischen  und  optischen  Tbeil  vorzügliches  Ge- 
wicht  gelegt  worden,  was  richtigen  Ansichten  über  das  Wesen 
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und  die  Bedeutung  des  physikalischen  Schulunterrichts  yollkomme» 
entspricht.  Wir  glauben  das  BOchlein  der  Beachtung  der  Lehrer 
der  Physik  empfehlen  zu  dOrfen,  indem  wir  nur  noch  bemerken, 
dass  die  Süssere  Ausstattung,  namentlich  auch  rOcksichtlich  der 
291  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte,  nichts  zu  wünsche» 
übrig  lässt.  — -  Mit  anerkennungswerther  Pietät  hat  der  Herr  Verf. 
die  Schritt  seinem  verdienstvollen  Lehrer,  Herrn  Professor  Dr. 
Aug.  Kunzek,  Edlem  von  Lichton,  in  Wien,  gewidmet. 


Vermischte  Schriften. 

Soci^t«^  des  sciences  naturelles  du  Grand- Duehe 
de  Luxembourg.  Tome  sixi^me.  Ann^e  1863.  Luxem- 
bourg.    Imprimörie  Libraire  de  V.  Bück.    1863.    8^. 

Diese,  viele  wertbvolle  Abhandlungen  enthaltenden  Schriften 
der  Soci^t^  des  sciences  naturelles  du  Grand-Duche 
de  Luxembourg  verdienen  jedenfalls  allgemeiner  bekannt  zu 
Aein,  als  es  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Ausser  einigen 
kleineren  Aufsätzen  naturhistorischen  und  chemischen  Inhalts 
(S.  108— S.  121.)  enthält  der  vorliegende  sechste  Band  die  folgen- 
den in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden  mathematischen  und 
physikalischen  Abhandlungen,  welche  bei  Weitem  den  grOssten 
Theil  der  verdienstlichen  Sammlung  (S.  1.— S.  107.)  einnehmen. 

Determination  de  la  relation  qni  existe  entre  la 
chaleur  rayonnante,  la  chaleur  de  condnctibilit^  et  la 
chalenr  latente.  Par  Be  CoLitet  d'Hnart«  Docteur  en 
sciences,  Professeur  k  TAthön^e  de  Luxembourg.  p.  I. 
bis  p.  64. 

Inhalt  und  Zweck  dieser  ganz  mathematisch  gehaltenen  Ab- 
handlung sind  durch  ihre  Ueberschrifl  mit  vollständiger  Bestimmt- 
heit bezeichnet.  Dieselbe  empfiehlt  sich  durch  Deutlichkeit  und 
mathematische  Strenge  sehr  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser. 
In  der  Einleitung  ist  der  bei  der  ganzen  Untersuchung  eingeschla- 
gene Weg,  so  wie  die  leitenden  Principien,  vollständig  angegeben, 
and  am  Ende  desselben  schliesst  der  Herr  Verf.  mit  den  folgen- 
den, das  Endergebniss  seiner  Untersuchungen  darlegenden 
Worten :  „C'est  en  suivant  cette  marche  que  nous  avoos  döcouvert 
la  cause  commune  de  la  chaleur  rayonnante,  de  la  chaleur  de 
conductibillt^  et  de  la  chaleur  latente.  La  premi^re  est  un  mou- 
▼ement  p^riodique  de  translation  et  de  rotation.  La  deuxiöme 
doit  son  existence  aux  d^formations  des  molöcules ;  le  d^placement 
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moUcnlaire  ausal  bien  qae  la  rotation  qai  eoostitaent  le  pb^oomene 
dimioaent  arec  le  tempa,  saos  deveoir  jamaia  rigoareasement  niiis. 
Eofin^  la  chalear  latente  provient  de  ce  que  la  rc^polsioD  des  mo- 
lautes  d^foniM^es  aagmente  rapidement  lorequ'on  chaoffe  le  corps, 
et  il  doit  Df^ceaaairement  arriver  une  ^poqae  oü  cette  r^polsion 
^gale  Taction  da  foyer  de  la  chaleur/'  Der  Herr  Verf.  hat  sidi 
ao  viel  als  möglich  der  vod  Lam^  io  der  ^^Th^orie  mathäma- 
tique  de  r^^lasticit^  des  corps  solide«.  Paria  1852." 
gebrauchten  Bezeichnungen  bedient. 

Sur  les  courbes  du  second  degr^  par  J.  P.  Michae- 
lis» Professeur  ä  l'Ath^n^e.  p.65.  — p.l05. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  hat  bereits  in  einer  Reihe 
von  Abhandlungen  auf  den  grossen  Nutzen  hingeiviesen»  wel- 
chen der  Gebrauch  der  von  ihm  sogenannten  Anomalien  (beider 
Ellipse  nämlich  z.  B.  der  Winkel  u  in  den  Substitutionsformelo 
a;csacost£»  ^  =  6sintf)  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ood 
bei  der  Lösung  von  vielen»  diese  Curven  betreffenden  Aufgaben 
gewährt.  Alle  diese  Abhandlungen  und  Aufsätze  hier  narabaß 
zu  machen»  würde  zu  viel  Raum  erfordern»  weshalb  hier  nur  aof 
die  folgenden  hingewiesen  werden  mag: 

Die  Theorie  der  Ellipse  und  Hyperbel,  ans  einen 
neuen  Gesichtspunkte  dargestellt.  Tbl.  XXIV.  18S5. 
S.  370— 8.424. 

Ueber  ein  Theorem  von  Fagnano.  ThI.XXVL  1856. 
S.  198— S.  204. 

Ueber  einen  allgemeinen  Sats  von  den  Kegelschnit- 
ten.   Tbl. XXIX.    1857.   S.6ig. 

Ueber  den  Flächeninhalt  in  oder  um  eine  Ellipse 
beschriebener  Dreiecke  and  Vierecke.  Tbl.  XXX.  IffiR 
S.ll— S.45. 

Merkwürdige  Constraction  des  grSssten  in»  oad 
des  kleinsten  um  eine  Ellipse  beschriebenen  VieUcki 
von  gegebener  Seitenzahl.  ThLXXX.   1858.  8.84—8.92- 

Der  Satz  yon  Cotes»  auf  die  Ellipse  erweitert 
Tbl. XXX.  1858.  8. 104- S.  106. 

Der  Satz  des  Ptolemäus  (und  andere  Sätze  vom  Ki«ise), 
auf  die  Ellipse  erweitert.    ThLXXX.  1858.  S.  109-S.113. 

NeueMethode  dieElllpse  so  rectificiren.  Tbl.  XXX. 
1858.  S.  213- S.  228. 
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Je  mehr  der  Heransgebery  wie  aos  diesen  Angabea  deutlich 
erhellen  wird,  seit  einer  längeren  Reihe  von  Jahreo  seine  Anf- 
merksamkeit  unansgesetzt  dem  in  Rede  stehenden  Gegenstande  zu- 
gewandt hat,  und  dadurch  zu  einer  grusseren  Anzahl  neuer  Re- 
sultate geführt  worden  ist:  desto  mehr  ist  er  erfreuet  worden,  dass 
Herr  Professor  Michaelis  iu  Luxemburg  in  der  oben  genann* 
ten  gründlichen  und  der  Beachtung  sehr  zu  empfehlenden  Ab- 
handlung denselben  Gedanken  gleichfalls  aufgenommen  und  in 
ganz  selbstständiger  Weise  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  —  und 
zwar  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  —  mittelst  der  von.  dem 
Herausgeber  des  Archivs,  —  der  es  sich  zu  ganz  besonderer 
Ehre  rechnet,  bei  diesem  Gegenstande  mit  einem  so  scharfsinni- 
gen Mathematiker  wie  Herrn  Professor  Michaelis  zusammenge- 
troffen zu  sein,  —  mit  dem  Namen  Anomalien  belegten  HüHswinkel 
vollständig  durchgeführt  hat.  Ohne  weiter  auf  den  lohalt  dieser 
sehr  lehrreichen  Abhandlung,  die  auch  verschiedene  neue  Sätze 
enthält,  die  Evoluten  der  Kegelschnitte  besonders  berücksieb titgt, 
die   allgemeineren    durch  die  Gleichungen 

charakterisirten  Curven  als  zu  einer  ähnlichen  Betrachtung  wie 
die  Ellipse  und  Hyperbel  geeignet  nachweiset,  u.  dergl.  mehr  ein- 
gehen  zu  können,  empfehlen  wir  dieselbe  der  sorgfältigsten  Be- 
achtung unserer  Leser,  die  aus  derselben  die  vielfachste  Beleh- 
rung schöpfen  und  an  verschiedenen  eleganten  und  interessanten 
Resultaten  sich  .erfreuen  werden,  nochmals  recht  sehr. 

Baromötre  ä  cuvette  mobile,  par  H.  Jos.  Sivering, 
Ingenieur,  p.  106— «p.  107. 

Wegen  der  Beschreibung  dieser  neuen  Einrichtung  de«  Baro- 
meters, welche  allerdings  manche  Vortheile  darzubieten  scheint, 
und  namentlich  die  Transportahilität  des  Gefössbarometers  sehr 
erleichtert,  oder  vielmehr  das  Gefössbarometer  erst  leicht  und 
sicher  transportabel  macht,  müssen  wir  auf  den  kurzen  Aufsatz 
selbst  verweisen. 

Mögen  anch  in  ihren  späteren  Jahrgängen  die  Schriften  der 
in  sehr  verdienstlicher  Weise  wirkenden  Soci^te  des  sciences 
naturelles  du  Grand-Dnch^  de  Luzembourg,  denen  wir 
einen  ungestörten  und  ununterbrochenen  Fortgang  im  Interesse  der 
Wissenschaft  sehr  wünschen,  der  Aufmerksamkeit  der  Mathemati- 
ker und  Physiker  nicht  entgehen! 

Sitsungsberichte    der  königl.    bayerischen   Akade- 
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mie  der  Wissenschaften    zo   Mfinchen.     (Vgl.  Literar. 
Ber.  Nr.CLX.    S.12. 

1863.  I.  Heft  Hl.  Steinheil:  Deber  Maasse  k  hont  und 
deren  Vergleiehung  nach  einem  neuen  Princip.  S.  329.  —  H.  v. 
Schlagintweit:  Meteorologische  Resnltate  ans  Indien  and  Hoch- 
Asien  (mit  vier  Beilagen).    8.341. 

1863.  1.  (Doppel-)HeftlV.  Steinheil:  Ueber  ein  neues 
▼on  ihm  constmirtes  Marinefernrohr  von  grosserer  Helligkeit  als 
die  bisherigen.  S.  468.  »  v.  Besold:  Ueber  das  Verhalten  der 
starren  Isolatoren  gegen  Elektricität.    8.  663. 

1863.  U.  Heft  1.  Enthält  keine  in  den  Kreis  des  Archivs 
gehSrende  Aofsätze. 

1863.  II.  Heft  II.  Kenngott:  a)  der  Hessenbergit,  eine  nene 
Mineralspecies  (mit  Holzschnitt).  S.  2.  b)  Ueber  die  Gmodge- 
stalt  des  Häroatit.    S.  234. 

1863.  11.  HeftUI.  Steinheil:  Ueber  photographische  Trian- 
gulation und  Vermessung.  S.  304.  —  Seidel:  Ueber  eine  Anwen- 
dung der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bezfiglich  auf  die  Sdiwan- 
kungen  in  den  Durchsichtigkeitsverhältnissen  der  Luft.  S.  320.  — 
V.  Bezold:  Ueber  die  mathematischen  Beziehungen  zwischen 
den  krystallographischen  Grundgesetzen.    S.  360. 


Giornaledi  Matematiche  aduso  deglistndenti  delle 
uoiversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  dei  Professori 
G.  Battaglini»  V.  Janni  e  N.  Trudi  etc. 

Die  vier  ersten  Hefte  dieses  in  jeder  Besiehung  sehr  zur 
Beachtung  zu  empfehlenden  neuen  mathematischen  Journals  sind, 
mit  Angabe  des  vollständigen  Titels,  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXI. 
8. 10.  angezeigt  worden;  wir.  freuen  uns»  jetzt  nachfolgend  die 
Fortsetzung  anzeigen  zu  können. 

Anno  L  —  Maggie  1863.  Süll*  eqoazioni  differenziall»  che 
61  presentano  nei  problemi  di  meccanica;  nota  di  Remigio  del 
Grosso  p.  129.  —  Due  teoremi  di  determinanti,  di  Enrico  Ovi- 
dio.  p.  135.  —  Teoria  delle  funziont  ellittiche;  per  R.  Rubinl 
(cootinuaz.  v.  pag.  122.)  p.  140.  —  Esposizione  dl  diversl  sistemi 
di  coordioate  omogenee;  per  N.  Trudi  (continnaz.  v.  pag.  59.) 
p.  148.  —  Soluzioni  di  aicune  questioni  proposte  nel  fascicolo  di 
febbraio  1863  del  Giomale  di  Terquem  inviateci  da  alcuni  giovani 
studenti  (Cent.  v.  pag.  126).  p.  159. 


Digitized  by 


Google 


UterariHher  Beriehi  CLXiV,  17 

Addo  I.  —  GiagDo  1863.  Teoria  elementare  delie  forne 
geometricbe  per  G.  Battaglioi.  (cont.  t.  pag.  97.)  p.  161.  — 
Nota  solle  serie  di  curve  d*indice  qualanque;  per  G.  Battaglioi. 
p.  170.  —  Teorica  dei  contrayariaoti»  degi*  ioyariaoti  e  de'  covari- 
anti;  per  6.  Jaoni.  p.  174.  —  Nota  eopra  od  problema  di  Geo- 
metrla;  per  E  d*Ovidio«  p.  183.  —  Nota  solle  corve  di  terso 
grado;  per  N.  Salyatore  Dino.  p.  187.  —  Soloziooe  delle  qoi- 
stioDi  proposte  dal Professore  Trodi  alla  pag. 91.;  per  F.  Gambar- 
della, p.  190. 

AoDo  I.  —  Loglio  1863.  Teorica  dei  cootravarianti,  degl' 
iovarianti  e  de'  covariaDti;  per  G.  Jaoni  (cont.  ▼.  pag.  174.) 
p.  194.  —  Nota  soll'  eqoaziooi  differeoziali,  che  si  presöntaoo  nei 
problemi  di  meccanica  per  Remigio  dei  Grosso  (continoazione 
r.  pag.  129.)  p.  203.  —  Estenslone  alle  spazio  di  tre  dimensioni 
dei  teoremi  relativi  alle  cootcbe  di  nove  punti^  per  Eogenio 
Beltraml.  p.  208.  »  Teorema  solle  curve  algebricbe  per  M.  Sal  - 
vatore  Dino.  p.217.  —  Solosioni  delle  qoistiooi  662  e  656  de 
Noavelles  Annales  per  Gaetaoo  Recchia.  p. 218*  —  Altra 
dimostrazlooe  per  Ignazio  Maresca.  p.  220.  -—  Dimostraziooe 
dei  teorema  7^  proposto  dal  Prof.  E.  Fergola  oel  fascicolo  di 
febbraio  dei  Gioroale  di  Matematica  per  Giacomo  Mola.  p. 221. 
—  De'  diametri  conjogati  paralleli  oel  sistemadi  dae  soperficie  di 
2<^gradoperVinceDzo  Jaoni.  p.  223. 

Anno  I.  —  Agoste  1863.  Solla  Teoria  delle  eoniche,  nota 
di  L.  Cremona.  p.  226.  —  Teoria  elementare  delle  forme  Geo- 
metricbe per  G.  Battaglin  i  (continoazione  vedi  pag.  161.)  p.  227.  — 
Teorica  de  contravarianti,  degl'  iovarianti  e  de'  covarianti;  per  G. 
Janni  (cont.  y.  pag.  194.)  p.  240.  —  Dimostrazione  dei  teorema 
dei  signor  Trodi,  per  Alessandro  Aliocati  e  Gaetaoo  Rec- 
chia. p.854»  -—  Quistioni.  p.  256. 

Anno  I.  —  Settembre  1863.  Nota  soll' eqoazioni  (ftffereo- 
siali,  che  si  presentano  nei  problemi  di  meccanica»  per  Remigio 
dei  Grosso  (cootin.  v.  pag.  203.)  p.  267.  —  Alcuni  locali  per 
E.  d'Ovidio  discepolo  dei  professor  Sannla.  p.  266.— Nota  sopra 
i  determioanti  minori  di  un  dato  determiBaote  per  Gioseppe 
Janni.  p.270.  —  Teorica  di  determioanti  simmetrici  gobbi  per 
Gioseppe  Jaoof.  p.  275.  —  Un  teorema  solle  cobiche  gobbe 
per  L.  Cremona.  p.  278.  —  De'  diametri  coojogatl  paralleli  oel 
sistema  di  dne  soperficie  di  2^  grado  per  V.  Jaoni  (contiooaziooe 
▼.  pag.  223.)  p.  280.  —  Sol  momeoto  di  ooa  forza  presa  rispetto 
ad  an  asse  per  V.  Jaoni.  p.  282.  ^-  Dimostrazione  dl  an  tebrema 
diVillarceao  per  Alessandro  Aliocati,  discepolo  dei  professor 
S an nia.  p.  284. »  Altra  dimostrazione  dei  teoremi  provati  apag.  160. 
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per  B.  d'Oiridio.  p.285.  —  Intorno  ai  slstemi  di  2«  ordlne  e  di 
2«  claMe.    Nota  per  6.  Battaglini.  p.387. 

AdooI.  — Ottobre  1863.  Teorica  delle  fonsioni  ellitidie 
per  R.  Rubin i  (continaazioDe  t«  pag.  147.)  p.  291.  —  SuUe  tras- 
formazioni  geometriche  delle  figore  piane«  nota  del  prof.  Loigi 
Cremoni^  (estratta  dal  tomo  IL  serie  2«)  delle  Memorie  delF 
Accademia  delle  Scienze  dell*  btituto  di  Bologna),  p.  306.  —  Solo- 
zloni  delle  qaeationi  16»  17  e  18  per  G.  Battaglini.  p.31L  — 
Corrispondenza.  p.317.  —  Qaestioni.  p.318. 

Annalt  di  Matematicapara  ed  applicata  pubblieati  di 
Barnaba  Tortolini  e  compllati  da  £.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.  4».  (S.  Literar.  Ber.  Nr.CLXl.  S.12.) 

Tom.  V.  Nr.  2.  Intorno  la  risolazione  delle  eqnazioni  aige* 
briche  generali  mediante  traacendenti.  Nota  di  A.  PlevanL  p. 
67.  —  AIcune  proprietä  di  una  eurva  traacendente.  Nota  di  H. 
Azzarelli.  p.  72.  — «  Sar  lea  volomea  des  snrfaces  polalres.  Par 
T.  A.  flirst.  p.  79.  —  Sulla  rifrazione  di  una  snpposta  atmosfera 
lanare.  Nota  di  F.  O.  Mossotti.  p.  102.  —  Note  relative  k  la 
fonction  ^.  Par  A.  Le  Cointe.  p.  106.  —  Qnestion  sar  an  jeu 
de  cartes.  Par  A.  Le  Goin t e.  p.  I0&  -«  Biciste  ftlMi«craAea, 
Giornale  di  Matematiche  ad  aso  degli  stodenti  delle  Uoiversitik 
Italiane.    Napoli  186a  p.  111. 


O  a  1 1 1  e  I. 

Indem  Ich  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zu  schlies- 
sen  im  Begriffe  bin»  macht  mir  Herr  Professor  L  Fiedler  am 
Gymnasium  zu  Leobschfitz  die  erfreuliche  Mittheilung,  dass 
von  ihm«  zunSchst  veranlasst  durch  meine  Aufforderung  in  Nr.  CUL 
des  literarbchen  Berichts,  am  Vorabend  des  18.  Febniais  d.  J. 
eine  angemessene,  sehr  würdige,  Festlichkeit  zur  Feier  des  Tages, 
an  welchem  vor  300  Jahren  der  grosse  Galilei  geboren  wurde, 
veranstaltet  worden  sei,  wobei  Herr  F.  zugleich  bemerk^  dass  er 
kein  Jahr  vorübergehen  lasse,  ohne  seinen  Schülern  ein  Bild  der 
grossen  Cor3rphSen  der  Mathematik  und  Physik  vorzuflihren.  leb 
sage  Herrn  Professor  Fiedler  den  aufrichtigsten  Dank  flfar  diese 
sehr  erfreulichen  Mittheilungen. 

Greifswald,  im  März  1864. 

Gruneri 
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